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NOTE 


Sur  les  deux  locutions  :  partager  uns  DRons ,  une  quantité» 

EN   MOYENNE  ET  EXTRÊME  RAISON  ;   ei  DONNÉE  QV^EN   RAISON.  — 

AlUnUions  probables  dans  le  texte  d'Euelide. 

FAR  A.  jr.  B.  ▼nrOBVT, 

Profestear  aa  collège  de  StioULooit. 


I.  On  oonnalt  la  locution  employée  dans  tous  les  ouvrages 
élémentaires ,  pour  indiquer  le  mode  de  partage  d^une  droite 
en  deux  parties^  dont  Fune  soit  moyenne  proportionnelle  entre 
Vautre  partie  devenue  ainsi  Fun  des  termes  extr&mbs  de  la 
proportion,  et  la  ligne  entière. 

Or ,  dès  t405  (1) ,  le  Vénitien  Zambertij  dans  son  inter- 
prétation latine  d'Euclide ,  imprimée  cent  ans  plus  tard , 
remarquait  déjà  que  la  locution  secundùm  mediam  et  extre- 
mamrationemj  locution  d'où  la  nôtre  tire  son  origine,  ne 

(1)  Vo|ei  ta  Bibliothèque  greeqae  deFabriciQi,  èdillon  do  Harles,  t.  IV,  p.  n 
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dit  pas  ce  qu'elle  doit  dire.  En  effet ,  dans  ane  proportion ,  il 
n'y  a  point  deux  raisons,  Fune  moyenne  et  l'autre  extrême  ; 
il  n'y  en  a  qu'une  seule,  la  même  pour  les  deux  derniers 
termes  que  pour  les  deux  premiers  ;  et  Ton  ne  saurait  vou- 
loir Are  non  plus  cpe  cette  raison  est  à  la  fois  moyenne  et 
extrême ,  ce  qui  serait  également  absurde. 

Reconnaissant  aussi  l'inexactitude  de  la  locution,  M.  le 
docteur  Terquem ,  dans  une  note  insérée ,  il  y  a  peu  d'années 
(en  1838),  dans  le  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Liou- 
ville  (  t.  m  ,  p.  97  ) ,  propose ,  d'après  Lorentx ,  de  dire 
qu'une  droite  est  partagée  en  proportion  continue,  lorsque^  etc. 
Je  souscrirais  volontiers  à  cette  rédaction ,  si  elle  ne  parais- 
sait signifier  tout  autre  chose  que  ce  que  Ton  veut  dire  : 
car  comment  exprimerait-on  différemment  que  la  droite  est 
divisée  en  trois  segments  fournissant  à  eux  seuls  tons  les 
termes  de  la  proportion  ? 

Mais  moi-même  précédemment,  en  1834,  dans  la 3* édi- 
tion de  mon  Cours  de  Géométrie ,  j'avais  cru  devoir ,  à  la 
phrase  vulgaire,  en  substituer  une  autre  plus  simple  : 
Partager  une  droite  en  moyenne  et  extrême.  Cependant,  l'avan- 
tage de  la  brièvelé  ne  serait  point  un  motif  suffisant  pour 
justifier  ce  changement  s'il  n'était  d'ailleurs  d'accord  avec  la 
logique.  Or,  en  effet,  l'expression  ordinaire  signifie-t-ellc 
autre  chose  que  partager  une  droite  suivant  la  raison  de 
moyenne  d  extrême  ^  c'est-à-dire  de  telle  façon  que  Tune  des 
parties  soit  le  terme  moyen  de  la  proportion ,  et  l'autre  par- 
tie un  des  termes  extrêmes,  l'autre  terme, ^u'il  faut  bien 
trouver  quelque  part ,  étant  alors  la  ligne  entière  ?  Et  dés 
lors ,  cet  énoncé  :  Partager  une  droite  en  moyenne  et  extrême 
(  sous-entendez  le  mot  parties  au  pluriel ,  et  non  le  mot  raison 
au  singulier)  ne  présente-t-il  point  une  locution  tout  à  fait 
convenable ,  tant  sous  le  rapport  de  la  justesse  que  sous  celui 
de  la  simplicité  et  de  la  brièveté  ?  Quant  à  moi ,  son  exacti- 
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tade  me  fiaralt  si  iuoonteste^e ,  qa'ayant  étèfloUicité ,  à  l'oc- 
casion de  la  publication  Técenle  de  la  S*  édition  de  mon  Qntn^ 
de  rétablir  la  locution  antique  et  solennefte  moyenne  a  eo^ 
trime  ration^  je  n'héâtai  point  à  en  appder  an  texte  d'En- 
cUde  ^persuadé  qu'on  l'avait  mal  traduit. 

Mon  étonnement ,  je  le  confesse ,  fut  extrême ,  quand  je 
lus  dans  l'édition  de  Peyrard ,  comme  dans  toutes  les  autres, 
cespbrases  auxquelles  je  n'avais  pas  jusqu'alors  prêté  une 
attention  euffisante  i  ax^m  mi  yà^o^  Xôyw  (soos-ent.  swtà}  lùOiUc 

TfTfiwOac  >c7CTat ,  imy. ...  x^T.).  (lif ,  YI ,  déf.  3 }  tom.  I,  p.  990)  ; 

Tq»  ^o^îeciv  cùOiiav  tcfictpa^fiivigv  axpoy  im  pivov  "ki^w  ri^cv  (tbtd.^ 
prop.  30,  p.  366)  j  Eàv  ffv&tta  7p«f»f«9  «xp^v  hêù,  fovov  >07«v  rfoiBq 

(IJT.  XIII ,  prop*  V ,  tom.  III ,  p.  212  ) 

Je  ne  craignis  point  d'avancer  alors  que  les  manuserita 
avaient  été  mal  1ns ,  que  les  apices  abréviatift  remjdaçant  les 
terminaisons  et  devenant  ainsi ,  dans  les  manuscrits,  les  seuls 
indices  de  la  déclinaison  (apices  qu'il  est  si  facile  de  confoot- 
dre)  avaient  été  pris  les  uns  pour  les  aotres;que  par  suite, 
dans  la  transcription ,  les  terminaisons  •«  et  «v  s'étaient  sub* 
stituées  l'une  à  l'autre  par  cette  sorte  d'aoddent  que  les  gram» 
roairiens  nomment  aUrueUon ,  et  qu'en  définitive ,  les  mots 
âxpov  %ai  (Aiffov  ^070»  devaient  être  lus  partout  ^p«u  xm  piaou 

Xdyov. 

Malheureusement  encore,  ma  conjecture  ne  se  trouva 
nullement  confirmée  par  les  manuscrits,  dont  la  plupart 
même  portent  écrit  en  toutes  lettres  âxpov  xol  lUfm 

En  outre,  Produs,  Pappus,  Ptolémée,  lorsqu'ils  ont  à 
rendre  la  même  idée,  ne  s'expriment  pas  autrement. 

Battu  ainsi  en  première  instance  et  en  appel ,  j'avais  au 
moins ,  semblait-il ,  la  consolaticm  de  l'être  en  compagnie  de 
la  lo^que.  Mais  après  tout ,  il  me  restait  la  ressource  dea 
traductions  orientales  :  je  résolus  d'y  recourir.  Je  m'adressai 
en  conséquence  au  savant  M .  Munck ,  qui  eut  Tobligeance  de 
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consulter  à  ma  prière ,  la  tradiclionf  arabe,  Iradoction  toale 
littérale,  fai(c  au  neuviéine  siècle  par  Isaac  benHonfAnj  et  qui 
me  donna  en  ces  termes  le  sens  dn  fexte  arabe  de  la  défini- 
tion S*  dn  liyre  YI  :  Une  ligne  irniU  ett  dite  partagée  imcant 
la  proportion  cTonb  moyenne  et  de  dbcx  extrêmes^  krequfi,  etc. 
De  même,  la  proposition  30*  da  même  lirrc  s'énonce  ainsi 
d'après  le  même  teite  :  Partager  une  Kgne  droite  nmninl 
la  proportion  d^une  moyenne  et  de  deux  extrêmes.  De  même 
enfin  la  proposition  i^  du  liirreXIII  :  Lorsqu'une  droite  est 
partagée  suivant  la  proportion  d'une  moyenne  et  de  deux  ex- 
trêmes :  Al-khatt  al-maksoom  à  la  nisbet  dzàt  onast  ontarfâ'n. . . 

La  traduction  hébraïque  Caite  an.  13*  siècle  par  Mosé  ben 
Samuel  £bn  Tibbon^  s'exprime  d'une  manière  (ont  à  fait 
analogue;  mats,  pcxit-^tre»  m'a  dit  M.  Munck^  cette  traduc- 
tion a-t-elle  été  faite  d'après  l'arabe.  Quoi  qu'il  en  soit,  la 
traduction  hébraïque  n'en  est  pas  moins  une  confirmation  de 
l'arabe. 

Il  en  est  de  même  de  la  traduction  latine  d*jidhélardj  com- 
mentée par  Campanus ,  et  qui  yraisemblablement  aussi  est 
faite  sur  l'arabe  ;  l'hypothèse  contraire  lui  Sonnerait  beau- 
coup plus  encore  d'autorllé  et  d'importance  dans  la  question 
actuelle.  -Elle  s'exprime  ainsi ,  lib.  YI ,  def.  3  :  Linea  didtur 
dividi  secundàm  proportionem  habentem  mediumelduoextre- 
ma..*  Les  deux  autres  passages  sont  conformes  au  premier. 

Or,  de  tout  cela  on  peut  conclure,  ce  me  semble,  avec  * 
quelque  probabilité ,  et  de  plus  hardis  que  moi  diiont  avec 
certitude  que  si  la  locution  œepov  xai  (uaov  >.o7ov  peut  être 
considérée  comme  passée ,  depuis  un  temps  immémorial ,  À 
l'état  d'idiotisme  géométrique ,  il  n'en  est  pas  moins  vrai  que 
la  leçon  primitire  a  dA  être  Sxpot»  xai  pcaov  X6yo^  ;  le  mot  oxpoo, 
au  duel»  au  lieu  du  singulier  âxpou,  n'en  est  que  plus  expres- 
sif, puisqu'il  fait  Toir  que  Ton  trouve  tout  à  la  fois ,  aur  la 
ligne  divisée  conformément  à  la  définilion ,  les  trois  termes 
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de  la  proportioD ,  tant  les  deux  extrêmes  que  le  terme  moyen . 

En  déOnitiye  donc,  jb  MâiNTisNs  mon  Anoncé. 

II.  J'en  Tiens  à  «m  seconde  correction  que  j'ai  aassi  à 
proposer  pou*  le  texte  grec  d'an  antre  ouvrage  da  même 
auteur.  U  s'agit  ici  d'une  expression  bizarre  qui  a  doté  notre 
langue  de  cette  locutlOD  non  moins  étonnante  que  celle  dont 
nous  venons  de  nous  o<9cuper,  savoir  :  QuantUé  donnée  qu'en 
raiean;  en  latiii  :  Magnitudo  data  quam  in  ratiane, 

Cest  ainsi  que,  d'après  les  défioHions  11*  et  12'  du  livre 

des  Données  d*Buclide ,  Une  grandeur  est  plus    |  ^  .      > 

d  regard  d'une  autre  ^  d'une  donnée ,  qu'en  raison  ^  quand  la 

,        .      .   ^    .  I  retranchée,  le  reste  1 
grandeur  donnée  étant  {    .    ^,      ,  ]  a  avec  Vautre 

•  (  ajoutée ,  la  somme  ) 

une  raison  donnée. 

m 

Il  ne  faut  nullement  être  géomètre  pour  reconnaître  ici 
une  locution  de  pur  argot  :  quel  moyen,  en  effet,  de  faire  Ta- 
nalyse-^  qu* en  raison  f  Aussi  M.^  Chastes^  dans  son  Aperçu 
historique  sur  l'origine  et  le  développement  des  méthodes  en 
géométrie  (page  11,  note  1"),  dit-il' que  c'est  une  expression 
embarrassantey  et  dont  le  sens  est  difj^cile  à  comprendre,  même 
dans  la  définition  qu'en  donne  Euclidc ,-  après  quoi  le  sa- 
vant géomètre  en  fournil  l'explication  suivante  :  «  Soit  A 
»  plus  grand  que  B  d'une  donnée  qu'en  raison  ;  soit  C  cette 

.      .         1       .  A— C 

»  donnée  et  f*  la  raison,  on  aura     ■        =  f*.  » 

u 

Pour  embrasser  les  deux  déQnitions  dans  une  même  for- 

mule,  nous  écrirons  — ^ —  =fA, 

Ces  préliminaires  posés,  remontons  aux  deux  déGnitions 
précédentes  du  même  livre  (déf.  9  et  10)  :  Une  grandeur  est 

plus  {     j^     I  qu'une  autre  grandeur,  d'une  grandeur  don- 
née, quand  la  grandeur  donnée  étant }     ■    -.    ^        1  ^«P'w^ï 
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\  est  égalé  la  plu»  \^^^\. 


{grande^  le  rute 
petite^    la  somme 

Ces  deux  déGnitioos ,  comme  on  to  voit ,  ne  considéa^nt 
qu'on  cas  particulier  des  .deux  autres,  celui  de  ft  =  1^  on 
A  ip  G  =  B  { ou  plutôt ,  les  deus:  antres  ne  sont  qu'une  géné- 
ralisation de  celles-ci.  Dans  les  défin^ns  9  et  10,  la  raison 
donnée  est  la  raison  A'ègaUté^  ou  VwidU  ;  dans,  les  définitions 
11  et  12,  la  raison  donnée  devient  une  raison  quelconque;  et 
ainsi  ces  deux  dernières  définitions  énoncent  relatiTement  à 
une  raison  quelconque,  ce  que  les  deux  premières  disent  d'une 
manière  absolue,  ou  pour  la  raison  d'égalité;  de  swte  que 
les  mois  qv!m  raison  doivent  être,  pour  le  sens,  remplacés 
par  ceux-ci  :  relativement  à  ou  quant  â  uns  raisoi^  donnée. 

Or,  si  maintenant  nous  remontons  au  texte  :  fùyAoç  pLsyi^Q^ 

^o6<vT(  fA«i2^ov  ou  Tkaaaov  içnf  ti  cv  Xôy^,  orav  3e.T.)l.,il  UC  UOds 

sera  pas  difficile  de  Keconnattre  que  tout  le  mal  provient 
d'unQ  faute  d'orthographe  dftns  la  particule  A,  quêtes  copis- 
tes, éditeurs,  traducteurs,  Semblent  s'être  primitivement  ac- 
cordés à  considérer  comme  complétive  du  oomparatif  :  ilfo- 

gniiudo  magnitudine  data      .        est  quam  in  roHone  (En- 

mtnor        ^ 

clide  de  Peyrard,  tome  III ,  page.  302),  tandis  qu'il  eût  fallu 

écrire,  avec  F  esprit  rude,  V  accent  circonflexe ,  et  l'iota  sous^ 

crit:  ^,  c'est-à-dire  9fid ,  quantum  ad^  en  tant  que  ^  d'où  il 

résulte  qu'en  français  nous  devcms  dire  :  Une  quanâté  ett 

plus  grande  ou  plus  petite  qu'une  autre,  d*une  quantité  donnée, 

relativement  ou  quant  à  une  raison  donnée,  lorsque,  etc.  (I).  , 


{i)  AucuQO  tradaction  arabe  du  livre  des  Donnéei  ne  se  trouvant  à  la  bibIi<H 
ifaéque  du  Roi,  Je  n'ai  malbeureasenient  pu  employer  le  oiéme  moyen  de 
contrôle  que  pour  le  cas  précédent. 
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p.  s,  —  Je  profite  de  l'occasion  ponr  adresser  à  M.  le  Ré- 
dacleor  des  JnnaUs^  une  obsenration  relative  à  deux  articles 
de  M.  Finek ,  insérés ,  le  premier  dans  le  tome  I,  page  353 , 
le  second,  tome  11,  p.  329. 

Il  s'agît,  M.  le  Rédacteur,  dans  ces  deux  articles,  d'une 
note  que  j'ai  donnée  dans  votre  tome  1 ,  p.  372 ,  mr  la 
amsiructiùn  des  tabks  de  sinus  natureh.  Dans  cette  note, 
après  ayoir  reproduit  une  démonstration  qui  se  trouve  à  la 
page  233  du  Géomètre  de  M.  Guillard,  pour  la  limite  de 
l'erreur  que  l'on  commet  en  prenant  l'arc  pour  son  sinus , 
démonstration  dont  l'idée  fondamentale  est  due  à  M.  Giraudy 
alors  dévS  du  collège  de  Toulon,  j'ai  indiqué  l'emploi  de  la 
formule  de  Th,  Simpson  pour  la  construction  des  tables  de 
sinus  naturels,  en  faisant  voir  (je  l'ai  cru  du  moins)  que  les 
douze  premières  décimales  de  ic  suflBsaient  pour  la  détermi- 
natidlk  des  douze  premières  décimales  des  sinus  et  cosinusde 
tous  les  arcs  croissant  de  seconde  en  seconde  centésimales. 

Pour  le  premier  point,  c'est-è-diire  pour  la  limite  de  l'er- 
reur que  l'on  commet  sur  le  plus  petit  arc^  M.  Lùnmet  y  est 
reyenu  dans  le  tome  II,  p.  216,  et  j'ai  été  très-satisfait  de  re- 
connaître, d'après  son  excellent  article,  qu'il  n'est  pas  même 
nécessaire,  pour  arriver  à  la  limite  obtenue,  de  recourir  à  la 
formule  de  trissection,  et  que  la  bissection  est  suflisantc.  Je 
m'empresse  donc  d'adopter  la  modification  qu'il  propose, 
comme  rendant  la  démonstration  plus  élémentaire. 

Quantau  second  point  (l'emploi des  formules  de  Th.  Simp- 
504»),  ma  Note  a  fait  roconnattre  à  M.  Finck ,  comme  il  le  dit 
au  tome  I,  p.  353,  et  le  répète  au  tome  II ,  p.  333,  qu't/ 
avaUété  trop  loin  dans  sa  Trigonométrie,  en  accusant  d'in- 
suflBsance  lesdites  formules  ;  mais  en  même  temps ,  cet  esti- 
mable et  savant  professeur,  dans  son  premier  article,  accusait 
ma  méthode  de  négliger  des  erreurs  qui  modifient  Vexac- 
titude  de  mes  résultats.  Cependant  comme,  après  tout,  il  pro- 
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mettait  de  reyenir  sur  ce  sajet,  j'ai  supporté  pendant  un  an 
entier,  sans  mot  dire,  l'interdit  prononcé  contre  ma  méthode, 
espérant  toujours  Farticle  annoncé.  Enfin,  cet  article  a  paru 
dans  le  n*  d'août  dernier.  M.  Finck  y  emploie  le  calcul  inté- 
gral aux  différences  finies  pour  évaluer  Terreur  que  peuvent 
produire  les  formules  de  Th.  Simpnon.  Si  le  but  est  le  même, 
le  moyen  est  bien  différent  de  celui  que  j'ai  employé,  n'ayant 
eu  en  vue  que  les  âéves  de  nos  classes  élémentaires  ;  et  en- 
core M.  Finck  termine- t-il  son  savant  article  en  disant  que 
rim  n'empêche  d'en  faire  autaf^^  c'est-à-dire  de  remplacer  ses 
formules  d'intégration  par  un  procédé  élémentaire,  comme 
si  je  n'en  avais  pas  donné  un.  D'où  il  résulte  qu'en  définitive 
M.  Finck  maintient  sa  sentence  d'interdit,  sans  toutefois  la 
motiver  plus  que  la  première  fois,  sans  rien  indiquer  pour 
corriger  l'imperfection  qu'il  a  découverte  dans  mon  procédé, 
et  sans  proposer  lui  -même  de  méthode  qui  puisse  atteindre 
le  mémo  but,  pnisqu'au  contraire,  d'après  sa  conclusion  ,  il 
reste  à  en  faire  autant  que  j'en  ai  fait,  sauf  les  erreurs  dont 
j'attends  la  rectification. 

Dans  cet  état  de  choses,  et  malgré  l'horreur  profonde  que 
j'éprouve  pour  toute  espèce  de  polémique,  puis-je  me 
dispenser  de  prier  M.  Finck  de  vouloir  bien  déclarer  s'il  re- 
connaît la  vérité  de  ce  principe  :  que  dans  une  méthode  de 
calcul  qui  doit  présenter  le  double  caractère  ëêtre  abréviativb 
en  même  temps  qu'approximative,  si  le  degré  d* approximation 

demandé  est  — ,  on  doit  négliger  les  erreurs  de  Vordre  -^  « 

(  p  étant  >-  n),  tauks  les  fois  que  celles^  ne  se  niult^>lient 

pas  de  manière  à  donner  une  somme  de  F  ordre  ■— ? 

2^  Dans  le  cas  de  raflirmative,  de  dire  en  quoi  j'ai  trans- 
gressé ce  principe,  et  de  donner  l'évaluation  des  erreurs  que 
j'ai  commises; 
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3*  Enfio,  si  M.  Fînck  admet  que  le  principe  précilé  est 
exact,  et  ne  troavc  ou  ne  prouve  pas  que  j'aie  commis  en 
rappliquant  aucune  erreur  de  Tordre  proposé,  j'attends  de 
la  loyauté  bien  connue  de  notre  estimable  confrère ,  dere- 
ooonattre  qu'en  ceci  encore  il  a  Hé  trop  loin. 

Sifumj  je  suis  tout  disposé  d'avance  à  me  rendre  à  ses  rai- 
sons ;  et  je  recevrai  ce  second  perfectionnement  à  ma  méthode 
avec  le  même  plaisir  que  j'ai  reçu  le  premier. 


NOTE  SUR  LES  POLYGONES  REGULIERS. 


Ancien  élève  de  l'École  normale,  Professeur  au  collège  de  Rhodes. 


La  diflerence  des  aires  des  polygones  réguliers  de  â/i  c6* 
tés^  inscrit  et  circonscrit  à  un  cercle,  est  inférieure  au  quart 
de  la  différence  des  aires  des  polygones  réguliers  de  n  côtés , 
inscrit  et  circonscrit  au  même  cercle. 

Soient  AB  et  CD  (fig.i)  les  côtés  des  polygones  réguliers 
de  n  côtés,  £B  et  GH  ceux  des  polygones  de  2n  côtés  *.  la 
différence  des  deux  premiers  polygones  est  2/t.FBDE;  la 
différence  des  deux  derniers  est  Sn.EBH.  Or,  je  disque 

ebh<Jfbde. 

Comme  ce  triangle  et  ce  trapèze  ont  même  hauteur  EF,  il 

suffit  de  prouver  qu'on  a  EH  <  -  (ED  +  PB).  En  effet ,  en 

remarquant  que  la  figure  EIBH  est  un  losabgo ,  c'est-à-dire 
que  EH  =  IB ,    la  proportion   DH  :  HE  :  :  BI  :  IF    donne 


Digitized  by  LjOOQ  IC 


—  u  - 

HE  =:DH  X  IF  i  mais  on  sait  que  le  côté  d'un  carré  est  plus 
petit  que  la  demi  -somme  des  côtés  d'un  rectangle  éqnival(!nt, 

«^  _DH  +  IF       HE  _DH  +  IF    ^,  .„  HE 

donc  HE< ^ —  <>^  -^  < T~  '  ^  a"'*^**"^»  -^^ 

IIP     I     |lï 

— ^^ — ,  d'où  Ton  déduit,  en  additionnant  membre  à  mem- 
bre,  HE<Î(ED  +  FB). 


CONSIDÉRATIONS 
SUR  LES  PREMIERS  ÉLÉMENTS  DE  LA  STATIQUE. 


Ingénieur  des  ponia  et  chaussées. 


Nous  avons  en  vue,  dans  cet  article,  les  éléments  de  sta- 
tique servant  aujourd'hui  de  base  à  renseignement ,  et  en 
particulier  l'ordre  dans  lequel  ils  ont  été  présentés  par 
M.  Poinsot.  On  sait  l'usage  non  moins  élégant  qu'ingénieux 
que  ce  géomètre  a  su  faire  de  la  théorie  des  couples ,  théorie 
que  sa  fécondité  a  fait  adopter  à  peu  près  universellement. 
Toutefois  cette  théorie  elle-même  et  ses  applications  sem- 
blent subordonnées  à  la  connaissance  de  quelques  théorèmes, 
ceux ,  par  exemple ,  qui  se  rapportent  à  la  composition  des 
forces  parallèles  agissant  dans  un  même  plan.  Nous  nous 
proposons  d'examiner  quels  sont  les  changements  que  l'ordre 
ainsi  établi  pourrait  recevoir  sans  inconvénient  et  avec 
quelque  utilité. 
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li  n'est  pas  inutile  de  rappeler  d'abord  qac  plusieurs  per- 
sonnes ont  émis  l'opinion  qu'il  serait  désirable  de  faire  pré- 
céder tons  les  éléments  du  tbéorème  fondamental  de  la  com- 
position des  forces ,  c'est-à-dire  de  la  régie  du  parallélo- 
gramme, an  lieu  de  placer  celle-ci  à  la  suite  de  la  théorie  des 
forces  parallèles  agissant  dans  un  plan.  De  là  plusieurs  dé- 
monstrations immédiates  du  parallâogrammc  des  forces , 
remplisiant  plus  ou  moins  parfaitement  le  but  que  l'on  se 
proposait,  mais  dont  aacune,  jusqu'à  présent,  n'a  prévalu 
sur  le»  habitudes  de  l'enseignement.  Ces  tentatives  montrent 
seulement  lë'besoin  qu'éprouve  Vesprit  humain  de  placer  à 
la  tète  de  toute  doctrine  les  principes  les  plus  généraux,  pour 
y  rattacher  les  notions  d'une  Importance  secondaire.  Fût-on 
parvenu  à  satisfaire ,  par  une  démonstration  simple  et  courte, 
n'exigeant  pas  de  figure  compliquée,  à  toutes  les  exigences 
de  l'enseignement  élémentaire,  il  n'en  serait  résulté  aucune 
simplification  notable  dans  l'exposition  des  premiers  théo- 
rèmes de  la  statique.  L'on  aurait  gagné ,  en  un  mot ,  fort  peu 
à  intervertir  la  marche  consac»^ ,  laquelle  d'ailleurs  consêi- 
tue  une  véritable  synthèse,  qui  ne  laisse  presque  rien  à 
désirer. 

II 

Un-moyen  d'obtenir  un  ensemble  moins  restreint  de  sim- 
plifications consisterait^  si  noas  ne  nous  trompons,  à  faire 
intervenir  la  théorie  des  couples  dans  la  démonstration  des 
premiers  théorèmes.  Le  couple  et  la  force  étant  les  deux  objets 
dont  s'occupe  la  statique ,  rien  de  plus  naturel  que  de  rappro- 
cher leurs  définitions.  L'une  et  Fautre  doivent  être  en  outre 
accompagnées  du  petit  nombre  de  notions  presque  évidentes 
qui  n'o|it  pas  besoin ,  pour  être  établies ,  d'une  démonstra- 
tion proprement  dite. 
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Maïs ,  pour  être  pias  clair,  citons  tout  de  suite  uq  exemple. 
On  fait  voir  très-facilement  qu'un  couple  peut  être  transporté 
et  tourné  comme  l'on  voudra  dam  son  plan,  sans  que  son  effet 
statiqtie  soii  changé.  Il  suffit ,  pour  cela ,  de  remarquer  que 
des  forces  égales ,  appliquées  aux  sommets  opposés  et  dans  la 
direction  des  côtés  d'un  losange,  se  font  équilibre.  De  ce  théo- 
rème on  déduit ,  comme  corollaire ,  que  deux  forces  égales, 
parallèles  et  de  même  sens ,  appliquées  aux  extrémités  d*une 
verge  rigide  et  inextensible  y  ont  une  réskltanie  ^ui  leur  est 
parallèle ,  qui  est  égale  à  leur  somme ,  et  dont  le  point  d'ap- 
plication est  d  égale  distance  des  composantes. 

De  là  on  déduit  encore  que  le  couple  peut  ^e  remplacé 
par  un  couple  égal  agissant  dans  un  plan  parallèle  au  sien. 

III 

Cette  ulfiquité  du  couple  répond  évidemment  à  la  propriété 
de  la  force  ^  qui  consiste  en  ce  que  Ton  peut  la  supposer  ap- 
pliquée à  tel  point  de  sa  direction  que  Ton  voudra.  Représen- 
tons ,  avec  M.  Poinsot ,  le  couple  par  une  droite  perpendicu- 
laire à  son  plan ,  et  dirigée  de  manière  à  indiquer  le  sens  de 
la  rotation.  Transporter  le  couple  d'^n  plan  dans  un  autre , 
est  alors  la  même  chose  que  V appliquer  d  volonté  d  l'un  quel- 
conque des  points  de  sa  direciUm.  Les  énoncés  ix)ur  là  force  et 
le  couple  sont  ainsi  rendus  identiques,  ^et  mettent  les  esprits 
les  moins  clairvoyants  sur  la  voie  des  analogies.  '^    * 

IV. 

Pmir  aller  plus  loin ,  il  est  nécessaire  de  connaître  la  me- 
sure de  Veffet  exercé  par  un  couple ,  de  même  que  T^n  a  déjà 
celle  de  la  force.  Or  cette  mesure  se  déduit  des  deux  proposi- 
tions suivantes  : 

r  Les  efforts  de  deux  couples  ayant  même  bras  et  levier 
sont  entre  eux  comme  leurs  forces^ 
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2*  Lu  efforts  de  deux  couples  ayant  mêmes  forces  sont 
entre  eux  comme  hss  longueurs  des  bras  de  levier. 

La  première  est  dérnootrée  dans  les  éléments  d'une  ma- 
nière à  peu  près  immédiate ,  sans  reoonrir  à  la  composition 
desibcoes  parallèles.  Il  n'en  est  pas  de  même  ponr  la  seconde. 
Tentefois  la  difiBcnlté  pentétre  levée  par  une  démonstration 
directe  trèi-simple  et  très-élémentaire. 

■^  ^  V. 

Soien^denx  couples  ( P,  a) ,  (  P,  6  )  ;  P  désignant  la  force 
commune ,  aeiblm  bras  de  levier.  Supposons ,  b  étant  le 
plus  petite  qu'on  le  porte  sur  a  bout  à  bout  autant  de  fois  que 
Taire  se  pourra ,  sauf  à,  obtenir  un  reste  c  moindre  que  b. 
A  chaque  point  de  division^  perpendiculairement  au  bras , 
appliquons  deux  forces  P  directement  contraires  et  par  suite 
se  faisaot  équilibre.  Il  suffit  de  construire  la  figure  pour 
apercevoir  gue  Ton  peut  décomposer  le  système  ainsi  établi 
en  autant  de  couples  égaux  à  (  P,  6  )  que  b  est  contenu  de  fois 
daift  a ,  plqg  un  couple  restant .(  P,  c }.  Si  le  reste  c  était  nul, 
le  couple  (P,a)  contiendrait  un  nombre  entier  de  fois  le 
couple  (P,  ^) ,  et  le  théorème  serait  démontré.  Supposons 
que  le  contraire  arrive,  rien  n'empêchera  de  comparer  de  la 
même  manière  c  à  &  ou  (  P,  c)  à  (  P,  6) ,  et  l'on  obtiendra 
généralement  un  second  reste  </avecun  couple  (P,  <2)  <  (P,  c) 
(quant  au  bras  de  levier  seulement  }•  Ces  opérations  étant 
celles  qu'il  faudrait  effectuer  sur  a ,  6 ,  pour  la  recherche  de 
leur  commune  mesure,  il  est,  clair,  s'il  y  en  a  une ,  que  le 
couple  auquel  elle  servira  de  bras  de  levier  s^a  aussi  la  com- 
mune mesure  de  ( P,  tf) ,  (P,  6).  Si ,  au  contraire,  il  n'y  en  a 
pas ,  comme  les  opérations  Mcce$sive$  H  indéfiniment  prokm- 
gécÉ  de  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre 
(P^a)ei(V,b)  conduisent  d  la  même  série  de  quoUenU  que 
jUiH.  BB  mathém.  ni  2 


Digitized  by  LjOOQ  IC 


—  18  - 
donnerùit  cette  recherche,  entre  a  e<  b ,  naw  eh  conçluronê  en- 
core ,  avec  Ampère,  que  les  efforti  des  deux  couples  sontpro-- 
portionnels  à  leurs  bras  de  levier. 

VI. 

Si  Ton  admet  la  Tèrité  du  théorème  ainsi  présenté ,  rien  de 
plus  facile  qae  d'en  déduire  la  mesure  de  Teffort  d*nn  couple. 
Les  corollaires  sont  :  la  composition  des- forces  parallèles  et  la 
réglé  du  parallélogramme  des  forces,  Dai^  ces  ^plications , 
qui  n'ont  besoin  que  d'être  indiquées  pour  qu'on  les  trouve, 
le  transport  d'une  force  parallèlement  à  ç Ue-môme  d'un  point 
d'application  à  un  antre ,  transport  qui  donne  naissance  à  un 
couple,  figure  comme  moyen  de  démonstration,  de  même 
que  dans  les  recherches  les  plus  g^énérales,  les  plus  com- 
plexes de  l'équilibre  d'un  système  donné.  Ainsi  non-seule- 
ment la  théorie  de  M  Poinsot,  an  lieu  de  se  présenter  à  la 
suite  des*  anciens  éléments ,  pourrait  être  produite  en  tête  de 
leur  exposition ,  mais  encore  elle  les  réduirait  à  n*êtrc  plus 
que  de  simples  corollaires  presque  évidents. 

Il  ne  nous  appartient  point  de  décider  s*il  serait  conve- 
nable d'intervertir  ainsi  Tordre  des  éléments }  nous  savons 
avec  quelle  réserve  ce  qui  est  consacré  par  l'usage  doit  être 
traité.  C'est  aux  professeurs  à  juger  si  l'enseignement  de  la 
statique  est  susceptible  d'être  modifié  en  quelques  points ,  et 
notamment  dans  la  partie  toat  à  fait  élémentaire.  L'examen 
auquel  nous  venons  de  nous  livrer  est  destiné  bien  moins  à 
résoudre  la  question  qu'à  la  signaler  à  leur  zèle  éclairé;  et 
nous  serions  heureux  si  notre  manière  de  voir  leur  paraissait 
mériter  quelque  attention. 
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SOLUTION  OU  PlIOBLÉME  63  (tome  H,  p.4l«). 

PAR  K.  A,  PROUHBT . 

È\éxe  de  matbémtiiqaes  spéciales  au  collège  d'Àucb. 


Etant  doanés  les  milieux  des  côtés  ^'un  polygone  convexe , 
;d*un  nombre  impair  de^côlés,  déterminer  ses  sommets  en 

faisant  scnlemcot  usage  du  compas 
,  l"»  Soientd'abord  À,6,C  les  milieux desc6tésd'un  triangle , 
et  proposons-nous  d'en  déterminer  les  sommets.  Supposons 
le  problèaie  résolu  soient  A',  B',  C*  les  sommets  cherchés 
{fig.  2),  d'après  un  théorème  connu  ,-la  droite  qai  joint  A  et  B 
egl parallèle  à  A'B',  de  même  BG  est  parallèle  à  CB',  '  nous 
^rons  donc  dans  la  flgure  ABC  B'  un  parallélogramme  dont 
un  des  sommets  est  le*sommet  chej*ché  -,  or  nous  connaissons 
trois  sommets  de  ce  parallélogramme^  il  nous  sera  facile  de 
déterminer  le  quatrième.  Pour  cela  je  décris  deux  circonfé- 
rences :  la  première  du  point  A ,  comme  centre,  avec  un  rayon 
égal  à  BC  ;  la  deuxième  du  point  G ,  comme  centre ,  avec  un 
nf  on  égal  j(  AB  ;  Tintersection  de  ces  deux  circonférences 
sera  le  sommet  cherché  ;  on  déterminerait  de  même  les  points  * 
A',C. 

2"^  Si  maintenant  nous  avons  pour  données  les  milieux  des 
côtés  d'un  polygone,  d'un  heptagone,  par  exemple  >  le  pro- 
blème sera  ramené  au  cas  précédent ,  dès  que  nous  serons 
parvenus  à  trouver  les  milieux  des  diagonales  qui  joignent 
les  extrémités  des  côtés  consécutifs. 

Suppos6nsle  problème  résolu  :  soient  A,  B,C....  {fig.  3) 
les  milieux  donnés  ^  A',  B',  C/ les  sommets  opposés. 

Dans  le  quadrilatère  C  D' E'F'  on  conuait  les  milieux  de 
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trois  côtés  ^  le  milieu  H  da  quatrième  se  déterninera  à 
l'aide  du  compas,  car  d'après  un  théorème  oona,  ces  quatre 
points  doivent  être  les  «ommetô  d'ftn  parallélogramme.  De 
même  les  milieux  de  trois  côlés  dtl  quadrilatère  G' F'  G'  B' 
étant  connus,  on  déterminera  le  milieu  S  du  quatrième  on 
de  la  diagonale  G'F,  on  aura  donc  ainsi  les  milieux  ies  côtés 
du  triangle  A',  B',  G  et  par  leur  moyen  les  trots  sommets 
A\B',G'. 

S""  On  trouvera  de  tdéme  tant  de  sommets  que  l'on  voudra  ^ 
de  l'heptagone;  mais  dès  (pie  Fon'conn^t  le  sommet  A'  il* 
snflBt ,  pour  avoir  les  autres,  de  savoir  résoudre  ce  problème  : 
Étnnt  donnés  F  extrémité  A'  dTune  ligne  et  son  milieu  E(Gg.  3)^ 
déterminera  r  aide  du  compas  T  autre  extrémité  B'.  Du  point  E, 
comme  centre,  avec  une  ouverture  de  compas  égale  à  EA% 
je  décris  une  circonférence.  Portant  ensuite  la  même  ouver- 
ture de  compas  sur  cette  circonférence,  à  partir  de  A\  je' 
détermine  lés  sommets  de  i^hexagone  régulier  inscrit.  Le 
sommet  opposé  à  A'  est'  évidemment  le  point  cherché  F, 
connaissant  B'  et  F  on  déterminera  de  raêmeC,  et  ainsi  de 
suite. 

La  construction  que  nous  venons  de'donner  s'étend  facile- 
ment à  un  polygone  dun  nombre  impair  de  jcôtés,  car  un 
^  pareil  polygone  est  toujours  décomposahleen  plusieurs  qua- 
drilatères et  triangles. 

y  On  peut  se  convaincre,  à  posteriori,  que  le  problème  ad- 
met toujours  une  solution,  et  n'en  admet  qu'une.  En  effet,  si 
on  construit  tous  les  sommets  d'abord  depuis  A'  jusqu'à  D', 
ensuite  depuis  A'  jusqu'à  E'^  il  est  bien  évident  que  les 
points  B,  G,  D,  E,  F,  G  sont  les  milieux  des  six  côtés  du  po- 
Ijgone  obtenu  ;  mais  on  ne  voi^pas  aussi  dairement  que  A 
devra  être  le  milieu  du  côté  D'F.  Mous  allons  démontrer  qu'il 
est  aussi  le  milieu.  La  ligne  B'*G'  a  pour  mUieu  le  point  S, 
car  ce  milieu  doit  se  trouver  à  la  fois  sur  la  ligne  D8  parai- 
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lèle  à  A!B\  .cl  sur  la  ligue  ES  f)arallèlc  à  A'  G',  de  niémn 
Rsera  le  milieu  à%  GF' ,  car  le  milieu  doit  scl«)uvcr  sor  CU. 
droite  paral^tte  à  la  diagonale  G'G',  et  sur  la  droite  FR 
paraljiëleàB'F  :  mémedémdhstration  pour  prouver  que  A  est 
le  milieu  de  D'E'. 

5^Le  problème  analogue  pour  les  polygones  d*un  nombre 
pair  de  cùtés,  ou  adme(  une  infinité  de  solutions,  ou  n'en 
adoiet  aucune.  D'abord  si  on  donn»  quatre  points  comme 
étant  les  milieux  des  côtés  d'un  quadrilatère ,  le  problème 
sera  impossible  si  les  quatre  point»  ne  sont  pas  les  sommets 
d'an  )NiraUélogramaie  ;  mais  supposons  cette  cooditien  rem- 
plie. Par  la  p^int  B  je  mène  [fig.  ^)  une  droite  quelconque 
sur  laquelle  je  prends  de  chague  c61é  deux  longueurs  éga- 
les BF,  BE,  je  joinl  Ë  au  point  A,  et  prends  AH=AE;  je 
joins  F  au  point  G,  et  prends  CG^GF,  on  verra  par  un 
raisonnement  analogue  à  celui  fait.dan»le  n*"  3  pour  le  q,ua- 
drilatère  VCF&,  que  la  ligne  HG  passera  par  le  point  D,  et 
y  sera  partagée  en  deux  parties  égales.  Le  quadrilatère  con- 
struit sera  floue  une  solution  du  problème ,  qui  eu  admet  une 
infinité,  puisque  la  direction  et  la  grandeur  de  la  ligne  EF 
sont  arbitraires. 

Ensuite  pour  unpol^one  quelconque  d'un  nombre  pair  de 
côtés ,  on  pourra  construire  un  quadrilatère  tel  que  trois  des 
points  donnés  soient  les  milieux  de  trois  de  ses  côtés  ;  puis  un 
second  quadrilatère  ^  ayant  un  côté  commun  avec  le  premier, 
et  tel  que  deux  autres  des  points  donnés ,  soient  les  milieux 
de  deux  de  ses  côtés ,  et  ainsi  de  suite.  Le  problème  sera  im- 
posssible,  si  le  dernier  côté  ^u  dernier  quadrilatère  n'a  pas 
pour  milieu  letlernier  point  donné.  Si  cette  condition  est  rem- 
plie,  le  problème  sera  possible,  mais  admettra  une  infinité 
de  solutions ,  puisque  le  premier  quadrilatère  peut  varier 
d'une  infinité  de  manières. 
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DÉMONSTAATION  DU  THÉORÈME  68  (p.  327, 1. 11). 

9A&  9.  A.  O.  OOI4>BIBZER. 

Régenl  de  mathématiques  à  Béziers. 


Quatre  points  (o,  s,  o\  s')  (Gg.  5)  étant  placée  Aarmont- 
quement  (o8  :  o's  :  :  os'  :  oV  )  «ur  une  droite  (PQ)  ;  une  circon- 
férence qui  passe  par  deux  points  conjugués  (o,  o')  coupe 
orlkogonaiement  la  circonférence  décrite  sur  la  distance  des 
deux  autres  points  conjugués  {s,  s')  comme  diamètre. 

Démonstration.  Soit  ^r  le  centre  d'une  circonférence  pas- 
sant par  0,  o'  i  eicf  celui  de  la  circonférence  décrite  sur  ss^ 
comme  diamètre.  La  circonférence  qui  a  son  centre  en  c  de- 
vant passer  par  un  point  o'  du  diamètre  ss'  de  l'autre  circon- 
férence, il  est  certain  que  les  circonférences  seront  toujours 
sécantes.  Soit  A  l'un  quelconque  des  deux  points  d'intersec- 
tion. Il  faut  prouver  que  les  tangentes  menées  aux  circon- 
férences par  ce  point  sont  orthogonales.  Ma|^  s'il  en  est  ainsi, 
la  tangente  à  Tune  quelconque  des  deux  circonférences  est 
normale  à  l'autre  en  A  ;  dès  lors  ;  d'après  un  principe  connu, 
ces  deux  normales  doivent  passer  par  les  centres  c^c'.  Donc  la 
question  se  réduit  à  prouver  que  le  triangle  cAd  est  rec- 
tangle en  A ,  ou ,  plus  simplement ,  qu'on  a  la  relation 

En  eQet ,  désignons  par  r  le  rayon  de  la  circonférence  c. 

On  a  Te  =  r\  (1) 

Bepréscntons  osj  o's  par  dt  et  6}  dès  lors ,  d'après  la  propor- 
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tioD  harmonique ,  on  a  of'  =  a  -31. ,  et  d'après  la  Ggure , 

a — b 

il  vient 

.    èAc'  =  s$'  sso^ — ùsssz r,  d'où 

a — b^ 

— ;«  a'b' 

.  '^=■^=^■■  «' 

On  troaye  facilement  d'après  la  proportion ,  et  de  ce  que  le 
IriafDgle  cBc'  est  rectangle , 

^--,"5-  I  i-'  +  by 

^^  -^«  +T{^r=rbf 

Si  l'on  J(rint  co\  le  triangle  rectangle  cBo'  donne 

{a+br 


cB   =r'  + 


4       ' 


en  éliminant  cB  par  addition ,  et  réduisant  le  second  membre 
il  vient 

—a  a'b' 

De  ce  que  Téqu^tion  (3)  est  la  somme  des  équations  (1) ,  (2) , 
il  s'ensuit  cyi'on  a 

ce'  =  cA   -f*  Ac'  . 

Donc  le  triangle  cdA  est  rectangle  en  A  ;  par  conséquent  les 
tangeutes  aux  deux  premières  circonférences,  menées  par 
l'an  quelconque  de  leurs  points  d'intersection ,  sont  orthogo- 
nales. C.  Q.  F,  D. 
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DÉTERMINATION 


du  cmire  de  gnwiié  de  la  mrfûee  tokie  fun  tnmo  de  cène 
circulaire  droit  à  bans  parallèles. 


Régent  de  phytique  «a  Collège  de  Pamieri 


i'^  Solution. 

Il  est  éTidenl  que  le  moment  de  la  sorface  totale  do  tronc 
de  cône  ABCD  (fig.  6)  eftt  égal  an  moment  de  la  suirfaGe  con- 
vexe da  ctee  SGD ,  pins  le  moment  de  la  base  du  cAne  SAB , 
pins  le  moment  delà  base  dn  cône  SGD  moins  le  mœpent  de 
la  surface  convexe  du  cône  SAB ,  tons  ces  moments  étant 
pris  par  rapport  à  la  base  CD. 

Soit  AC=c,  SCr=C,  SA^c-,  CB==:R,  Af  =r,SE=H, 
SF  =  A',  EF=:A. 

La  sdrface  convexe  du  tronc  de  cône  esCizc  (R  -f  r) ,  et  sa 
surface  totale  7r{  (R+r)  c+R'+r*) . 

lia  surface  convexe  du  cône  SGD  est  nRC,  et  la  surface  de 
sa  base  est  vR*. 

La  surface  convexe  du  cône  SAB  est  nrc\  et  la  surface  de 
sa  base  est  itr\ 

D'ailleursonaG:c'::R:r,  d'où  G  — c':G::R— r:  R. 

cR 
Donc  C=i^3-.  On  a  de  même  G— (/rc::  R— r:r;d*où 

c'  =  1^3^.  La  proportion  H  :/*'::  R  :  r  fournit  aussi  H— A'  : 

AR 
H;;R— r:R;  d'où  H  =  - ;  pais  H-/*':&'::R— r;/', 
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d'où  h'm^ — .  Cejlf  posé, X  étant  la  distance  du  cenlre  de 
.  <#\  —  r  ^    ■ 

IP'aljté  cherdié  à  la  base  CD  »  on  a  pour  moment  de  la 

•surftce  totale  dationC)  j:.it|c(R  +  r)4-R*+'*M« 

le  moment  de  fii  surface  convexe  du  cAne  SGD  est  évi- 

Hv 
demment  ^RC.-- ,  ou  bien,  en  remptaçant C et  H  par  leurs 
•  *      .3 

1»  11» 

^vdenriiir.*-— ..^— * — ..  Le  moment  de  la  base  CD 

est  nul.  Gdui^de  la  anrfa'ce  oonvexe  du  oftne  SAB  est 

w(^+A)o»bien«r.-^^(j-^+A)   Enfla,  le 

HKMMDt  ^  h  1MUL.AB  do  cAoe  SAB  est  m'h.  On  a  donc 
l'égalité  -r      .> 

cr    /      ht  \ 

—  itr.Ttf' — ri.-,; [-h], 

^    ^        R-rV3(R+r)^    J 

D'où  Ton  tire  ^^Bpcë^  avoir  fait  les  réductions  et  effectué  la 
division  par  (R— r)% 

'^"3c(R+.r)+R'4./^"  c.,^^ 


DEMONSTRATION 

de  irais  théorèmes  de  géométrie^  y  compris  le  6i* 
(p.4i6,  t.  II). 

Ancien  élère  de  TËeoIe  polytechnique,  et  répéUteur  an  Collège  Louii-Ie-Grand. 


!•'  Théorème. 
Si  deux  polygones  {fig.  7)  ABGD..,  A'B'C'D',  sont  scmbla- 
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blés ,  intérieurs  f  un  à  l'autre,  et  ont  kuri  côtés  bomplogues 
parallèles ,  tout  polygone  PQRT  à  la  fois  inscrit  dans  Ton  et 
circonscrit  à  l'autre ,  a  une  surface  moyenne  proportionnelle 
entre  celles  des  deux  polygones  semblables. 

En  effet,  les  droites  AA',  BB\  CC\  qui  joignent  les 

sommets  homologues  des  deux  polygones  semblables  sembla- 
blement  placés ,  viennent  toutes  concourir ^ji  même  point  o , 
centre  de  similitude  des  deux  polygoi\es  (théorème^ connu). 

Je  joins  ce  point  o  avep  tous  Iss  sommets  du  polygone 

moyen  par  les  droites  oP^  oQ,  oR ,  oT qui  coupent  les 

côtés  correspondants  du  polygone  intérieur  aux  points/?,  q , 

r,t Cette  construction  décompose  les  trois  polygones  en 

triangles  tels  que  chaque  triangle  du  polygone  moyen  est 
moyen  proportionnel  entre  les  deux  qui  lui  correspondent 
dans  les  deux  polygones  semblables. 

Par  exemple,  oQB'  donne ,  à  cause  du  parallélisme  de  AB 
etA'B',  ^    ^ 

oQB  :  oQB'  ::  oB  :  oB'  ::  oQ  :  oj  ::  oQB'  :  o^B'. 

En  outre,  le  point  o  étant  le  ciSitre  de  similitude  des  poly- 
gones ABCD MB'GJy ,  les  surfaees  de  ces  triangles 

qui  se  correspondent  et  qui  sont  homologues,  sont  entre  elles 
comme  celles  S,S'  de  ces  polygones;  d'où 

Substituant 

Chaque  triangle  du  polygone  PQRT.....  donnant  cette  même 
rrlalion ,  il  vient 

oPA'+oA'Q4-oQB'+ ^°M'+oA'g+'>?B'+ l/gTS'; 

mais  le  numcraleur  n'est  antre  chose  que  S'  lui-même; 
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donc 
poly.  PQRT        =  V/poly.  ABCD x  poly.  A'B'C'D' 

Remarques,  V  Ce  théorème  a  cela  de  remarquable ,  qu'il 
est  encore  vrai  quand  même  les  trois  points  P»A',Q  ou  QffR 
ne  seraient  pas  en  ligne  droite,  c'esl-à-dire  quand  mémo 
le  polygone  PQRT  ne  serait  plus  convexe,  pourvu  toutefois 
que  ses  sommets  soient  allernativement  un  sommet  du  poly- 
gone intérieur  et  sur  un  côté  du  polygone  extérieur.  Cela 
tient  au  parallélisme  des  côl'és. 

^  Le  théorème  serait  encore  vrai ,  si  les  polygones  étaient 
remplacés  par  des  secteurs  polygonaux  assujettis  aux  mêmes 
conditions.  ^ 

3**  La  démonstration  est  évidemment  la  même  pour  des 
tringles  assujettis  aux  mêmes  conditions,  c'est-à-dire  pour 
le  théorème  (64)  énoncé ,  p.  41 6 ,  t.  II . 

Ce  théorème  sur  les  triangles  est  cité  dans  Gergone,  t.  II, 
p.  93 ,  sans  aucune  démonstration  ;  M.  Lilatte ,  professeur  à 
Angers ,  y  est  parvenu  par  des  considérations  trigonométri- 
qnes  ;  on  peut  en  donner  cette  autre  démonstration  :  Ma[iant 
{fig-  S)  ce  parallèle  à  AB  ,  ainsi  que  les  autres  lignes  tra- 
cées sur  la  âgure,  le  parallélisme  donne 

A'DC=A'CC',    BTC'=B'CC',    A'EB'=A'GB'. 
Donc  DEF=A'GC    et    A'CB'=A'C"B'. 

Les  triangles  A'C'B'  et  A'GG  sont  entre  eux  comme  C'ff  et 
CG  ;  donc  comme  les  hauteurs  des  triangles  A'Cff,  ACB  ;  ou 
enfln  comme  leurs  côtés  homologues  A'ff  et.  AB.  En  outre 
A'GC  :  KGC  ::  CA'  :  CK  ::  A'B'  :  KG 
KGC  :  ABC  :  :  KG  :  AU. 
Multipliant  terme  à  terme,  A'GC  :  ABC  :  :  A'F  :  AB. 

Donc  A'C'B'  :  A'GC  :  :  A'GC  :  ABC , 

ou  ABC  :  DEF  ::  DEF  :  ABC  i 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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2»  Théorème. 

Si  aux  sommets  d*aa  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle 
•OD  mène  des  tangentes ,  les  diagonales  des  deux  quadrilatères 
ainsi  construits  concourent  tonles  au  même  point. 

Pour  le  démontrer,  je  remarque  que  si  deux  trian^^  ont 
an  angle  égal  et  un  angle  supplément ,  les  côtés  opposés  aux 
angles  égaux  sont  entre  eux  comme  les  côtés  oppi^  aux 
animes  supplémentaires  (ce  qui  se  démontre  en  plaçant  les 
deux  triangles  l'un  contre  Fautre ,  ^  sœrte  que  l'angle  inté- 
rieur de  l'un  devienne  l'angle  extérieur  de  l'antre.) 

Gela  admis,  soit  o  la  rencontre  de  BD  et  de  HF  {fig.  9j,  les 
triangles  BoF,  DoH  ont  l'angle  o  commun  et  l'angle  B  sup- 
plément de  D ,  puisque  BF,  DH  sont  tangentes  aux  extrépii- 
tés  d'une  même  corde  BD.  Donc ,  BF  :  DH  ::  Fo  :  oH. 

Soit  o'  la  rencontre  de  AC  et  FH ,  les  triangles  Fo'C,  Ao'U 
sont  dans  les  mêmes  conditions  ;  FC  :  HA  :  :  Fo'  :  o'H,  à  cause 
du  rapport  commun  ;  Fo:  oH  :  :  Fo'  :  o'H  ou  Fo  :  FH  :  :  Fo'  :FH. 
Donc  Fo  =  Fo'  ;  c'est^à-^lre  que  les  deux  diagonales  coupent 
PH  au  même  point.  Donc  aussi  E6. 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque.  On  peut  considérer  le  cercle  comme  base  d'un 
cylindre  ou  comme  base  d*  un  cône,  et  cette  figure  comme  une 
projection  cylindrique  ou  comme  une  projection  conique.  De 
là  ce  théorème  :  Si  aux  sommets  d'un  quadrilatère  inscrit 
dans  une  courbe  du  second  degré ,  on  mène  des  tangentes  "k 
cette  courbe ,  les  diagonales  des  deux  quadrilatères  ainsi  for- 
més concourent  toutes  au  même  point. 

3*  Théorème. 

Si  de  deux  poinU  (^9. 10)  D,D',  du  côlé  BC  dun  triangle 
ABC  quelconque,  on  mène  des  parallèles  D£,DF;  D'£', 
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lyp  au  deux  aatre»  oôtés  da  triangle.,  «t  tà  L'on  joint  nn 
point  M  quelconque  du  cMé  BG  aevc  las  extrémités  dé  ces 
parallèles ,  les  deux  triangles  EME',  FMFqui  en  résultent 
ToAeBt  une  soipme  constante  et  égale  au  triangle  DAiy 
folmé  en  joignant  les  deux  points  BV  sTec  le  sonunet 
opposé.  . 

9oiv  le  démontrer,  je  remarque  que  si  d'un  point  M  quel- 
conque de  la  diagonale  DV  d'un  parallélogramme  KDGD', 
on  mène  des  parallèles  à  ses  côtés  »  il  en  résulte  quatre  pa- 
rallélogrammes ,  les  deux  KRMT,  PMS& ,  qui  ne  contien- 
nent pas  la  diagonale ,  sont  équivalents.   , 

En  effet ,  ces  parallélogrammes  sonteentre  eut  conune  les 
triantes  RM'Èi  PMS,  c-à  d.  (çmraeMRxMTcMPxMS. 
Or  le  parallélisme  donne 

MR:KD'r:DR:DKî    MT:DK  ::  DT:D'K. 

Multi|iiant  ces  deux  proportions  terme  à  terme,  et  sup- 
primanj;  les  facteurs  Communs , 

^    MRXMT  =  DRXD'T  =  MPXMS- 

Donc  les  parallélograpmies  RMTK,  PMSG  sont  équivalents. 
Ce  qu'il  fallait  démontrer. 
Cela  posé, 

EME  =  1ePTF;    FMF  =  iFRSF. 

Faisant  la  somme  et remjjtlaçant  RMTK  par  PMSG,  il 
Tient 

EME'+  FMF  =  î  EGiyE  +  |FKiyF, 

somme  qui  est  constante. 

En  second  lieu, 

DAiy  =  DAK  +  DKD'  +  KAIV 

ou      DAiy = Jedkf+Jdgd  K + Jkffd'. 

^  A  Â 
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Donc ,  EME' +FMF'= DAD  ; 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

La  démonstration  serait  absolument  la  même  si  le  point  M 
était  snr  tout  autre  point  de  BC  non  intérieur  à  DIX.  EnGn , 
si  le  point  M  était  sur  le  prolongement  du  côté  BG ,  oe  serait 
la  différence  des  surfaces  des  deux  triangles  MFF,  MEE', 
qui  serait  constante  et  égale  à  celle  du  triangle  DAI/. 


NOTE  SUR  LES  PILES  DE  BOULETS. 


VAi^M.  GUiunir, 

Ancien  élève^e  Técole  normale. 


Pour  démontrer  les  formules  qni  serrent  i  la  sommation 
des  piles  de  boulets ,  on  emploie  ordinairement  celles  qui  sont 
relatives  aux  sommes  des  puissances  semblables  des  termes 
d'ane  progression  arithmétique,  ou  Men  on  a  recours  à  la 
théorie  des  combinaisons  :  la  démonstration  suivante,  qui 
n'emploie  ni  les  unes  ni  les  autres,  m'a  semblé  plus  simple. 

Elle  est  fondée  sur  cette  remarque.^  Une  tranche  de  pile 
carrée  de  n  boulets ,  sur  chaque  côté ,  peut  être  considérée 
comme  l'assemblage  de  deux  tranches  de  piles  triangalaires, 
Tune  de  n  boulets,  l'autre  de  n — 1  boulets  de  côté. 

C'est  ce  que  l'on  voit  facilement  en  figurant  une  tranche 
de  pile  carrée ,  et  tirant  une  ligne  droite  le  long  des  boulets 
qui  forment  la  diagonale. 

D'ailleurs,  on  le  voit  facilement  par  l'idcntilé  suivante  : 


+  • 
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Car     .  «. 

»+2+3+...+n==^   et   1 4-2+3... +«-l=:îi^:î=i). 

I^  première  somme  est,  comme  on  sait,  le  nombre  des 
boulets  de  la  première  tranche  de  pile  triangulaire  indiquée  j 
la  dea^ièmc  est  rdative  à  la  tranche  de  n  ->  l  boulets. 

Par  suite  ^en  désignant  par  Q»  le  nombre  des  boulets  de 
toute  la  pile  carrée,  et  par  T» ,  T««i  les  sommes  de  boulets 
de  deux  pjles  triangulaires ,  Tune  de  n  tranches,  l'autre  de 
1 ,  on  atira 

/  ^n  =  T».+  Ti^.. 

Une  pile  triangulaire  de  /i — 1  tranches  est  ainsi  composée  : 
r""  trandi«r,  i  boidet. 
^2*      id,         1  +  2. 
3*      îd.         i  +  2  +  3. 


{n—iy  tranche,  1+2  +  3+.. . +11—1. 

Donc  T*-.i=l(/i—l)+2(»— 2)+3(7i— 3)+..  .(/i— i)(7i— (n—l)) 
=»(i+2+3+...+«— 1)— (i+2»+3M-...(«--ir). 
En  changeant  n — i  en  n ,  ou  n  en  n+1 ,  on  aura 

T»=(rt+l)(i+2  +  3  +  ...  +  n)  — (l+2»+3\../i*) 
=  (/»+i)(l+2+3+...+/l)-Q„; 

d'où      T*  +  Qn=(/i+i)(l  +  2  +  3  +  ...+n), 

Remplaçant  Q»  par  la  valeur  ci-dessus ,  il  vient 

2T*  +  Tn-i=:(rt+l)(i+2  +  3+...«). 

Ajojitons  des  deux  parts  1  +  2  +  3+ ...  /i,  valeur  d'nae 
n"*  tranche ,  Tn^i  deviendra  égal  à  T» ,  et  on  aura  2Tii  +  Tn 
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ou 


—  a- 

3T.=  («+2)(i  +  2+a  +  ...«)=fe±5^±iliî 


_(n+a)(»»  +  l)»  • 

**"       ^*=       1  .  â  .  3 

PQecarrée.    ••  ^ 

/i      oi^q.      _(«+a)(w±i)«  .  (n+irn^l)     («+l)ii(att-«-l) 
Q.=T«+T.»_, 1:2. 3. J      1.^.3    =      1.^.3      • 

La  fomrale  qai  donne  la  soinme  des  boolets'd'one  pilb  reo' 
tangalaire  ae  dédoisant  facilement  ({e  la  précédante,  je  Ifa- 
jonterai  rien  de  plos.  ■  >, 

» •    '     ■ 

NOTE  * 

Mcr  les  racines  infinies  ies  é^uolîofM. 


Je  me  propose  d'examÎDer  quelques  points  de  la  théorie 
des  asymptotes  rectilignes  aux  courbes  algébriques. 

Dans  Tordre  d'exposition  que  j'adopte,  il  est  utile  de  par- 
ler en  premier  lien  des  raciner  inOuies  des  équations  à  une 
seule  inconnue.  Je  commence  par  l'examen  du  principe 
suivant  : 

I.  Lorsque  le  coefficient  du  premier  teifme  dune  équation , 

dcwcnt  nul ,  ViquajUon  admet  une  racine  infinie. 

Expliquons  d'abord  quel^t  le  se^  précis  de  cet  énoncé , 
ou  du  moins  celui  qae  nous  7  attacherons. 

LescoeffidcnUB,  G,  ....,  sont  supposés  réels  et  déter- 
minés; le  coefficient.  A,  du  premier  terme  est  Tariable,  et 
peut  recevoir  des  valeurs  aussi  petites  que  Ton  voudra ,  tant 
négatives  que  positives  :  il  sera  toujours  possible  de  donner  à 
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ce  coefScient  Â  une  valeur,  a,  assez  petite  pour  que  Téqua- 
tion  fltr"  -{-  Rr*~*  +  Cr*"*  +  ....==  0  ait  une  racine  réelle 
plus  grande  que  tout  nombre  déterminé  9 ,  et  cette  racine 
réelle  deviendra  de  plus  en  plus  grande,  lorsque  a  diminuera 
progressivement,  en  convergeant  vers  zéro. 

C'est  seidement  cela  que  je  veux  exprimer  en  disant  : 
Lorsque  le  coefj^cient  du  premier  terme  devient  nul ,  Féquation 
itdmet  une  racine  infinie. 

Et  par  conséquent ,  je  ne  dirai  pas  :  L'équation  A';r*+1=0 
a  ses  racines  inGnies  quand  A  =  0  ;  car  ces  racines  restent 
constamment  imaginaires,  quelque  petite  que  soit  la  valeur 
réelle  attribuée  au  coefficient  A  (*). 

La  même  observation  s'applique  à  l'équation  A'x*-^  x4+ 
+0:*— 1  =0,  quoique  celle-ci  ait  deux  racines  réelles  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  de  A.  Mais  ces  racines  ne  peuvent 
devenir  aussi  grandes  que  l'on  voudra ,  car  elles  sont ,  né- 
cessairement ,  moindres  qoc  l'anité. 

An  reUe,  les  conclusions  tirées  de  ces  deux  exemples  ne 
sont  nullement  en  contradiction  avec  le  principe  énoncé , 
puisque,  dans  l'énoncé  mémo  de  ce  principe,  j'ai  expressé- 
ment supposé  que  le  coefficient  du  premier  terme  de  l'équa- 
tion considérée  pouvait  recevoir  des  valeurs  tant  négatives 
que  positives  ;  é'est-à-dirc  pouvait  changer  de  signe  ;  tandis 
que ,  au  contraire ,  dans  les  deux  équations  prises  pour 
exemple,  j'ai  admis,  par  la  forme  même  attribuée  au  coeffi-* 
cient  du  premier  terme .  que  ce  coefficient  conserverait  con- 
stamment le  même  signe. 

Considérons  encore  l'équation  générale  du  second  degré  à 
une  seule  inconnue  A^'  -f  Bj:  -f  G  :^  0 ,  dont  les  deux  ra- 


(*)  On  objectera ,  peot-écre ,  que  cela  n'empêche  pas  les  racines  de  devenir 
infinies  quand  A— O;  seulemeni,  elles  sont  alors  infiniment  grandes  imaginaires 

de  la  forme  a+tr—l.  Celle  manière  de  parler  peut  être  admise,  mais  je  pré- 
fère parler  autrement. 

Aun.  bc  Hatr&m.  111.  3 
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cînes  x\  j/',  sont  déterminées  par  les  formales  . 


;r'  = 


B4.V/B'-.4AC  '  B— \/B'— 4AC' 

Je  suppose  que  les  coetBciénts  invariables  B,  C,  soient 
positifs ,  et  je  donne  au  coeflBcieht,  A ,  du  premier  terme  des 
valeurs  positives  de  plus  en  plus  petites.  Dès  que  l'inégalité 

A<  -7;  sera  satisfaite,  les  deux  racines  de  l'équation  èogoî 

réelles,  et  la  radne  x'^  ira  toujours  en  augmentant  pour  des 

B' 
valeurs  décroissantes  de  A ,  à  ptfrtir  de  rg.  Il  est  d'aiUeurs 

évident  que  Ton  peut  donner  au  coefficient  A  une  valeur  po- 
sitive assez  petite  pour  que  la  valeur  de  x"  surpasse  tout 
nombre  donné  i.  Enfin,  cette  racine  jt"  reste  constamment 
négative  dans  tous  les  états  de  grandeur  qu'elle  acquiert, 
lorsque  la  valeur  positive  de  A  diminue  progressivement ,  en 
convergeant  vers  zéro.  C'est  ce  que  je  conviens  d'exprimer 

ainsi  : 

L'équation  +Ax'  +  Bx  +  C  =  0,  a  une  racine  infinie 
négative,  quand  le  coeflicient ,  +  A ,  de  son  premier  tertoie 
se  réduit  à  zéro. 

Si  l'on  suppose  A  négatif ,  la  racine  j/'  reste  constamment 
positive,  et  augmente  au  delà  de  toute  limite  assignable, 
pour  des  valeurs  absolues  de  A,  suffisamment  petites.  C'est 

pourquoi  je  dirai  : 

L'équation  —  Ax*  +  Bj:+  C  =  0  a  une  racine  infime  po- 
sitive, quand  le  coefficient  —A.  de  son  premier  terme  se 
réduit  à  zéro. 

Si  le  second  terme  manque ,  l'équation  est  Ajr»-f-C=0.  Le 
coefficient  C  élant  supposé  positif ,  les  racines  de  l'équation 
restent  imaginaires  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  A  ; 
mais  lorsqu'on  donne  au  coefficient  A  des  valeurs  négatives , 
Véquation  devient  — A j:*-fC  =  0,  et  si  A  s'annule,  cette 
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dernière  équation  a- deux,  racines  inOnies,  Fane  positive  et 
l'anlre  négative. 

2.  Je  passe  actaellement  à  la  démoostraUon  da  principe 
général  énoncé  n*  1.  - 

Je  considère  d'abord  l'équation  de  degré  pair 

dans  laquelle  le  second  terme  a  un  coeflScient  négatif,  et  je 
donne  au  coefficient  A  du  premier  terme  des  valeurs  posi- 
tives indéfiniment  décroissantes. 

Dans  cette  hypothèse ,  Téquation  ne  peut  admettre  une  ra- 
cine infinie  négative  ;  car  si  l'on  désigne  par  N  la  valeur  absolue 
du  plus  grand  des  coefficients  B,  G,  etc.,  les  racines  négatives 


/N        \ 
auront  pour  limite  —  (  «  +  ^  )• 


Mais  on  peut  donner  au  coefficient  A  une  valeur  positive 
a  assez  petite  pour  que  l'équation  admette  une  racine  positive 
plus  grande  que  tout  nombre  donné  ^ ,  et  si  la  valeur  de  A 
continue  à  décrotlre  à  partir  de  a,  cette  racine  réelle  ira  en 
augmentant.  ^ 

En  effet ,  soit  N  la  valeur  absolue  du  plus  grand  des  cocf* 
ficients  du  polynôme  —  Bj:***"'  +  Cj:**^+  «le.  -,  en  rempla- 
çant ,  dans  ce  polynôme ,  la  variable  x  par  (-g  +i  ) pubien, 

par  une  valeur  plus  grande,  le  résultat  de  la  substitution 
sera  négatif ,  et  sa  valeur  absolue  augmentera  continuelle- 
ment avec  celle  de  la  quantité  substituée  à  x.  C'est  là  un 
principe  démontré  dans  les  Éléments  d'Algèbre.  Gela  posé , 
désignons  par  |3  un  nombre  au  moins  égal  au  plus  grand  des 

deux  nombres  -^  + 1  et  ^\  et ,  substituons  ^  à  .r  dans  le 

D 

premier  nombre  Ax'*— Bj:'*'''-|-Cj:'"*"'-f-elc.  de  l'équa- 
tion proposée-.  Ce  polynôme  deviendra  Af '**— B6'*~'+Cf '*"' 
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+  etc..  oa  bieo  encore  .-  AB'*" —  n,  eo  nommant  — n  la  va^ 
leur  de  —  Bp'*-+Cp'"-+elc.  El  par  conséquent,  en 
donnant  an  coefficient  A  une  valeur  positive  <x  moindre  que 

-^^^  le  résultat  de  la  substitution  de  ^  à  x  dans  le  premi^ 

p 

membre  de  l'équation  «x** — Bj:*'^'+Cj:*"^4-etc.  =0, 

N 
sera  négatif.  Or,  si  l'on  remplace  x  par  —  + 1 ,  le  premier 

membre  de  cette  équation  devient  positif,  et  conserve  le 
même  signe  pour  toute  valeur  plus  grande  substituée  à  x  ^ 
donc,  l'équation  aura  une  racine  ^  comprise  entre  ^  et 

^-f"^*  11  est  d'ailleurs  évident  qu'où  a  p'>9^  puisque  (3 

est ,  par  hypothèse,  au  moins  égal  à  i. 

Il  faut  encore  observer  que  (3'  est  la  plus  grande  des  ra- 
cines positives  de  Féquation  our'"'— Bj*"*"'+Ca:'"^+..-=:0, 
car  le  premier  membre  de  cette  équation  reste  constamment 
positif  pour  des  valeurs  croissantes  de  â:,  à  partir  de  |3'. 

Mais  on  donnera  à  Téquation  Aj:** — Bjt'"^' +  Cj:^"^* 
+  ....=  0  une  racine  plus  grande  que  ^\  en  remplaçant  A 
par  une  valeur  positive  a'  moindre  que  a.  En  effet,  l'égalité 
a^««_Bp'**^'+Cf"'"^+ ....  =  0  donne  t 

D'où  il  suit  que  l'équation  «V— Bjc**~'+Car'*'"' +....= 0 
a  une  racine  positive  supérieure  à  ^\ 

Ainsi ,  l'équation  -hAj:*-— Bx'*-'-f.ar''"-f-  etc.  =  0  ad- 
met une  racine  infinie  positive ,  quand  A  se  réduit  à  zéro. 

Si  les  valeurs  décroissantes  attribuées  au  coefficient  du 
premier  terme  sont  constamment  négative»,  l'équation  prend 
la  forme  : 

et  ses  racines  positives  ont   nécessairement   pour   limite 
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N 

f-  4- 1-  ^^^  ^^  ^^  '  î'  ^^^  possible  de  donner  à  A  une  va 

fi 

leur  a  assez  Betite  pour  qup  Féquatîon  ait  une  racine  néga-* 

tive  —  ^  plus  grande ,  en  valeur  absolue,  que  tout  nombre 

négatif  —  S 'assigné.  Et  la  valeur  de  |3'  ira  en  augmentant 

à  mesure  que  a  deviendra  plus  petit,  En  d'autre  termes  : 

L'équation  —  Ax'-—  Er**-'+  Cx*"--f  .-..==  0  aura  une 
racine  inflnie  négative ,  lorsque  A=^0. 

Le  raisonnement  est,  dans  ce  second  cas ,  entièrement 
semblable  à  celui  du  premier. 

La  même  anriyse  s'applique ,  sniis  aucune  modification  : 

!•  Aux  équations  de  degré  pair  ±  A^+Rr**'"'+...  =0 , 
dont  le  second. terme  a  un  coefficient  positif,  puisqu'il  suffira, 
pour  rendre  ces  deux  nouvelles  équation»  identiques  avec 
les  deux  premières ,  de  ^changer,  les  slgiigs  de  tous  leurs 
terme& 

2*  Aux  équations  de  degvé  impair  ±:Aà:*^'±Bj:*'*"'+... 
srO.  Car  si  Fou  Introduit  dans  4:es  équations  une  racine 
nulle,  en  multipliant  tous  leurs  fermes  par  x ,  elles  prendront 
la  forme  des  équations  déjà  considérées. 

3.  Pour  coibpléter  la  démonstration,  il  reste  encore  à 
examiner  Ids  équations  privées  de  leur  second  terme. 

Je  prends  pour  exemple  Téquation  Aj:^"'^- Fj:'*+Hj:''-h 
-}.....  =0.  de  degré  pair ,  et  ordonnée  suivant  les  puissances 
décroissantes  de  x.  Le  second  terme  manquant,  je  suppose 
que  le  premier  des  termes  à*' coefficient  invariable^  +  Fx'**, 
soit  positif  et  d'un  degré  pair.  Puis ,  je  donne  au  coefficient 
A  dd  premier  terrai»  dea  VBleurs  indéGniment  décroissantes , 
mais  positives.' 

Les  racines  po&itiyes  ou  négatives  des  équations  détermi- 
nées de  cette  manière ,  ne  peuvent  devenir  infinies,  car  elles 

N 
resteront  moindres  que  ^  + 1  »  en  désignant  par  N  la  va- 
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leur  absolue  éa  plus  grand  dc^  codBeieiit^  inyariables  de  ces 
équations. 

Maïs ,  si  Ton  donne  au  coefficient  A  des  vale^irs  n^ati  ves 
conyei^entes  vers  aéro,  i'équalion  —  Ax"*+Fa:"+Aa?' 
-{-•...  =0 ,  aura ,  pour  des  yaleurs  de  A  suffisamment  pe- 
tites, une  racine  positive,  et  ilne  racine  négative,  toutes 
deux  plus  grandes,  en  valeurs  absducs,  que  des  nombres 
quelconques  désignés,  et  ces  racines  iront  en  augmentant 
pour  des  valeurs  décroissantes  de  A.  C'est  ce  qui  résulte 
évidemnient  de  l'analyse  du  n^  2  (p.  35-36}. 

Lorsque  A  s'annule.,  Téqaation  —  Ax"*-kFj:'*+....=0 
a  donc  deux  racine^  infinies  >  Tune  positive,  et  l'autre 
négative. 

Le  premier  des  termes  à  efficient  invariable  peut  être 
de  degré  impair,  comme  dans  l'équation 

Aj:'*4-Fjc'*-'  -h  Hx^+  ....  =0. 

Alors^  la  démonstration  donnée  I^  2 ,  pour  les  équations  dont 
le  second  terme  n'est  pas  '  nul ,  s'applique  inpaédialement. 
Par  conséquent ,  lorsque  A  =  0 ,      . 
L'équation 

+  A.r**+  F.r*-'4.Hx'+  ....  =  0,^ 

a  une  racine  infinie  négative ,  et  l'équation 

—  Aa:'*  +  Fa?'*"'  +  Hx»  +....==  0 , 
une  racine  infinie  positive. 

Tqute  équation  privée  de  second  terme  se  ramène  à  Fupq 
des  quatre  formes  d'équations  déjà  considérées ,  par  un  chan- 
gement de  signe  dans  tous  les  termes,  ou  bien ,  en  introdui- 
sant une  racine  nulle.  Ainsi ,  dfins  tous  les  cas  : 

L'équation  à  une  seule  inconnue 

Ajc'"+Bar''  +  Gr^+  ....  =  0 
admet  au  moins  une  racine  réelle  infinie ,  quand  le  coefficient 
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dujiremier  terme,  supposé  variable  et  sosceplibie  de  chan- 
ger de  signç ,  se  rédait  à  zéro. 

J'ajoolerai  eQQore  quelques  mots  sur  deux  raisonneiucnts 
trË5-«imples ,  au  moyen  desquels  on  a  voolu  établir ,  sans 
aucune  restriction,  le  principe  que  je  viens  d'examiner. 
Quelque  facile  que  soit  la  réfutation  de  ces  raisonnements , 
elle  ne  peut  être  déplacée  dans  un  article  qui  s'adresse  uni- 
qoeàient  à  des  commençants. 

La  prejDdière  des  démonstrations  dont  je  veux  parler  con- 
siste à  mettre  d'jibord  Téquation  proposée 

^       Ax"  +  Bx*-'  +<3a:*"'  ....  =  0  , 

B      C 
sous  la  forme  âh — 4--^+  ....  ^  Qp  Puis,  on  fait  obser- 

j:      or 

B       C 
ver  que  si  A  =  0 ,  la  fonttlèn  Ah h  — h  etc.  est  couver- 

gente  vers  zéro ,  pour  de  très-grandes  valeurs  de  a: ,  et  s'an- 
nule quand  X  devient' infini.  — Ot,  la  fonction  qu'il  s'agit 

d'annuler,  n'est  pas   A-h^  +  — ,  +  etc.,  mais  le   produit 

/         B      c  \ 

(  A  +  -  +  -;  +  ....)  J7*.  Si  le  premier  facteur  est  conver- 

\  XX  '     / 

gent  vers  zéro  pour  de  très-grandes  valeurs  de  j:  ,  par  cela 
même,  le  second  facteur  x"^  se  rapproche  de  l'infini  ;  et  jus- 
que-là, on  ne  peut  rien  conclure  pour  la  valeur  du  produit. 
L'autre  raisonnement  n'est  guère  plus  concluant.  Dans 

celui-ci ,  on  remplace  j:  par  -  ,  il  vient  î 

y 

A.       JB^     JC_  ^^ 

faisant  disgprattre  les  dénominateurs ,  on  a  : 
A  +  Bjr+Cy  +  etc.  =0. 

Cette  dernière  équation  admet  une  racine  nulle ,  quand 
A  =:  0  ;  et  delà  x^  oo .  —Mais,  la  fonction  de  y  qu'il  faut 
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annuler,  est  mafnUinant  le  produit  (A+B^+Qx'+....}  X^^* 
Et  Tobjection  reste  la  même.    G.    {La  mite  prochainement) 


QUESTIONS  WIOPOSÉES. 

80.  Tbâorèmb.  Une  parabole  ayant  un  foyer  fixe,  et  pas- 
sant par  un  point  déterminé  :  le  lieu  du  sommet  est  une  épi* 
cycloïde  engendrée  par  le  point  d'une  drconférenoe  roulant 
sur  une  circonférence  de  même  rayon  ^Chùsle). 

81.  Construire  la  courbe  <}onnée  par  l'équation  polaire 
p  =  tangf.  Et  démontrer  qUe  la  polaire  de  celAe  courbe,  re- 
lativement à  un  cercle,  est  une  seconde  co^urbe  égale  à  la 
première. 

82.  Résoudre  et  discuter  T^quation 

Afin  de  bien  faire  comprendre  quéHe  est  ici  la  question 
proposée ,  il  suffira  de  rappeler  en  peu  de  mots  ce  que  Ton 
trouve  dans  les  Traités  d'Algèbre,  au  sujet  de  la  résolution 
des  équations  irrationneAes. .  On  fait  disparaître  les  radi- 
caux I  puis  on  observe  que  l'équation  rationnelle  ainsi  obte^ 
tenue  doit  avoir  parmi  ses  racines,  non-seulement  celles  de 
l'équation  proposée,  mais  encore  les  racines  de  toutes  les 
équations  irrationnelles  qu'il  est  possible  de  former,  en  pre- 
nant chaque  radical  avec  toutes  ses  déterminations  algébri- 
ques.  Or,   en  opérant  de  cette  manière  sur  l'équation 

+  V/l  +  X  +  Vi  — .r  =  1 ,  on  parvient  à  l'équation  x'  =  - , 

4 

dont  les  racines  sont  zb  -  k^3.  Aucune  de  ces  depx  valeurs 

ne  peut  convenir  à  l'équation  proposée,  car  il  est  évident  que 
l'équation  4-  i^l  +  x  -f\/i  —x  =  1  ne  peut  admettre  çne 
racine  réelle.  C'est  ce  que  l'on  propose  d'expliver. 
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RECHERCHE 


RACINES  COMPLEXES  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES, 


Docteur  es  sciences,  professear  ao  collège  de  Strasbourg, 

ET 

M.  AU008TB  BBUkBÉaénaB, 

Professeur,  licencié  es  sciences  physiques  et  mathématiques. 


Note.  La  dénomination  de  racine  complexe^  introduite  par 
M.  Ganss ,  sert  maintenant  à  désigner  une  racine  imaginaire 
dont  les  deux  coefficients  réels  sont  commensurables.  Dans 
nn  beau  Mémoire  sur  la  théorie  des  nombres ,  M.  Dirichlet  a 
donné ,  pour  trouver  les  racines  complexes ,  une  méthode 
entièrement  identique  à  celle  qui  est  en  usage  pour  les  ra- 
cines réelles  commensurables.  Nous  devons  ce  renseignement 
à  l'obligeance  de  M.  Lebesgue  ^  professeur  à  la  faculté  des 
sciences  de  Bordeaux.  Cet  arithmologue  distingué  (*)  nous 
promet  d'enrichir  prochainement  les  Annales,  de  démonstra- 
tions élémentaires  des  principales  propositions  de  M.  Di- 
richlet. Les  éléments  finiront  par  admettre  la  nouvelle  mé- 
thode ,  dont  celle  qu'on  pratique  n'est  qu'un  cas  particulier. 
En  attendant,  l'importance  de  la  matière  nous  engage  à  pu- 
blier ce  que  nous  avons  reçu  à  ce  sujet ,  il  y  a  un  mois ,  de 


(")  Nous  hasardons  cette  expression  qui  parait  propre  à  désigner  le  petit 
nombre  d'esprits  éminents  qui  Toni  faire  des  progrès  à  la  plus  difficile  des 
branches  du  calcul,  à  la  théorie  des  nombres ,  où  il  reste  encore  tant  de  terrains 
à  défricher. 

AMif.  DE  MATHtM.  m  ^ 
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M.  Dcladéréere  et,  récemment,  de  M.  le  professear  Finck. 
Nous  réunissons  les  deux  notes  en  une  seule.  Tm. 

1.  Définition.  Une  expression  imaginaire  a'\'b\/'^^  où 
aeib  sont  des  nombres  entiers ,  est  divisible  par  le  nombre 

entier  d^  lorsque  dans  le  quotient  al-^VV—i  ,  ci  eiU  sont 
des  nombres  entiers.  (D.) 

2.  Proposition  I.  a  ^  b  étant  des  nombres  entiers,  si 
rt  +  ^V^— 1  est  divisible  par  <f ,  il  faut  et  il  suffit  que 

-  et  -  soient  des  nombres  entiers.  (D.) 
a       d 

:  3.  Proposition  II.  Si  un  nombre  premier  p  divise  un 
produit  U+ô\/^)  (a'+i'ï/Hï)  ,  où  a,b,  a!,b'  sont  des 
nombres  entiers  ;  et  si /^  divise  seulement  Tun  de  ces  nombres  : 
alors  p  divise  nécessairement  le  facteur  où  ee  nombre 
n'entre  pas. 

Démonstration.  On  a  (a-f  &\/=l)  (a'+6'V/^)  = 
aa'—6fc'+  (ab'+  bà)  l/I^ï  =  c  +di/^  ;  il  faut  donc 
que  p  divise  c  etd  (1)  ;  supposons  encore  que  p  divise  V 

sans  diviser  a  ;  'donc ,  ,  ou  bien  — ,  —  sont 

P  P  P      P 

entiers  :  mais  p  est  premier  avec  a'  ;  donc  -  et  -  sont 

P      P 
des  nombres  entiers.  C.  Q.  F.  D.  (D.) 

4.  Proposition  III.  Tout  nombre  premier  p  qui,  dans  un 

produit  tel  que  U+^K_l)(a'+yV/^)(a''+^^''V/^ 
divise  seulement  dans  chaque  facteur  Tun  des  deux  nombres 

entiers  a,  b  ;  a',  b'  ;  a'\  i"  ; ne  divise  pas  le  produit. 

Démonstration.  Ce  produit  peut  se  mettre  sous  la  forme 
U+^V/— l)(P+Q\/— l)  ,  où  P  et  Q  sont  des  nombres  en- 
tiers ;  donc  si  ce  proiiull  était  divisible  par/i ,  le  môme  nom- 
bre premier  devrait  diviser  P  +  Q  V/—  1 ,  car  ;?  ne  divise  que 
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l'un  des  deux  nombres  a ,  ô  (3)  ;  de  même ,  P + Q 1^—  i  ss 

(af+  uV^i) (P"+  Q"|/—  l) ;  par  le  même  raisonnement, 

p  devrait  diviser  F'+Q"|/— 1  ;  en  continuant ,  oii  parvien- 
drait à  démontrer  qnep  devrait  diviser  l'un  des  facteurs  du 
prodait  ;  ce  qoi  est  impossible.  Donc,  etc.  (D.) 

5.  Définition.  Un  nombre  de  la  forme  a-\-b  \/ —  1  est  dit 
nombre  complexe  entier^  lorsque  a  et  b  sont  des  nombres 
entiers  ;  si  a  et  6  ne  sont  pas  des  nombres  entiers ,  le  nombre 
est  complexe  fractionnaire.  (D.) 

6.  Proposition  IV.  Soit  Téqaatîon  j?*+a,j:r^'+a^*~*+ 

On  3=  0  (1)  »  les  coefficients  ^ ,  a. , a^  étant  des  nottbrea 

comaloxes  entiers,  l'équation  ne  peut  admettre  des  raciaet 
complexes  fractionnaires. 

Démonstration.  Supposons  que  l'équation  (1)  ait  une  racine 

complexe   fractionnaire  de   la   forme  r-H-  -  K—  1  ;  r» - 

o      e  b    e 

peuvent  être  supposés  iiréduetibles  ;  soit  d  le  plus  grand 

commun  diviseur  de  6  et  «  ;  de  sorte  que  Ton  ait  b=zdV- 

€ssdef  ;  V  ete'  seront  des  nombres  premiers  entre  eux.  Donc 

T  H-  -  K  —  1  = -jrn (2)  ;  soit  p  un  nombre  pre- 

9       e  atfer 

mier  facteur  de  6'  ;  p  divise  donc  cb^  ;  il  divise  aussi  b  ;  done 

il  ne  divise  pas  a ,  puisque  a  et  ^  sont  premiers  entre  eux  $ 

et  par  une  raison  analogue,/?  ne  divise  pas  e'  ;  par  conséquent 

le  second  membre  de  Videntité  (2)  est  aussi  un  nombre  com- 

Cae^+cb'l/^)^ 
plexe  fractionnaire.  Donc  aussi ^nn — ^est  un  nom- 
bre complexe  fractionnaire  (Prop.  III  ). 


db'^ 
l'équation    (  i  )  et   multipliant   par   {db'ey ,   on  déduit 


Or  en  substituant ^rr? à  la  place  de   x  dans 
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iaef+c^y-i)*  ^  M  ^  y  ^/TTÎ ,  où  M  et  N  «ont  de. 

nombres  entiers  ;  équation  impossible ,  paisqae  le  premier 
membre  est  nn  nombre  complexe  fractionnaire.  Donc  l'éqoa- 
tion  n'a  pas  de  racine  complexe  fractionnaire.  (D.) 

7.  Problème  I.  Étant  donnée  l'équation  a^x^'^a^*^'^ 

a^x"*^ ^  =  0.  où  les  coeflBdents  a^,  a,,  a^ sont 

des  nombres  complexes  quelconques,  trouver  les  racines 
complexes? 

Solution.  En  chassant  les  dénominateurs,  on  peut  tou- 
jours ramener  l'équation  à  une  autre  dont  les  coefficients 
sont  des  nombres  complexes  entiers  ;  nous  supposerons  donc 
de  suite  que  les  coefficients  a^^a^,  a» a»  sont  des  som- 
bres complexes  entiers  ;  faisons  j:  =  —  ;  et  chassant  les  dé- 

nominateurs,  on  obtient  une  équation  en  s,  oùz^'a  pour 
coefficient  l'unité ,  et  dont  tous  les  autresi  coefficients  sont  des 
nombres  complexes  entiers  ;  conséquemment  l'équation  en  z 
ne  peut  admettre  que  des  racines  complexes  entières  (Pro- 
pos, ly }  ;  le  problème  est  donc  ramené  à  trouver  les  racines 
complexes  entières.  (D.) 

8.  Problème  IL  Étant  donnée  l'équation  /i^*+^z,x*-^-|- 
tfs<r'^'+ amssiO,  les  coefficients  sont  des  nombres  com- 
plexes entiers  $  trouver  les  conditions  auxquelles  doit  satis- 
faire une  racine  complexe  entière. 

«S'oJulîon.  j:s=a-HfrK^^  i  aet  b  étant  des  nombres  en- 
tiers i  on  a 

d'où 
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Le  premier  membre  est  an  aombre  complexe  entier; 
donc  a^  est  divisible  par  a  +  bl/^^]  et  par  conséquent 
a»(a^6(/— 0  est  divisible  par  tf*  +  6";  ainsi  le  dernier 
eoeflBdent  mnltii^ié  par  a— fr|/— t  doit  être  divisible  par  le 
carré  dn  modale  ;  première  condition  ;  désignons  le  qaotient 
par  c+d\/^  ;  on  en  dédait  

a  +  fcV/— 1 

Ainsi,  le  premier  quotient  augmenté  du  ooeiBcient  a%^t , 
et  multiplié  car  <z— 6V/^^,  doit  être  divisible  par  le  carré 
du  jpodule  ;  secSnde  condition  \  et  ainsi  de  suite  ^  la  dernière 
condition  est  que  le  dernier  quotient  soit  égal  à—  a^\  condi- 
tions qoi  existent  aussi  pour  les  racines  réelles  entières  & 

mais  alors  b  étant  nul,  la  multiplication  par  a  —  bV—i 
devient  superflue.  On  démontre  aussi ,  comme  pour  les  racines 
entières  réelles ,  que  si  ces  conditions  existent ,  la  quantité 
essayée  est  racine.  (B.)  (Y.  t.  II,  p.  523.) 

9.  Propantion  F.  Dans  toute  équation  de  la  forme  {fx)  = 

jc*  4-  ay^  +  tf^*^  -H Oi»  =  0 ,  où  â, ,  tf, .....  On  sont 

des  coeiBcients  quelconques,  le  plos  grand  des  modules 
des  coeflBdents,  augmenté  de  1,  est  une  limite  supérieure  des 
modules  des  racines  imaginaires. 

Démonslraiion.  En  effet,  soit  G  ce  modale  maximum  ;  le 
modale  de/x  tf  est  jamais  moindre  que  celai  de  x*— Cj:**^— 

Cr"-  — —  Cx  — C;  or.  C+l    rend  ar'*>(ir*^'  + 

Gx"*'  + Gx  4-  G  ;  donc ,  toute  valeur  de  x  dont  le  mo- 
dule n'est  pas  inférieur  àG+1  «  ne  saurait  annuler/ (x)  ;  donc 
G  +  1  est  une  limite  supérieure  des  modules  des  racines  ima- 
ginaires. (F.) 
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10.  Problème  SIL  Troover  les  racines  oompléxes  entières 
d'une  équation. 

SoMiM^.  Soit  réqaatioQ  a«x*+a^*^'4-^^"~*4- + 

tfi»  =  0;  a,  a,  .....  sont  des  nombres  complexes  entiers. 
Soit  G  +  ^  1^  pl^*  grand  module  des  cœfGidentss  on  consi- 
dère tons  les  diviseurs  de  chXài^^V^ -^i)  compris  entre  0 
et  (G  «f  1)^  (kl  k^jette  les  diviseurs  qui  ne  peuvent  se  décom- 
poser en  là  somme  de  deux  carrés  \  soit  D  un  diviseur  com- 
pris entre  0  et  (Q-fi)'  et  étant  la  somme  de  deux  carrés 
fl*  ►f  J%  il  y  àûrâ iaiiâyér  les  quatre  valeurs  a+b  1^— i  ; 

—  a'\-b\/'^\  è  +  aV/^j  — 6+aV/^;  ce  môme 
essai  suffit  aussi  pour  les  conjugués  de  ces  nombres.  (F). 

11.  Propo»ti(m  VL  a  +  bV^-^i  n'estas  racine  com- 
plexe entière  de/{x)  s^  0 ,  r  si  (a— 1)*+ 6"  ne  divise  pas 
f(i)i2'si  (â-iriy  +  6'  ne  divise  pas /(— l)i  a^  si  6*  ne  di- 
vise pas /(et). 

Démonstration,  Si  ^z  +  &  J^— 1  est  une  racine  OHnplexe 
entière ,  on  a  l'identité/ (x)  =  {x"—  2ax+ a^+  b^)^x  ;  tous 
les  coefGicients  de  74:  sont  entiers)  faisant  dans  cette  identité 
successivement  x=l,  j:  =  — i,  jc=sa,  l'on  obtient 

/(l)  =  ((a^ir+i')cp(lh/{-l)=((fl+1)«+*»)T(-i)> 
/a  =  i«t(a);  C.Q.F.D,  (F.) 

13.  Ex$reic$i 

(2  +  J/irï)j:5  +  (|_2V/i:T)a^-.  (41  +  37^/^^x3  — 
-^(218— 93V/^)x«4<145+105k'^W35()— 50ï/-^==0, 
Les  niciiies  sont 

l+|/^i    ^2+V/^;    — 4— aV/ZT;    2K^î   5     (D.) 
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RéclamaHon  au  sujet  d'un  arHele  des  Annales^  relatif  aux 
racines  commensurahles, 

M.  Finck  nous  écrit  qae  la  méthode  sar  les  racines  com- 
mensorables  (t.  II,  p.  523)  est  déjà  exidiquée  dans  son 
Algèbre,  publiée  en  1839. 


THÉORÈME 
SUR  LE  PRODUIT  DE  DEUX  POLYNOMES. 

D'après  II.  Ganss  (*). 


ABC 

Lbmme.  La  somme  -r-  +  ''izrr  +  -nr  + ^st  toojours 

fractionnaire,  ayant  a''  comme  facteur  au  dénominateur 

commun;  on  suppose  A,  B,  G a^  b,  c des  nombres 

entiers  premiers  avec  le  nombre  entier  a.  Les  exposants  de 
a  sont  entiers  et  positifs. 

Démonstration.  Réduisant  au  même  dénominateur,  on 
obtient 

Kbc +  (xBac +  a'Cafr +  .>..> 

a^abc 

Or ,  le  numérateur  n'est  pas  divisible  par  a ,  donc  le  facteur 
a'  reste  au  dénominateur. 

Théorème.  Le  produit  de  deux  polynômes ,  ordonnés  sui- 
yant  la  même  variable,  à  exposants  entiers  et  positifs,  à  coef- 
ficients réels,  mais  pas  tous  entiers,  donne  un  troisième 
polynôme,  dont  les  coefficients  ne  sont  pas  tous  entiers  ;  on 

O  Disqaifitiones  aritbmeticœ ,  lect.  i ,  $  42. 
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suppose  que  les  coefficients  de  la  plus  haute  puissance  de  la 
variable  dans  les  deux  polynômes  sont  égaux  à  l'unité. 
DénwMtraAon.  Soient  les  deux  polynômes 

x*  +  A.x'-  +  KaT^  + kroT^  + (P) 

j:«  +  B^«-  +  B,x«-  + B,x«-  + (Q) 

ptXq  sont  des  nombres  entiers  positifs  \  r  n'est  jamais  supé- 
rieur à /? ,  ni  s  supérieur  à  q.  Les  coefficients  A, ,  A,,  A, ..... 

B, ,  B,,  Bs sont  réds ,  mais  tous  ne  sont  pas  entiers. 

Soit  a  un  nombre  premier  facteur  d'un  des  dénominateurs 
qui  se  trouvent  dans  (P);  réunissant  tous  les  termes  où  a  est 
à  la  plus  baute  puissance,  et  parmi  ces  termes  prenons  celui  où 

j:  a  le  plus  haut  exposant  ;  soit  t  la  plus  haute  puissance  de 

N 
a  et  p — r  le  plus  haut  exposant  de  jt  ;  de  sorte  que  Ar  =  -|r^  ; 

N  et  M  étant  des  nombres  entiers  premiers  avec  a  \  dans  tous 
les  termes  qui  précèdent  Ar,  a  sera  élevé  à  une  puissance 
moindre  que  t  ;  et  dans  ceux  qui  suivent,  «  ne  pourra  avoir  un 

exposant  supérieure  t  ;  dans  le  polynôme  -^ ,  le  coefficient  du 
premier  terme  est  -  ;  ainsi  il  y  a  au  moins  un  coefficient  qui 

ce 

a  a  comme  facteur  au  dénominateur.  Soit  af^  la  plus  haute 
puissance  de  a  qu'on  rencontre  dans  ~ ,  et  q—$  le  plus  haut 

exposant  de  x,  où  cette  rencontre  a  lieu;  on  aura  donc 

B  I^' 

-i  =  -j--~  ;  M'  et  N'  sont  des  nombres  premiers  avec  a  ; 

dans  les  termes  précédents ,  a  s'élève  à  une  puissance  moin- 
dre que  ^  et  ne  surpasse  pas  i  dans  les  termes  suivants;  dans 

le  produit  des  polynômes  P.—,  on  obtient  d'abord  le  terme 

(X 

-i+,7T|^, ,  coefficient  de  j:'-»"*^^,  et  r+^'  n'est  point  infé- 
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rieur  à  2.  Poar  avoir  les  autres  coeiGcicnts  qni  répondent  à 
la  même  paissance,  il  faut  prendre  un  terme  qui  précède 
3*^  et  le  multiplier  par  un  terme  qui  suit  x"*^  et  v%ct  versa  ; 
donc  dans  ces  coefBcients ,  a  s'élève  à  une  puissance  moindre 
quer  +  ^j  et,  en  vertu  du  lemme,  la  somme  de  ces  coef- 
ficients renferme  a^"^  comme  facteur  au  déuominateur  ;  donc 
dans  le  produit  P.Q ,  la  puissance  a^'^'"'  entrera  comme  fac- 
teur dans  le  coefGicient  j:'+«-''"*  ;  donc,  ce  coefficient  est  frac- 
tionnaire. C.  Q.  F.  D. 

Observation.  La  même  démonstration  s'applique  aux  po- 
lynômes dont  les  coeflScients  des  premiers  termes  ne  sont  pas 
égaux  à  l'unité,  pourvu  que  tous  les  coeflScients  de  Q  ne 
soient  pas  divisibles  par  a^       • 

Ck>rollaire.  Le  théorème  subsiste,  sous  les  mêmes  condi- 
tions,  pour  un  nombre  quelconque  de  polynômes,-  et  par 
conséquent  pour  des  polynômes  égaux.  Donc ,  un  polynôme 
à  une  variable ,  ayant  un  ou  plusieurs  coefficients  fraction- 
naires, étaot  élevé  à  une  puissance  entière  positive ,  donne 
pour  résultat  un  polynôme  ayant  au  moins  un  coefficient 
fractionnaire.  Tm. 


THÉORÈME 
SUR  LA  DIFFÉRENCE  ENTRE  L'ARC  ET  SON  SINUS , 

D'après  Pappoi. 


Théorèms.  La  différence  entre  un  arc  du  premier  qua- 
drant et  son  sinus  est  moindre  que  le  double  du  carré  de 
l'arc  divisé  par  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

Démonstration.  Faisant  le  rayon  égal  à  un,  représentons 
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la  lodgaeiir  de  Tare  par  a,  de  sorte  que  âa<9r  ;  on  a  les 
inégalités  suivantes  : 

a<tanga  (I),        coUa>~a  (2J 

^ïCOsa<sina  cosa>(^— a  jsiûtf 

acos^a<<s{nâoo8a  /  - — a  jsin'a<;shiaoosd 

a — a8in'a<;siaaoosa 
asin*  a  >>  a—  sio  a  oosa  ; 
donc 

asWa         ^   a — sin^xcos^ 


Q_^^sin'a 


sinixoosa    ' 


2 smacosa     ^        ^       a 

a  a — sinacosa'        2a       a — sinacosa 

Ainsi  a — sinacosa<C —  el  à  fortiofi  a — sina< — . 

TU  IZ 

Observation  L  Oo  parvient  à  ce  théorème  en  écrivant  en 

caractères  algébriques  la  proposition  XY  (théorème  XIY) 

du  5*  livre  de  Pappus  ;  cette  proposition  n'est  autre  que 

rinégalité  (3) ,  que  Pappus  énonce  ainsi  :  Le  rapport  de  Taire 

d*un  secteur  à  Taire  de  son  segment  est  plus  grand  que  le 

rapport  de  Tangle  droit  à  Tangle  du  secteur.  C'est  ce  qu'il 

démontre  par  des  considérations  géométriques. 

a' 
Observation  II.  Les  séries  donnent  pour  limite  a — sin  a<  ^ 

(t.  II ,  p.  216  j  ;  cette  limite;  moindre  que  celle  de  Pappus , 
est  par  conséquent  préférable. 

Observation  III.  Lorsque  a  est  compris  entre  -  et  ic,  on  a 

2a* 
a  < — ,  et  alors  la  limite  de  Pappus  est  intuitive. 
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Observaiion  ÎV.  Pappos  m  fert  de  oette  même  proposi- 
tioD  XY  poar  déoumUrer  celle-ci  :  Si  ane  demi-drcoDféreiice 
et  un  arc  de  cercle  sont  de  même  longueur,  Faire  du  demi- 
cercle  est  plds  grande  que  l'aire  du  segment  formé  par  l'arc 
et  sa  corde  (prop.  XYII  dn  liy.  5). 

Oftserco/ton  V.  Pappds,  actteor  dtt  quatrième  siècle,  ne 
oonnaisMdt  pas  nos  Hgnes  trigonométriques.  On  doit  les  sinus 
et  sinns-yerse  à  Mohammed-ben-Geber^  de  Batan  en  Méso- 
potamie ,  auteur  arabe  du  neuyième  siècle ,  surnommé  Alba- 
tegnius,  et  mort  en  928.  Les  tangentes  et  cotaugentes  ont  été 
introduites  par  Mohammed-ben-Yahya,  prince  de  Syrie ,  au- 
teur astronome  du  X°  siècle  connu  sous  le  nom  de  Aboul- Wéfa, 
le  même  auquel  on  voulait  attribuer,  il  y  a  quelques  années , 
la  découverte  de  la  variaJ^/on^  inégalité  lunaire  ;  assertion 
détruite  récemment  par  M.  Munk,  orientaliste  distingué  et 
par  Tillustre  M.  Biot,de  l'Académie.  L'emploi  des  sécantes  est 
dû  à  Joachim  (Georges},  surnommé  Rhéticus,  né  à  Feldkirk, 
dans  le  pays  des  Grisons  (Rhetia),  le  16  février  1514, 
mort  en  Hongrie  le 4  décembre  1576,-  mais  son  ouvrage, 
Opus  palatinum  de  triangulis^  n'a  paru  qu'en  1596.      Tm. 


GRAND  CONCOURS.  (Année  1843.) 
Exposer  d^une  manière  concise  la  théorie  des  racines  égales 
et  la  méthode  qu'on  en  Hre  pour  mener  les  tangentes  aux 
courbes  algébriques. 

PHIX   D'HONNEUR. 

PABL  M.  H06SH  (SMIXiS-IiOUIB}| 

né  le  39  aTiil  I83S  à  Ntmes  (Gard).  Institution  de  U.de  Reutêe. 
Collège  royal  Saint-Louis,  professeur  M.  F««ieenl. 

PREMIERS  PARTIE. 

Théorie  des  racines  égales. 
Soient  a,  6,  c...  les  racines  d'une  équation  algébrique 
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f{x)  =r  0  :  on  sait  qiie/(j:)  sera  le  prodait  des  facteurs  binô- 
mes (x— a),  {x—b)^  (j:— c)...;  en  sorte  qae  l'on  aura 

f{x)  =  N(j:  —  a)  {x — b)  {x  —  c)..., 

(N  étant  le  coefficient  da  premier  terme  de  cette  équation). 
Il  peut  arriver  que  les  racines  a ,  6 ,  c...  ne  soient  pas  tontes 
différentes  entre  elles;  ainsi  la  racine  a  pourra  se  trouver 
répétée  n  fois,  la  racine  b^  p  fois...  :  on  dit  alors  que/(x) 
admet  n  racines  égales  à  a,  jp  racines  égales  à  6...;  et  on 
peut  écrire/(x)  sons  la  forme 

/{x)=:  N  (x—ar  (j:—fr)»  (*—(?)«..., 

expression  qd  s'applique  aussi  en  particulier  au  cas  des  ra- 
cines simples ,  en  faisant  n  =  1 ,  /?  =  1 ,  etc. 

Cela  posé ,  l'objet  de  la  théorie  qui  nou9  occupe  consiste 
principalement  à  ramener  une  équation  qui  admet  des  racines 
égales ,  à  un  système  d'équations  tel  que  chacune  d'elles 
n'admette  plus  que  des  racines  simples ,  et  que ,  en  supposant 
le  système  résolu,  on  puisse  en  conclure  les  racines  de  Téqua- 
tion  proposée,  chacune  avec  leur  degré  de  multiplicité. 

Ainsi,  soit  X,  le  prodait  des  facteurs  simples  àdf{x)  ou 
X  9  X,  le  produit  des  factenrs  doubles ,  mais  élevés  chacun  à 
la  première  puissance,  X,  le  produit  des  factenrs  triples, 
mais  élevés  chacun  à  la  première  puissance...;  alors  on  aura 

X=X.X."X,»X,\.. 

n  s'agit  d'obtenir  isolément  chacun  des  facteurs  X. ,  X,... 

Première  méthode.  Cette  méthode  découle  naturellement  de 
la  forme  de  l'équation 

/(jc)=N(ar— ^rCj:  — *)»  (X  — c)«... 

On  voit  en  effet  que  si/(j:)  admet  une  racine  a  au  degré  n  de 
multiplicité,  ce  polynôme  devra  être  exactement  divisible  par 
(x— <2)*.  D'après  cela ,  pour  découvrir  cette  racine ,  il  faudra 
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effdclaer  la  division  de/(x)  par(j:— a)%  comme  si  a  était 
ooDDu  ;  00  écrira  ensuite  que  le  reste  de  la  division  est  iden- 
tiquement nol.  Comme  ce  reste  sera  ordinairement  dn  degré 
(n — 1)  en  x^  on  obtiendra  ainsi  n  équations  de  condition 
entre  a  et  les  coeflScients  de  l'équation  proposée.  Soient 

A=0,    B=0,    C=0..., 

ces  équations  de  condition  ;  toute  valeur  de  a  qui  annulera 
à  la  fois  tous  ces  polynômes  sera  au  moins  n  fois  racine  dans 
f(x).  Il  faudra  donc  chercher  les  solutions  communes  aux 
poljmômes  A,  B,  G...,  considérés  comme  fonctions  de  a-, 
le  plus  grand  commun  diviseur  D  entre  tous  ces  polynômes 
contiendra  toutes  les  racines  qui  entrent  dansy(x)  au  degré 
n  de  multiplicité  ^ouàun  degré  supérieur. 

Celte  dernière  indétermination  vient  compliquer  la  mé- 
thode, qui  parait  au  premier  abord  si  naturelle;  mais  on 
peut  y  remédier.  En  effet,  si  Ton  a  pour  le  polynôme  pro- 
posé 

A.  =s  J!l.,  A^  JV)  .A.^   Jk^  *  *  *  9 

et  que  Ton  cherche  d'abord  les  racines  doubles ,  en  divisant 
X  par  un  facteur  de  la  forme  {x — a)*,  et  que  l'on  détermine 
le  pins  grand  commun  diviseur  entre  les  équations  de  condi- 
tion ainsi  trouvées,  on  aura  évidemment ,  en  appelant  D,  ce 
plos  grand  commun  diviseur , 

D,^A,A.siL4  A^  Jv^  ...  ; 

car  un  facteur  tel  que  {x — àf  pourra  être  considéré  comme 
donnant  (jt— fl)*(x — a)*(a:— ^x).  De  même,  si  l'on  cherche 
le  plus  grand  commun  diviseur  qui  correspond  aux  racines 
triples,  on  doit  trouver 

D,=:X,X4X,V...,etc. 
Or,  au  moyen  des  polynômes  D,  et  D,,  on  peut  isoler  le 
facteur  X..  En  effet,  X,  est  le  produit  des  facteurs  étrangers 
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aux  deux  fcijnômes  D«  et  J),,  et  voidooquiientoopeat 
Tobtenir. 

Soit  â  le  plos  grand  commun  diviseur  qne  Ton  peut  cher- 
cher entre  D,  et  D,  ;  divisons  St.  par  ^ ,  et  soit  D,'  le  quotient; 
on  a  alors 

Cherchons  de  même  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
D,'  et  D3.  Soit  ^  ce  plus  grand  commun  diviseur  :  on  aura  de 
même  en  divisant  D/  par  ^ 

d;'=d;'t, 


et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  un  pins  grand 
commun  diviseur  égal  à  l'unité,  ce  qni  arrivera  certaine- 
ment, attendu  que  les  degrés  D/  et  D,"  vont  en  dimiimant 
au  moins  d'une  unité  à  chaque  opération  : 

Multipliant  ensemble  toutes  ces  égalités,  on  en  déduit 

alors  D,*"  sera  le  produit  des  facteurs  de  D,  qui  ne  divisent  pas 
D,;  car  !<"  D,*"  ne  divise  pas  D, ,  puisque ,  d'après  la  manière 
dont  on  a  opéré,  D",  et  Dj  ont  pour  plus  grand  commun  di- 
viseur r  =  i  5  2**  tous  les  antres  facteurs  de  D,,  savoir  : 
S^  ^'...,  divisent  D,. 
De  là  on  conclut  que  le  pdyntoie  B\  est  précisément  le 

polynôme  cherché 

X.. 

En  opérant  de  même  sur  D,  et  D^,  on  obtiendrait  le  poly- 
nôme X,,  et  ainsi  de  suite.  (On  aurait  pu  isoler  d'abord 
le  polynôme  X.  au  moyen  de  X  et  de  D..)  Le  problème 
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d«s  racines  égato  dent  donc  être  considéré  comme  résolu. 

Mais  la  méthode  qae  je  viens  d'exposer ,  quoique  suffi- 
sante en  théorie ,  devenant  le  plus  souvent  impraticable  à 
cause  de  la  longueur  des  calculs  qu'elle  ez,ige ,  il  est  néces- 
saire d'avoir  recours  à  une  autre  méthode  ;  c'est  celle  que  je 
vais  expliquer  sonunairement. 

Seconde  méthode.  Elle  est  fondée  sur  la  considération  des 
polynômes  dérivés. 

Si  dans  un  polynôme  f{x)  on  remplace  x  par  X'\-h^on 
sait  que  l'on  obtient  un  développement  de  la  forme 

fix)  ,/"(j:)...  étant  les  polynômes  dérivés  successifs  de/(a:). 
Supposons,  pour  un  moment,  qne/(x)  n'ait  que  des  ra- 
cines simples, 

/(x)=={x—a)  [x—b]  ix—c)..i 

je  vais  chercher  quelle  sera  la  composition  ie/'ia^  : 

f{x)  est  le  coefficient  de  la  première  puissance  de  h  dans 
le  développement  de/(j:+A).  Remplaçant  x  par  x+A 
dans  l'identité  précédente,  on  aura  encore  identiquement 


fi^)+f{x)j+....=:^{x^a+h){x-b+h)(x^c+h).. 

On  peut  développer  le  second  membre  suivant  la  loi  qu'on 
démontre  au  sujet  du  binôme  de  Newton;  on  aura  ainsi 

/W+r(J:)j+...=S«H-S«-tA-*...., 

Smi  S»-.i ...  désignant  respectivement  les  {Hroduits  des  fac- 
teurs (a: — a)  {x — b)...  mkm,  m— 1  km  —  1 De  là  on 

déduit  la  composition  de/'ix) 

y^(j:)  =  Sm  — 1, 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 
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Voici  maintenant  le  théorème  sav  lequel  s'appuie  cette  se- 
conde méthode. 

Théobéme.  Il  existe  toujours  entre  f  (x)  et  T{x)  un  plus  grand 
commun  diviseur;  et  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  le 
produit  des  facteurs  binômes  de  f  (x)  élevés  d  des  puissances 
dont  les  exposants  sont  moindres  d^une  unité. 

Démonstration.  Soit  /(a:)=(:c— ar(x— ftj^Cjr—c)» ; 

paisque  les  racines  sont  devenues  égales  à  a, on  aura 

évidemment 

y.W  =  ,^+,i^+,^+ 

*^  ^  X — a    '^  x^b     ^  X — c 

{n{x — b){x — c... 

et  Ton  voit  déjà  que  le  polynôme 

D  =  (x  —  dr\x  —  bf\x-^  c)^ 

divise  exactement/(j:)  eif(x).  Pour  faire  voir  qu'il  est  leur 
plus  grand  commun  diviseur,    il  suffit  de  montrer  que 

•^—-^  ^^    D~'  ^"  siniplcro^ût/l-^)  et'^-g-^,sont  premiers  entre 

eux.  Or,  f{x)  n'admet  pas  d'autre  facteur  que  (x  —  a)^ 
(x  —  b) L'un  quelconque  de  ces  facteurs,  {x—a)  par 

exemple,  divisant  toutes  les  parties  de*^-—-^,  hors  une,  ne 

f{x) 
peut  diviser —p.  Donc  puisque  tous  les  facteurs  ie/{x) 

sont  étrangers  à*^-Tr-  »  il  s'ensuit  que/(ar)  et  -T=r-  sont  pre- 
miers entre  eux;  ce  qui  démontre  le  théorème ,  car  D  est  le 
produit  de  tous  les  facteurs  binômes  dey(x)  élevés  chacun  à 
une  puissance  dont  l'exposant  est  moindre  d'une  unité. 


Digitized  by  LjOOQ  IC 


-  67  — 

(Gela  8*étend  même  aux  facteurs  simples  de  X,  ksqueU 
sont  élevés  dans  D  à  la  puissance  zéro.  ) 

Gela  posé ,  voici  comment  oh  peut  décomposer  f{x)  en  ses 
facteurs  des  différents  degrés  de  multiplicité. 
Écrivons ,  comme  tout  à  l'heure , 

X=X.X.'X33X/ 

Soit  Die  pins  grand  commun  diviseur  de/(x}  et  de/'(jr}$ 
alors  D  =  X;X,'X,3 

De  même,  soit  £  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  D  et 

son  dérivé,  E  =  X,'X/ 

F  =  x; 

Divisant  chaque  polynôme  par  celui  qui  le  suit,  nous  aurons 
^-X 

0" 

çyn —  -^3  7 

Ydlà^donc  les  facteurs  simples  de  X  qui  se  trouvent  isolés. 

On  voit,  d'après  cela ,  comment  il  faudra  opérer  toutes  les 
fois  qu'il  s'agira  de  séparer  les  racines  des  divers  degrés  de 
multiplicité  d'une  équation. 

Mais  avant  tout,  il  sera  bon  de  débarrasser  l'équation 
donnée  des  racines  commensurables  qu'elle  peut  contenir. 
On  trouvera  d'abord  ces  racines  par  les  procédés  connus,  et 
pour  reconnaître  quel  est  leur  degré  de  multiplicité ,  on  opé- 
rera par  des  divisions  successives ,  ou  bien  en  se  fondant  sur 
le  théorème  suivant  • 

Si  une  équation  f  (x)  =  0  admet  n  racines  égales  à  a^  /es 

▲nu.  DE  M ATBm.  m.  ^ 
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polynômes  dérivés  f(x),r(x), ju$qu*au  (n  — 1)«,  admet- 

terU  la  même  racine  a;  el  réciproquement.  ' 

Ea  effet,  dimmaons  toutes  les  radnes  de/(x)  =  0 ,  de  la 
quantité  a,  ea  posant 

y^x  —  a^      d'où      xssatf+j^, 

la  transformée  en  y  deyra  admettre  n  racines  nulles.  Or 
cette  transformée  est 

f{a^y)=f{a)  +/(a)'^  +/'(a)  ^+ 


+/^W  \c.f^,^    .^  + /"(^)  : 


1.2.3...(n— 1)  ^    '  'l.â«3.../?»' 

Donc  on  devra  avoir 

/(a)  =  0,    A^)  =  0,...   r"'=0. 
La  réciproque  est  évidente. 

On  pourra  donc  trouver  quel  est  le  degré  de  multiplicité 
d'ane  racine  commensurable  a,  en  cherchant  quel  est  l'ordre 
du  dernier  dérivé  que  cette  racine  anéantit.  C'est  ce  qu'on 
pourra  voir  encore  en  supprimant  la  racine  a  dansy*(j:)  par 
la  division,  autant  de  fois  qa'il  sera  possible. 

On  sent  pourquoi  ce  mode  de  vérification  ne  peut  être  ap- 
pliqué aux  racines  incommensurables.  Cest  parce  que  tonte 
racine  incommensurable  ne  peut  s'obtenir  qu'avec  une  ap- 
proximation plus  ou  moins  grande.  Mais ,  dans  tous  les  cas , 
le  nombreux  n'étant  qu'approché,  la  vérification,  qui  con- 
siste à  voir  si  /(a),  f{a) sont  nuls,  ne  pourrait  être 

qu'approchée,  c'est-à-dire  défectueuse. 

A)a  rigueur ,  ce  mode  de  vérification  pourrait  s'appliquer 

aux  racines  imaginaires  (tt  +  €\/^^9  ft  et  S  étant  commen- 
surables).   Il  faudrait  alors  résoudre /(x)  en  substituant 

a  +  ^V/— 1  à  la  place  de  j:,  ce  qui  donnerait  un  résultat  de 
la  forme  p  +  QV/Hî, 
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et  par  suite  les  deax  équations 

P  =  0,      Q  =  0, 

équations  à  deux  inconnues ,  dont  on  pourrait  déterminer 
les  racines  réelles  oommensurables.  Mais  tl  Tant  mieux , 
pour  la  simplicité  des  calculs,  n'opérer  la  recherche  des  ra- 
cines imaginaires  qu'après  la  séparation  effectuée  des  diverses 
racines  suivant  leur  multiplicité. 

Voilà  donc  comment  on  arrive  au  but  principal  que  l'on 
se  propose  dans  la  théorie  des  racines  égales.  A  cette  théorie 
se  rattachent  d'ailleurs  une  foule  de  questions  particulières. 
Par  exemple ,  on  peut  demander  les  conditions  pour  qu'un 
polynôme  donné/(x)  admette  un  certain  nombre  de  racines 
égales  entre  elles.  On  opérera  «ar/{x)  comme  si  op  voulait 
isoler  X» ,  et  on  écrira  à  mesure  les  conditions  nécessaires 
pour  l'existence  de  ce  polynôme.  A  cet  effet ,  on  pourra 
employer  Tune  quelconque  des  méthodes  que  nous  avons 
données;  mais  il  sera  généralement  plus  simple  de  s'appuyer 
sur  la  remarque  que  nous  avons  faite  tout  à  l'henre.  En  dé- 
signant par  a  la  racine  inconnue  qui  doit  entrer  dans/(j:) 
au  degré  n  de  multiplicité ,  on  devra  avoir  -., 

/(a)  =  0,   r(a)  =  0,     /^•(a)  =  0. 

Les  conditions  demandées  s'obtiendront  en  éliminant  a  entre 
ces  n  équations  9  on  aura  ainsi  (n — 1}  équations  de  condi- 
tion. On  pourrait  aussi  exprimer  qu'il  existe  entre/(j:)  et 
fjc)  un  plus  grand  commun  diviseur  du  (n —  1)*  degré ,  ce 
qui  donnerait  (n  —  1)  équations  de  condition,  en  identifiant 
à  zéro  le  dernier  reste  de  l'équation  ;  et  de  plus,  il  faudrait 
exprimer  que  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  une  (n — i)* 
puissance  exacte ,  ce  qui  donnerait  en  sus  (n — 2)  condi- 
tions. Toutes  ces  conditions  devraient  ensuite  se  réduire  à 
(/»  — 1) etc. 
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SECONDE   PARTIE. 

Méthode  qu*on  peut  tirer  de  la  théorie  des  racines  égales 
pour  mener  les  tangentes  aux  courbes  algébriques. 

Soit  une  droite  MN  qui  coupe  uue  courbe  en  divers  points 

M ,  N , Si  Ton  conçoit  que  la  droite  MN  tourne  autour 

du  point  M ,  jusqu'à  ce  qu'un  second  de  ses  points  d'intersec- 
tion N  vienne  coïncider  avec  le  premier ,  dans  cette  position, 
la  sécante  sera  devenue  tangente. 

Ainsi,  on  peut  définir  la  tangente  à  une  courbe,  en  la  consi- 
dérant comme  une  droite  dont  deux  points  d'intersection  se 
sont  réunis  en  un  seul ,  la  droite  ayant  tourné  autour  de  l'un 
d'eux  comme  fixe.  Par  là  on  voit  qu'une  tangente  peut  avoir 
un  nombre  illimité  de  points  communs  avec  la  courbe,  sans 
cesser  d'être  tangente,  et  qu'une  droite  qui  n'aurait  qu'un 
point  commun  avec  la  courbe ,  ne  serait  pas  pour  cela 
tangente. 

Cek  posé ,  il  s'agit  de  mener  une  tangente  à  une  courbe 
algébrique  f{x ,  ^)  =  0 , 

d'après  la  théorie  des  racines  égales. 

Soit  yzszax-^-b^ 

l'équation  de  la  tangente  cherchée  ;  je  vais  déterminer  les 
conditions  auxquelles  cette  droite  doit  satisfaire  pour  être 
tangente.  Si  l'on  cherche  les  coordonnées  d'intersection  de 
cette  droite  avec  la  courbe,  on  aura,  pour  déterminer  x, 
l'équation  /(x,  ax-\-b)=zO. 

Cette  équation  admet  autant  de  valeurs  réelles  de  x^  que  la 
droite  aura  de  points  sur  la  courbe.  Si  maintenant  on  veut 
que  la  drolle  devienne  tangente ,  c'est-à-dire  que  deux  de  ses 
points  d'intersection  viennent  se  réunir  en  un  seul ,  il  fau- 
dra que  l'équation 

f(x ,  aj:  -f  ^)  =  0 
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admette  une  racine  double.  Celte  condition  est  suffisante  ;  car 
la  droite  ayant  deux  points  qui  coïncident ,  c'est-à-dire  deux 
points  inflniment  voisins  sur  la  courbe,  sera  évidemment 
tangente. 

La  question  est  donc  ramenée  à  déterminer  les  conditions 
pour  qu'une  équation  algébrique 

/(x,  ax  +  b)  =:0 

ait  deux  racines  égales  entre  elles. 

Pour  cela,  on  pourra,  ainsi  que  nous  l'avons  indiqué, 
chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  y*(j: ,  ax  +  6) 
ct/'(x,  ax  +  b)  y  et  exprimer  que  ce  plus  grand  commun 
diviseur  est  du  premier  degré ,  ce  qui  se  fera  en  égalant  le 
dernier  reste  de  Téquation  à  zéro,  et  donnera  une  condition 
de  la  forme  y  (a,  ^)  =  0  ; 

ou  bien  on  pourra  diviser^ (x,  ax  +  b)  par  un  facteur  de  la 
forme  (x  —  a)%  et  exprimer  que  le  reste,  qui  sera  du  pre- 
mier degré  eu  x,  doit  être  identiquement  nul.  On  aura  deux 
équations  de  la  forme  M  =  0,  N  =  0,  M  et  N  étant  des 
fonctions  de  a,  b,  a.  Eliminant  a  entre  ces  deux  relations , 
on  devra  trouver  la  condition  cherchée  <})(^z,  6)  =  0.  Le  pro- 
cédé qui  consiste  à  éliminer  x  entre  les  deux  équations 
f{x^  ax+  b)  =  0,/'  (x,  ax  +  fr)  =0,  ramènerait  au  premier 
mode  de  calcul. 

On  aura  donc  ainsi  l'équation  de  la  tangente  à  la  courbe 
f[x ,  ^)  ^  0  ;  et  cette  équation  sera 

y=zax  +  b^      avec  la  condition      ^(tf,  ô)s=0. 
Dès  lors  on  peut  résoudre  toutes  les  questions  qu"il  est 
possible  de  se  proposer  sur  les  tangentes.  Par  exemple  : 
Mener  une  tangente  qui  passe  par  un  point  donné  (x',  y')* 
Il  faudra  joindre  à  la  condition  ^  (^z,  ^)  =  0  la  condition 
y  =  ax'  +  b'y  et  les  deux  équations  détermineront  complète- 
ment a  et  b. 
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Mener  %me  tangente  parallèle  d  une  droite  donnée. 

Le  coefficient  angulaire  a  de  la  tangente  cherchée  sera  le 
même  que  celui  de  la  droite  donnée  ;  et  l'ordonnée  de  la  tan- 
gente sera  donnée  par  l'équation  à  une  inconnue 

Généralement,  on  pourra  demander  que  la  tangente  satis- 
fasse à  une  condition  exprimée  par  une  relation  de  la  forme 

On  aura ,  pour  déterminer  a  et  6 ,  les  deux  équations 

Deux  conditions  déterminent  la  tangente,  ainsi  que  toute 
droite.  Ce  n'est  que  dans  des  cas  particuliers  qu'on  pourra 
assujettir  la  tangente  à  satisfaire  à  plusieurs  conditions  à  la 
fois ,  marquées  par  des  équations  de  la  forme 

>|»(a,  t)  =  0,    4»,(a,6)  =  0 outre  <p{a,  6)a=0. 

n  faudra  que  toutes  ces  équations  admettent  un  certain 
nombre  de  solutions  communes. 

Cette  manière  de  mener  les  tangentes  à  une  courbe  ne 
pourrait  être  regardée  comme  complètement  satisfaisante,  si 
die  ne  faisait  pas  connaître  la  forme  remarquable  qu'est 
susceptible  de  prendre  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 
menée  par  un  point  donné  sur  la  courbe.  Or  la  détermination 
de  ce  coefficient  angulaire  peut  se  rattacher  à  la  théorie  des 
racines  égales. 

En  effet,  supposons  d'abord  que  l'origine  des  coordonnées 
soit  sur  la  courbe,  et  que  ce  soit  par  ce  point  qu'on  Tem'lle 
lui  mener  nne  tangente.  L'équation  de  la  courbe  sera  de  la 
forme         Bj:+Cj^  +  Dx'  +  Ex^  +  Fy+....»=0, 

et  celle  de  la  tangente      ^  =  ax. 
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Les  absdsBes  des  points  dlntenection  de  la  droite  avec  la 
courbe  seront  données  par  l'équation 

(B  +  Ca)jc  H-  (D  +  Ea  +  Fa*)x'  + =  0- 

n  iant  actneUement  exprimer  que  cette  équation  a  des 
racines  égales  ^  et  l'on  sait  déjà  que  ces  deux  racines  égales 
doivent  être  nulles.  On  a  donc  immédiatement 
B+Ca=:0. 

Du  reste,  en  appliquant  les  procédés  ordinaires,  ils  don- 
nent  le  même  résultat.  En  eflet ,  la  première  méthode  con- 
siste à  diviser  /  (x)  par  (x— a)%  ici  égal  à  x*  à  cause  de  la 
valeur  connue  a=0,  et  à  égaler  à  zéro  le  reste  B+Ca.  La 
seconde  méthode  consiste  à  chercher  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre/(j:)  eifix)  ;  et  comme  on  sait  d'ailleurs  quel 
doit  être  ce  plus  grand  commun  diviseur ,  a:  —  a  =s  j:  ,  cela 

revient  à  dire  que  f\x)  ou  B+Ca+x(i*....)+ =  0 

admet  une  racine  nulle ,  ce  qui  donne  B+Gâ;  ==  0.  Enfin, 
on  a  vu  que  le  troisième  procédé ,  dans  le  cas  d'une  racine 
double,  est  le  même  que  le  second. 

Ainsi ,  on  voit  que  la  théorie  des  radnes  égales  indique  la 

condition 

B-i-Ca=0, 

B  /'fle 

d'où      a  =  —  -•  =  —  77-  (puisque  l'on  a  Btt+C6+...=  0). 

Nous  avons  supposé  que  le  point  de  la  courbe  par  lequel  on 
veut  mener  la  tangente  était  à  l'origine  des  coordonnées.  Or, 
on  peut  toujours  transporter  l'origine  au  point  par  lequel 
on  voudra  mener  la  tangente.  Ainsi ,  soit  (a,  ^  )  ce  point  : 
il  faudra  substituer  dans  l'équation, 

et  Ton  aura,  comme  on  sait, 
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En  appUiiuaat  la  méthode  qui  précède,  on  aura  enoore 

^  € 

Telle  est  donc  la  valeur  générale  da  coefficient  angolaire  de 
la  tangente,  obtenue  par  un  procédé  qui  se  rattache  à  la 
théorie  des  racines  égales. 

La  théorie  des  racines  égales  fournit  encore  le  moyen  de 
déterminer  1^  points  d'inflexion  d'une  courbe 

il  sufiBt  en  effet  d'exprimer  que  la  droite  MN , 

a  trois  points  communs  infiniment  voisins  sur  la  courbe,  ou 
que  réquation        f{x ,  <za:  -f  6)  =  0 

a  (rois  racines  égales  entre  elles  ;  et  de  même  pour  les  cas 
de  contact  plus  intime,  où  la  courbe  est  coupée  par  la  droitn 
en  un  plus  grand  nombre  de  points.  Mais  il  existe  pour 
toutes  ces  déterminations  des  méthodes  plus  expéditives  ;  ces 
méthodes  ne  doivent  pas  être  exposées  id. 


QUESTIONS 
SUR  LES  MAXIMA  ET  LES  MINIMA, 


(  Suite.  ) 


IV. 

Pff.  Trouver  dans  la  parabole  la  normcUe  qui  intercepte 
la  plus  petite  aire. 
Sot.  Soit  j'  ==2px  l'équation  de  la  parabole  donnée*  Dési- 
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gnons  par  —  m  la  tangente  de  l'angle  que  la  normale  cher- 
chée fait  avec  Taxe  des  j:;  Téquation  de  cette  normale 

sera  ^  =  —  mx  +  ^  (/»'  +  2/w) , 

et  les  points  où  elle  rencontre  rectangulairement  et  oblique- 
ment la  courbe  auront  respectivement  pour  coordonnées 

on  en  déduit  aisément  l'aire  interceptée  par  la  normale 
S— P'"*'  [  P'"»  I  P'('»'+2)^    PJm'+^fp  (TO'+2)'  pm'\ 

on  en  simpIiGant 


Maintenant,  d'après  le  théorème  du  $1,  le  minimum  de 
cette  aire  aura  lien  quand 

m*+l  =  2m%     d'où    m  =  ±l. 

Ainsi  la  normale  cherchée  fait  un  angle  de  iS""  avec  Taxe 
des  X ;  pour  cette  normale,  on  a 

x'=|,y=±;,,  :r"=^,y'=q:3/»,  S=*^;,-.  etc. 

Si  on  calcule  la  portion  de  la  normale  comprise  dans  la 
courbe  et  le  rayon  de  courbure  correspondant  au  point 
x*,  y,  on  trouve  successivement 

ce  qui  fait  voir  que  la  partie  de  la  normale  comprise  dans 
la  courbe  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  son  point  de 
rencontre  avec  la  développée  ;  on  verrait  aussi  sans  peine 
que  si ,  par  ce  point  de  rencontre ,  on  mène  une  parallèle  a 


Digitized  by  LjOOQ  IC 


—  ee  — 

Taxe  des  jr,  on  divise  Taire  interceptée  par  la  nonnale  en 
deux  parties  égales,  etc. 


Pr.  Trouver  dam  Fellipse  la  normale  qui  intercepte  la 
plus  grande  et  par  conséquent  la  plus  petite  aire. 

Sol.  Soii  y +b^x^  =  b^  réquation  de  Tcllipse  proposée 
(  nous  faisons  ponl"  simplifier  a  =  1  ),  et  m  la  tangente  de 
Fangle  que  la  normale  cherchée  fait  avec  Taxe  des  x, 
l'équation  de  cette  normale  sera 

c*m 

et  les  points  où  elle  rencontre  rectangnlairement  et  oblique- 
ment la  courbe  auront  respectivement  pour  coordonnées 


D'ailleurs  l'aire  interceptée  par  la  normale 

Poor  que  cette  aire  soit  maximum  on  minimiim,  il  faut  qae 
sa  difiérentielle  soit  nalle  ce  qai  domie 

^da/—^y"daf'—b'jifdy—bydx'—<*jddy"-{. 


ou 


oa 


yda/— afdy+x"dy'~y'dx"+ 
+  é'(ydx'+  a/dy-^dy^yda!) = o , 


_^V.'^+  y"rf.  ^  +  c'rf.:r'(y-y') =0, 
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d'où ,  en  yertu  des  valeurs  de  aé^  y,  ^\  y"  écriles  d-dessas 

d'où  m^-^-m^  —  m^—^^^. 

Cette  équation  donne  ±  1  pour  yalears  admissibles  de  m. 

Cela  nous  montre  que  dans  l^ellipse  comme  dans  la  para- 
bole la  normale  qui  intercepte  la  plus  petite  aire  fait  un 
angle  de  45*"  avec  Taxe  des  x  ;  pour  cette  normale  on  a 

1/1  +  6*  1/1  +  6* 

la  valeur  de  S  n'offl*e  rien  de  remarquable*  Si  on  calcule  la 
portion  de  la  normale  comprise  dans  la  courbe  et  le  rayon 
de  courbure  correspondant  au  point  a/,  y,  on  trouve  la 
portion  de  la  normale  double  du  rayon  de  courbure;  ce  qui 
montre  que  la  portion  de  la  normale  comprise  dans  la  cour- 
bure est  divisée  en  deux  parties  égales  par  son  point  de 
rencontre  avec  la  développée  »  etc. 

VI. 

Pr.  Déterminer  dans  la  parabole  la  normale  qui  inter-- 
cepte  le  plus  petit  arc. 

Sol.  Soit  y  =  2px  l'équation  de  la  parabole.  Considé- 
rons une  de  ses  normales,  et  soient  j/,  y  ;  j:",  —y,  les 
coordonnées  des  points  où  elle  rencontre  rectangulairement 
et  obliquement  la  courbe.  Soit  enfin  S  Tare  intercepté  sur  la 
courbe,  nous  aurons 

pS  =y*^ï/?H7^rfy  +  f^y^^dy. 
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Des  deux  premières  éqaations  on  tire 

2/1 
et  portant  dans  la  troisième 

2p' =/(/'-/).  (1) 

Maintenant  pour  que  S  soit  minimum,  il  faut  que  sa  diffé- 
rentielle soit  nulle ,  ce  qui  donne    - 

VTT^ày  +  vy+p^dfz=.  0 ,        (2) 

mais  de  Féqualion  (1)  on  tire 

o=4r'(y'-y)4-y{4r"-rfy),   d'où   dy^-£fi^„, 
portant  dans  (2)  et  supprimant  dy\  il  vient 

y  K7^+/+(2^'-y')  Vy+y^^  o, 

éliminant  y  entre  cette  équation  et  l'équation  (1),  on 
trouve 

d'où 

y-3-et.r-±^^.^-.-,i,j^^it:^^  X  ^  ^p. 

La  valeur  de  S  n'olTre  rien  de  remarquable.  Si  on  calcule  la 
portion  de  la  normale  comprise  dans  la  courbe  et  le  rayon 
de  courbure  correspondant  au  point  j/,  y,  on  trouve  suc- 
cessivement 

ce  qui  montre  que  la  portion  de  la  normale  comprise  dans  la 
courbe  est  divisée  par  son  point  de  rencontre  avec  la  déve- 
loppée dans  le  rapport  de  2  à  1 ,  etc. 
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VII. 

Pr.  Déterminer  dans  Fellipse  la  normale  à  laquelle  correS" 
p(md  le  plus  petit  arc. 

Sol  Soit  toujours  y+b^x^zsib*  Féquation  de  rdllpse 
donnée ,  et  m  la  tangente  de  Fangle  que  la  normale  cher- 
chée fait  ayec  l'axe  des  a: ,  de  sorte  que 


y^zmx- 


V/1+6V 


'm 
soit  Féquation  de  cette  normale,  et 


_  (1— aftv— y  ,^_       (2— y4-m')6'm 

les  coordonnées  des  points  où  elle  rencontre  rectangulaire- 
ment  et  obliquement  la  courbe  ;  nous  devons  avoir 

^  V/^a/'+£/y"  +J  ^    \/rfa/'*  +  ^y»  =max.oumin., 

ce  qui  exige  que  la  différentielle  du  premier  membre  soit 
nulle,  ou  que 

y^ite'"+rfy"  +  \/rfi''"  +  rfy"  =  0, 
d'où  djd^  +  rfy  =  da^'^^dy"' , 

d'où  (cir' + djd')  {da/  —  dx")  +  (dy  +  rfy )  (rf/'  —df) = 0 , 

ou   d(x^+x^')d{x'—a/')+d(y^y')d{y—y')=o, 

substituant  à  jZ+x",  a/ — jc",  y+y\  y-^y"  les  valeurs 
que  Fou  déduit  des  équations  (1) ,  on  trouve  sans  difiBculté 

(;7i«_ iV/i«—  2//i')  (6'm*+  Z>"  (3— .Z>')/?i»  +  6*—  26'  +2) 
+  (2ym4  +  /n«~.6')  I  (2ft^— 26'+ l)m*+(36»  —  l)w'+6'  j  =0, 
ou  en  simplifiant  et  posant  m^=u 

b'u^  +  6' (46^  —  66'  +5)tt*+(6'+ 66*—  86'+  3)^3  — 
—  (36*— 86*+ 66'+ 1)m'— (56*— 66* +  4)14— 6^=0. 

Digitized  by  LjOOQ  IC 


-^  70  - 

Cette  éqaalioa  admet  pour  racine  — 1 ,  sapprimant  cette  ra- 
cine, qui  est  évidemment  étrangère,  il  vient 

—  2(26*  — 36*+2)tt— 6*=0, 

équation  du  quatrième  degré  qu'il  ne  me  parait  pas  facile  de 
résoudre.  On  peut  reconnaître  pourtant  qu'elle  n'a  qu'une 
racine  réeUe  positive,  que  cette  racine  n'est  ni  entière  ni 
fractionnaire,  et  qu'enfin  die  ne  correspond  pas  comme 
l'indiquerait  l'analogie  de  la  parabole,  à  la  normale  dont  la 
partie  intérieure  à  la  courbe  est  divisée  par  le  point  de  con- 
tact avec  la  développée  dans  le  rapport  d6  â  à  3. 

VIII. 

Pr.  Parmi  tom  Un  triangles  de  mime  périmèlre  et  de  même 
surface  j  trouver  celui  dans  lequel  la  distance  entre  les  centres 
de  gravité  du  périmètre  et  de  la  surface  est  maximum ,  et  celui 
dans  lequel  la  mime  distance  est  minimum. 

Sol.  Soient  a ,  6 ,  c  les  trois  côtés  du  triangle  cherché  ;  ap- 
pelons j:  ,  ^,  et  jc\  y  les  coordonnées  respectives  des  centres 
de  gravité  dé  la  surface  et  du  périmètre  de  ce  tringle ,  [irises 
par  rapport  à  deux  de  ses  côtés  a  et  6,  par  exemple ,  que  nous 
supposerons  faisant  entre  eux  un  angle  6. 

Il  s'agira  de  trouver  a ,  6 ,  c  de  manière  que 

(1)     a"=(j:— j/;+(^— y)'+2(x— a/)  o— y)  cose 

soit  maximum  ou  minimum,  sachant  que  ces  variables  véri- 
fient les  conditions 

(2)         a+b+c  =  2p,p(p—a){p^b)(p  —  c)  =  S% 

tf>0,  6>0,  c>0,  a<fc4-c,   6<a+c,  c</ï-f6, 
OÙ  les  constantes  2/?  et  S,  qui  représentent  respectivement  le 
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périmètre  el  la  surface  da  triangle  cherché ,  sont  supposées 

telles  qae27S*  J^p^j  afin  que  ce  triangle  soit  possible. 
On  déduit  aisément  du  principe  des  moments 


substituant  ces  valeurs  dans  l'égalité  (1) ,  il  vient ,  en  se  rap- 
pelant  que  cos  6= —     ,     », 

(3)        144p'S'=a*(2&— tf— c)*  +  6*(2a  — 6— c)*+ 

+  (26  —  ^i— c)  (2^ï—  6 — c)  {a*  +  f  —  c«) 
=  û*(2&  — tf— c)(6  +  a  — 2c)  + 
+y(2c— a  — 6)(6+c— 2a)  +  c*(2a— 6-i-c)(a+c— 26), 
posons 

2  2  2 

les  équations  de  condition  (2)     remplaceront  par 

(5)  x+r+2^=o, />(xr+j»+r«)— 3'^»= — ôT^^"^^^'' 
2       _     2      ^     2 

111 
^<lPj    ^<'^P^    ^<lP^' 

et  réquation  (3)  deviendra 

144/A'=  -(2p+3a:)\rz-  (2/?  +  3^)« zx - (2p+ 3z)' :r^  = 

=  ~  ^p'C-^  +  «^21  +^«)  —  36pa:j^z , 
d'où 

aep^^  =  —p{Jcy  +  xz  +j^z)  —  9a:^z , 

d'où,  en  ajoutant  la  seconde  des  équations  (5),  multipliée 
par  3, 

36/?A' + 9A*  ==  —  ♦/K^ty  +  xz  +^z). 
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Cda  nous  fait  voir  que  les  valeurs  maximum  ou  minimum 
de  A'  et  de  —  [xy-^-xz+yz]  ont  lieu  en  même  temps.  Ainsi 
considérons  la  fonction  —  (xy-^xz-k-yz).  Posons 

(6)  -  (xy-\-xz  +yz)  =  Zm\ 

ce  qui  donne,  d'après  la  seconde  des  équations  (5) , 

Téquation  dont  les  racines  sont  x^y.z  sera 

(7)  1*3—  3/»*u+/?/;i"  — 45=0, 

et  comme  d'après  les  six  dernières  des  conditions  (5)  x,  y,  z 

2  n 

doivent  être  compris  entre  —  ô/'  ^^  o  '  l'^q'wi^ioï*  O)  devra 

o  o 

avoir  ses  racines  réelles  et  toutes  les  trois  comprises  entre 

2       p 
—  -/'  et^  ;  exprimons  que  cela  a  lieu ,  et  nous  connaîtrons 

les  limites  de  m. 

A  cet  effet,  j'applique  le  théorème  de  M.  Slurm  à  l'équa- 
tion dont  il  s'agit,  je  trouve  pour  la  suite 

U,  =  4m«— (^/i»»  — A3)*; 
je  fais  maintenant  dans  cette  suite  successivement 

ce  qui  me  donne  pour  u  = ^  : 

pour  U=z^: 
3 
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La  première  suite  ne  doit  présenter  que  des  variations ,  et 
la  seconde  que  des  permanences;  j'ai  donc 

4i»«-(/»m'-A')'>0,    '«'<Ç,     lpm'<k\ 

Je  n'écris  pas  la  relation  ^  —  *'  >  0  qui  est ,  on  le  voit 

aisément,  une  identité. 

La  seconde  inégalité  est  inutile  à  cause  de  ravant-derniérej 
la  première  et  ravant-demière  sont  égaleoieut  inutiles  à 
cause  de  la  dernière  ;  on  peut  donc  ne  considérer  que  les 
trois  inégalités 

02.3  q  1.3 

m'>^,    im^—{pm'—k^y>0,    m'<— .     (8) 
ip  p 

la  seconde  de  ces  dernières  peut  se  mettre  sous  une  autre 
forme,  eUe  revient  d'abord  à 

(2/»3  —pm'  +  *5)  {2m^+pm'^  *») >  0, 
et  puis  à 

(OT*  —  a')  (m"  —  a'*)  (Ht*  —  o{")  >  0 ,  (9) 

en  appelant  a,  «, <x"t  les  racines  de  l'équation 
2/n^— /?w'+*3==0. 

Je  fais  remarquer,  maintenant ,  que  les  racines  «',  «',  a ', 
sont  toutes  trois  réelles ,  que  deux,  sont  positives  et  une 
négative,  et  qu'enfin  la  racine  négative  est  en  valeur  ab- 
solue la  plus  petite  des  trois.  En  effet  si  l'on  substitue  à  m 

p 
dans2m*—pm'+*3, successivement  — 00,  o,  •^,  oo,  on  ne 

trouve  que  des  variations  ;  cela  fait  voir  déjà  que  les  trois 
racines  sont  réelles  et  qu'il  y  en  a  deux  positives  et  une  né- 

A3N.  DES  MatHëUAT.  111.  ^ 
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aa 


gativc  j  pais  si  of'  est  la  racine  négative,  le  troitièBie  terme 
manquant  dans  l'éqoation,  on  a 

a"(a  +  a')+ao<'=:0,     OU     —  «"  =  - 

d'où 

__^'_«  = £_,    et    -«"-«'=_-£_. 

Ce  qui  fait  Toir  que  a  et  a'  sont  plus  grandes  que  la  yaleur 
absolue  de  a!\ 

Cela  étant,    si  nous  supposons  a'  >  a'^>  a"%    l'inéga- 
lité (9)  revient  à  Finégalité 

'»•>«•,  (10) 

ou  aux  deux  inégalités 

m'<a'%     m»>«"*.  (11) 

L'inégalité  (10)  est  inadmissible,  car  m*  doit  être  <  —  en 

P 

vertu  de  la  troisième  des  inégalités  (8)  et  —  est  <  a\  ainsi 

P    

qu'on  le  recomiatt  en    substituant    \/  —  à  m  dans 

2m3  —  pm^  '\-  k^  \  nous  ne  devons  donc  prendre  que  les  deux 
inégalités  (11).  Je  dis  maintenant  qu'à  cause  de  ces  deux  der- 
nières inégalités  la  première  et  la  troisième  des  inégalités  (8) 
sont  inutiles  ;  en  effet  si  l'on  substitue  à  m  dans  2m^—pnt*+^ 

V/3^î        .      y    3p 
—  et  V/    — ,  on  trouve  d'abord 

un  résultat  positif  et  puis  un  résultat  négatif.  Cela  prouve 

que  —  \/  —  est  >  a",  et  que  y/  —  est  >a',  ou  bien 

que  -— est  <  «"*  et  que  —  est>/%  donc,  etc.  Ainsi  nous 
7p  p 

n'avons ,  en  déflnitive ,  qu'à  satisfaire  aux  deux  inégalités 
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NoQB  en  ooDClnrons  que  m' ^  ce""  est  la  plas  petile  valeur  de 
m'  et  que  m*=  c/'  est  la  plus  grande.  Pour  chacune  de  ces 
valeurs  de  nC  Téquation  (7)  admet  deux  racines  égales,  donc 
pour  les  valeurs  maximum  et  minimum  de  m' ou  de  A ,  deux 
des  trois  quantités  x^y^Zy  et  par  conséquent  deux  des  trois 
quantités  a^h^c^  sont  égales ,  ainsi  les  triangles  clierchés 
sont  des  triangles  isocèles  ;  de  plus  comme  dansle  cas  de  j:  =  j^, 
on  a  x'  =  m'  en  vertu  de  Féquation  (6)  et  de  la  première 
des  relations  (5),  on  voit  que  le  triangle  isocèle  pour  lequel 
A  est  maximum ,  est  celui  qui  a  le  plus  grand  côté  double ,  et 
que  le  triangle  isocHe  pour  lequel  A  est  minimum  est  celui 
qui  a  le  fdua  petit  oMé  double.  (La  fk^proehainâmmi.) 


QUÂDRATUBB  DB  LA  CX)URBB  RBPRÉSENTiS  PAR  L'ÉQUATION 

IV. 


On  peut  aisément  construire  et  discuter  la  courbe  dont  il 
s'agit.  On  reconnaît  ainsi  qu'elle  estfsymétrique  par  rapport 
aux  axes,  qu'elle  est  comprise  entre  l'axe  des^  et  une  pa- 
rallèle à  cet  axe  menée  à  la  distance  1 ,  que  son  point  le  plus 

3  3|/"3 

haut  a  pour  ooordonnées  op  ss  - ,  ^  =  ,  qu'elle  est 

tangente  à  la  parallèle  à  l'axe  des  y  menée  à  la  dbtance  i , 
qu'elle  a  un  point  de  rebroussement  de  première  espèce  à 

l'origine,  qu'elle  a  une  inflexion  au  point  x  = j — , 


r^We  V^3-9,etc, 
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Jo  mo  contenterai  de  faire  remarquer  une  propriété  qui 
conduit  d'une  manière  élémentaire  à  la  quadrature  de  la 
courbe. 

Considérons  le  cerde  représenté  par  Téquation 

et  retranchons  d'une  ordonnée  positive  quelconque  de  ce 
cercle  l'ordonnée  positive  correspondante  à  la  même  abscisse 
de  la  courbe  proposée,  il  viendra 

Y— j^  =  (l  — j:)V/x(1— X) 

Or,  le  second  membre  n'est  autre  chose  que  la  valeur  de 
l'ordonnée  de  la  courbe  correspondante  à  l'abscisse  1 — j:  ;  on 
conclut  de  là ,  par  la  méthode  des  infiniment  petits,  que  l'es*- 
pace  compris  entre  VacLe  des  x  et  la  partie  de  la  courbe  située 
au-dessus  de  cet  axe  est  égal  à  l'espace  compris  entre  cette 
même  partie  de  la  courbe  et  la  demi-circonférence  placée  au- 
dessus  ,  et  par  conséquent  que  Faire  de  la  courbe  est  moitié 

de  celle  du  cercle,  ou  -. 


NOTE  SUR  UN  THÉORÈME  D'ALGÈBRE  ; 

PAR  AtLCAB  TaÉBBlLT  (*). 


On  trouve  à  la  page  46S  du  tome  II  de  cet  ouvrage  une 
démon^ation  du  théorème  suivant,  qu'on  peut,  ce  me  sem- 
ble, présenter  beaucoup  plus  simplement. 

THÉORéMK.  A.  et  B  sont  deux  nombres  entiers  et  positifs , 
ayant  plus  de  la  moitié  des  chiffres  à  gauche  en  commun  ^  et 


(*)  M.  Arcas  Tréberl  nous  a  adressa  un  Mémoire  qui  sera  publié  dans  notre 
prochain  numéro. 
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^  i        1 

A  >  B.   On  a  toujours  A^  —  B  p  <  -  (p  étant  entier  et 

positif). 

Démonstration.  On  a  idenliqaement 


x—y 


Posant  x"  =  A ,  y  =  B ,  on  aura 

.  -     ir.-  ^1 .  1•y^A- b/ 

Ap-Bp<-y/4,^. 

Soit  k  le  nombre  des  chiffres  de  A  —  B,  B  aura  au  moins 
2A-I-1  chiffres,  donc 

A  — B<10*etB>  10"*, 
d'où      (A-B)>  iO'>*  1 

pnisqae  p  est  au  moins  égal  à  2. 

Donc  enfin  A*»— Bp<-. 

P 

C.  Q.  F.  D. 


NOTE 

SUR 

LES  CENTRES  D'HOMOLOGIE. 


>ncien  professeur  dans  les  Collèges  royaui. 

Soient  dans  un  plan  deux  figures  semblables ,  d'ailleurs 
quelconques,  ABC....  tXabc,.,^  {fig.  ll),dontlescùtéssoicnt 
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parallèles  et  de  même  sens;  ou  bien  ABC...  et  alUc\,„  dont 
les  côtés  soient  parallèles  et  de  sens  contraires. 

On  sait  que  les  droites  Aa ,  BA ,  Ce,  etc.,  ou  ka%  Bfr',  Ce', 
etc.,  qui  joignent  Aeax  à  deux  leurs  points  homologues,  oon- 
courent  en  un  même  point  I ,  situé  sur  le  prolongement  de 
ces  droites  dans  la  première  hypothèse,  et  entre  les  points 
homologues  considérés  dans  la  seconde. 

Ce  point  a  été  nommé  centre  de  similitude  ou  d'homologie , 
direct  dans  le  premier  cas ,  inverse  dans  le  second.  Gomme 
la  théorie  des  centres  d'homologie  est  encore  peu  répandue, 
nous  croyons  utile  d'exposer  ici  quelques-unes  des  propriétés 
de  ces  centres  qui  ne  ndus  paraissent  pas  suffisamment  édair- 
cics. 

Nommons  d  la  distance  de  deux  côtés  homologues  et  pa- 
rallèles des  deux  figures ,  X  et  x  les  distances  du  point  I  à 

ces  droites,  et-  le  rapport  d'homologie.  Ton  aura  dans  le 


premier  cas 


X=  ; iet:c  = 


et  dans  le  second  : 

X  =  r-r— .etx  = 


On  voit  par  ces  râleurs  que  si  l'une  des  deux  figures  yieut 
à  se  mouvoir  parallèlement  à  elle-même  dans  le  plaa,  de 
manière  que  la  distance  d  demeure  constante ,  le  centre  I  se 
mouvra  aussi  sur  une  parallèle  aux  deux  côtés  homologues 
considérés ,  et  pourra  prendre  sur  cette  parallèle  telle  posi- 
tion que  l'on  voudra. 

D'ailleurs ,  si  Ton  fait  varier  d ,  la  distance  de  cette  paral- 
lèle à  chacun  des  deux  côtés  homologues  pourra  devenir 
aussi  grande  et  aussi  petite  que  Ton  voudra  i  d'où  il  suit  qu'il 
n'est  pas  de  point  du  plan  qui  ne  puisse  être  considéré 
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comme  le  centre  d'homologic  do  deux  figures  semblables  et 
parallèles  données  placées  conTenablement  dans  ce  plan. 

Si  Von  fait  tourner  l'un  des  deux  systèmes  abc,..^  je 
suppose ,  autour  du  point  I ,  de  sorte  que  chaque  sommet 
décrîTe  on  arc  de  cercle  du  même  nombre  de  degrés  dont  ce 
point  soit  le  centre,  alors  les  droites  Aa,  Bfr,Bc,  etc.  Ifig.  13) 
ne  passeront  plus  par  le  point  I  ;  mais  le  point  I  sera  toujours, 
comme  dans  la  première  figure,  le  sommet  commun  des 
triangles  semblables  ayant  pour  bases  les  côtés  ou  lignes 
homologues  ABei  ab,  XCeiac^  6G  et  bc^  etc.  ;  il  sera  en- 
core le  point  unique  du  plan  où  deux  points  homologues  des 
deux  systèmes  seront  confondus  en  an  seul,  et  l'on  aura  les 
proportions  suiyantes  : 

IA:la::AB:ab 

IB:lb::AB:ab 

IC:îc::AB:ab 
Etc. 

Réciproquement ,  si  le  point  I  est  tel  que  deux  des  pro- 
portions précédentes  aient  lieu ,  il  est  facile  de  reconnaître 
que  toutes  les  autres  auront  lieu  également ,  et  que  par  suite 
le  point  I  sera  le  centre  d'homologie  des  deux  figures. 

Supposons  maintenant  que  la  figure  a^c...  tourne  &iir  ab 
comme  axe  et  vienne  prendre,  dans  le  plan,  de  l'autre  côté 
de  ab ,  la  position  symétrique  abc'...,,  etc. 

S'il  existe  un  point  K  entre  les  droites  AB  et  aby  tel  que  les 
triangles  KAB,  Kab  soient  semblables,  les  triangles  KAC 
et  Kac,  KBG  et  Kb(/,  etc.,  le  seront  aussi,  et  Ton  aura  les 
proportions  suivantes  : 

KA:Ka::kB:ab 
KBlKby.ABlab 
KC:Kc'::AB:d6, 
Etc. 
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CVst  à-dire  que  le  poial  K  sera  le  centre  d'homologie  par 
symétrie  des  polygones  symétriquement  semblables  ABC... 
et  ahc\,. 

Cela  posé  Je  vais  démontrer  que  deux  systèmes  de  points, 
directement,  inyersement  on  symétriquement  semblables 
dans  un  plan ,  qui  ont  deux  droites  données  pour  c6tés  ho- 
mologues ,  ont  toujours  un  centre  d'h(«nologie  et  ne  peuvent 
en  avoir  qu'un  seul ,  quelles  que  soient  la  grandeur  et  la  po* 
sition  de  ces  droites  dans  le  plan. 

On  sait  que  dans  un  plan  le  lieu  des  points  dont  les  dis- 
tances à  deux  points  donnés  À  et  B  {fig,  13)  sont  dans  le  rap- 
port donné  de /;  à  ^,  est  une  circonférence  de  cerde  dont  le 
centre ,  en  supposant/?  >  q^  est  au  delà  du  point  B ,  sur  le 
prolongement  de  AB ,  et  que  si  0  est  le  centre  de  cette  cir- 
conférence ,  et  I  le  point  où  elle  coupe  AB ,  l'on  a 

oi=:^L2<iB   ,,   oB=.   ^«' 


AI-IB  AI-IB* 

En  nommant  /  la  longueur  de  AB ,  r  le  rayon  du  cercle  et  d 
la  distance  OB ,  les  expressions  précédentes  deviennent 

f-q''  p'-q' 

Soit  maintenant  un  quadrilatère  quelconque  AB&a  (fig.  14) 
dont  les  côtés  A.a ,  'Rb  se  rencontrent  en  O. 

Je  dis  que  la  circonférence ,  lieu  des  points  dont  les  dis- 
tances aux  points  k  ei  a  sont  dans  le  rapport  de  KRiab^  et 
la  circonférence ,  lieu  des  points  dont  les  distances  aux  points 
B  et  ^  sont  aussi  dans  le  rapport  de  kBiab,  se  coupent 
toujours. 

En  effet ,  soit  K  le  centre  de  la  première  et  L  celui  de  la 
seconde  ;  nommons  p  et  ^  les  deux  côtés  AB  et  ab ,  et  soit 
p>q  ;  désignons  les  distances  OA,  Oa,  OB ,  Ob  respecti- 
vement par  a,  «',  j5,  p';  les  rayons  des  deux  circonférences 
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par  R  et  r,  et  les  distances  OK  et  OL  par  A:  et  / ,  noas  aurons 
d'abord 

^    ""7? — "^   ^         1? — :?"' 

pais 
par  suite 

on  réduisant 

P  — ? 
de  même 

Gela  posé ,  appelon»0  Fangle  AOB  et  d  la  distance  KL  des 
deux  centres.  Le  triangle  OKL  donnera 
rf'=A:'+/'— 2«cosô. 

Il  faut  donc,  si  la  proposition  énoncée  est  vraie, que  Ton 
ait  à  la  fois 

i/<R+r    et    rf>R-r, 

ou,  ce  qui  est  l'équivalent^  que  Ton  ait  les  deux  inégalités 
suivantes  : 

*^+^  — 2«cose<(R+r)'  (I) 

A»  +  /«_2A:/cose>(R-r)\  (2) 


Or 


et 


P  —^ 

A— r — -3 -3 • 

P  —^ 
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Remplaçons  dans  (I )  les  quantités  k,  /et  R 4- r par  lenrt 
Yalenrs,  ilyiendra 

</^V(«  +  P-«'-13Tî  (3) 

on,  développant  et  ordonnant, 

+  2pp'-2(«'p+aP')cOse]</,Y[a»+P'*+«'^P»_ 
—  2çi(«'+P')-ap(a'+P')  +  2ap+2a'P'].  (4) 

Remarquons  que  Ton  a 

p*  =  a'  +  3  '  —  2ap  OOS  e 

et  y"  =  «'•+  (3''—  2a! ff  Gos  e , 

et  que  par  suite  le  facteur  p*q*  est  commun  à  tous  les  termes. 
Alors  en  le  supprimant  et  en  remplaçant  p*  et  q*  par  leurs 
valeurs,  il  viendra,  en  effaçant  les  termes  communs  aux 
deux  membres  et  divisant  par  il ,  l'expression  suivante  : 

OU ,  en  passant  tout  dans  le  premier  membre, 

(COSÔ  + 1)  (ap'+  pa'-  ap  -a  'p')  <  0.  (5) 

Or  on  passe  do  Tinégalité  (1)  à  l'inégalité  (2) ,  en  changeant 
le  signe  de  r  ;  ce  qui  revient ,  en  remontant  à  Texpression  de 
cette  quantité ,  à  changer  le  signe  de  p  et  de  P'  dans  le  se- 
cond membre  de  (4)» 

La  seconde  condition  équivaut  donc  à 

(COSO  —  1)  («p'  +  pa'  — ap  —  a'p')  >  0.  (6) 

Or  quel  que  soit  le  signe  de  cosO ,  cosO+f  est  toujours  posi- 
tif et  cosO  —  1  toujours  négatif.  Pour  que  les  inégalités  (5)  et 
(6)  soient  satisfaites,  il  faut  donc  et  il  suffit  que  l'on  ait 

aP  +  a'P'>aP'  +  P«',  (7) 
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00  bien  que  la  somme 

aire  OAB  +  aire  Oab  >  aire  0Kb  *f-  aire  OBa. 
on,  en  supprimant  2  Oab  communs  aux  deux  membres,  que 

AB^  +  abA  >  abk  +  abB , 
ou  enfin  que  AB&  >>  abB. 

Or  cette  dernière  inégalité  est  manifeste*  Donc  les  deux 
circonférences  se  coupent.  Donc  en  revenant  à  la  proposition 
primitive,  quelle  que  soit  la  position  des  figures  semblables  di- 
rectes, inverses  on  symétriques ,  le  centre  d*homologie  existe 
toujours.  Mais  les  circonférences  R  et  r  se  coupent  en  deux 
points,  et  nous  avons  vu  que  le  centre  cherché  était  unique 
pour  les  deux  systèmes  considérés.  Ainsi  l'un  des  deux  points 
d'intersection  trouvés ,  toujours  facile  à  choisir  d'après  Tes- 
pèce  de  similitude  donnée ,  conviendra  seul  à  la  question. 
L'autre  sera  lié  au  premier  par  les  considérations  que  nous 
avons  précédemment  exposées. 

Pour  mettre  cette  dernière  assertion  hors  de  doute ,  exa- 
minons les  cas  particuliers  où  les  deux  systèmes  sont  pa- 
rallèles. 

Dans  cette  hypothèse ,  soient  AB  et  ab  {fig,  15)  deux  côtés 
homologues  des  deux  figures.  Prolongeons  Aa  et  Bb  jusqu'à 
leur  rencontre  en  I.  Tirons  Ab  et  Èa  qui  se  coupent  en  i, 
puis  menons  par  les  points  I  et  i  des  parallèles  wlml^m^'m}'' 
àAB^  et  par  ces  mêmes  points  les  perpendiculaires  IK,  ik 
sur  cette  même  (droite.  Les  points  I  et  i  seront  les  centres 
d'homologie  cherchés  suivant  que  les  deux  systèmes  auxquels 
appartiennent  les  lignes  homologues  ABeta^  seront  directs 
ou  inverses. 

Les  points  I  et  nî,  I  et  nJ'  seront  conjugués  harmoniques 
par  rapport  à  Aa  et  Bb ,  et  les  points  *  et  m^",  i  et  m>^  le  se- 
ront aussi  par  rapport  à  Ab  et  Ba.  Les  circonférences  décrites 
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sur  Im'  et  Im"  comme  diamètres  se  couperont  en  K,  et  celles 
décrites  sur  im!"  et  im^^  se  couperont  en  k. 
Donc ,  indépendamment  des  proportions 
IA:Ia::IB:I^^::  AB:a6 
îA  :  ib  ::  îB  :  ia  ::  AB  :  ab, 
on  aura  encore  cell^-ci  -. 

KA  :  Ka  ::  KB  :  Kb  ::  AB  :  ab 
kA.  :  kb  ::  kB  :  ka::  AB: ab. 

Donc  les  triangles  £AB  et  Kab  sont  semblables  >  ainsi  que 
les  triangles  I AB  et  lab ,  et  les  triangles  A:AB  et  kab  le  sont 
aussi,  de  môme  que  les  triangles  iAB  et  iab.  Le  point  K  a 
donc  réellement,  entre  les  droites  AB  et  ab^  la  position  ana- 
logue à  celle  du  point  I  au-dessus  de  ces  droites. 

Il  en  est  de  même  du  point  k  relativement  au  point  î»  Les 
points  leiKj  ieik  sont  donc  des  centres  d'homologie  dis- 
tincts correspondant  aux  diverses  hypothèses  que  Ton  peut 
faire  sur  le  genre  de  similitude  des  systèmes  auxquels  appar- 
tiennent les  côtés  AB  et  ab.  On  conçoit  que  quoique  nous 
n'ayons  pris  qu'un  cas  particulier ,  des  considérations  analo- 
gues auraient  lieu  dans  le  cas  général. 

V^ Corollaire.  Nommons  G  la  première  circonférence  décrite 
du  rayon  R,  ou  sur  Aa  (fig,  14).  Désignons  par  C,  G",  G'",  etc. 
les  circonférences  analogues  décrites  sur  Bb^CcjDd^  etc.  : 
il  suit  de  ce  qui  précède  que  G,  G',  G",  G"',  etc.  auront  une 
corde  commune,  ou  se  couperont  toutes  aux  mêmes  points. 

2*"  Corollaire,  Si  p^q^  c'est-à-dire  si  les  systèmes  sem- 
blables deviennent  égaux ,  les  rayons  R>  R',  K"y  etc.  devien- 
dront inGnis;  les  circonférences  G',  G",  G"',  etc.  se  change- 
geront  en  des  droites  perpendiculaires  sur  le  milieu  des 
droites  A/2,  Bb,  C^,  etc. ,-  d'où  il  suit  que  ces  perpendiculaires 
iront  toutes  concourir  en  on  même  point. 

3e  Corollaire.  Soient  deux  droites  AN,  AN'  {fig.  16)  issues 
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du  point  A  et  terminées  à  la  droite  OX.  Faisons  JH'n!  t=z  N/i 
et  n'W  s=  aA.  En  conséquence  dn  corollaire  (2) ,  les  perpen- 
dicnlaires  sur  les  milieux  des  droites  AH',  n/i',  NN'  se  ren- 
contreront en  un  même  point.  Si  l'on  fait  tourner  AN'  sur  le 
point  A ,  et  qu'on  suppose  les  droites  N'/i',  nlïï  inyariables 
de  grandeur,  quand  le  point  N'  se  rapprochera  du  point  N , 
le  point  n'  décrira  un  arc  de  conciioïde.  A  la  limite,  ou  quand 
les  points  N'  et  N  se  confondront,  les  points  H'  et  A  se  con- 
fondront aussi.  La  droite  nn!  deyiendra  tangente  à  la  courbe, 
et  la  perpendiculaire  sur  cette  droite  deviendra  normale. 
Cette  normale  passe  donc  alots  par  le  point  de  concours  des 
perpendiculaires  en  N  et  en  A  sur  les  droites  ON  et  NA.  Ce 
qui  fournit  un  moyen  facile  de  mener  par  un  point  de  la 
conchoide  une  tangente  à  cette  courbe. 
^-"-' - ■'■     ■        ■       .■■■  I    I  _       ■  »i.   -——.—  .    .■ 

DES  RACINES  INFINIES  DES  ÉQUATIONS  ALGÊBMQUES. 
(Saite  d'un  premier  article.  Yoy.  t.  III,  pages  32...  40.) 

4.  Dans  la  discussion  complète  d'une  équation  à  deux  in- 
connues F(j:,  y)  =  0,  on  peut  aussi  avoir  à  considérer  des  solu- 
tions composées  d'une  valeur  in6nie  et  réelle  pour  Tune  des 
inconnues ,  ^ ,  et  d'une  valeur  finie  et  rédle  pour  l'autre  x. 

Quand  je  dirai  :  l'équation  proposée  admet  la  solution 
x  =  a,jr  =  oo  (a  étant  une  quantité  réelle  et  finie ) ,  voici 
ce  qu'il  faudra  sous-entendre  : 

On  peut  donner  à  Fineonnue  a:  une  valeur  a^^  ou  a — A, 
assez  peu  diflërente  de  a  pour  que  l'autre  inconnue  j"  ait  une 
valeur  correspondante ,  6 ,  plus  grande  que  tout  nombre 
déterminé  J  ;  et  si  l'on  fait  converger  la  valeur  de  x  vers  a , 
parla  diminution  progressive  de  A,  la  valeur  correspon- 
dante de  j"  ira  continuellement  en  augmentant  à  partir  de  6. 
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C'est  à  œ  genre  de  aoltttioitt  que  se  rapporte^  eD  dMiii- 
tive  »  la  détermination  des  asymptotes  rectilignes  anx  ooorbes 
algébriques. 

Bans  la  recherche  des  solutions  de  la  for  me  X  es:  a,  j^  ss  00 , 
j'ordonnerai  l'éqnation  proposée  snivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  j"  I  en  l'écriyant  de  cette  manière  : 

Ar^+lb^+qr'  + «o. 

Je  supposerai  que  A^  B,  G,  etc.  soient  des  fonctions  entières 
de  X,  premières  entre  elles,  et  à  coefficients  numériques 
réels  et  finis.  Aucune  valeur  substituée  à  a:  ne  pourra  an- 
nuler à  la  fois  toutes  les  fonctions  A ,  B ,  C ,  etc.,  puisqu'elles 
sont  débarrassées  de  tout  diviseur  commun. 

5.  L'équation  Ay^  +  hy  +  (^  + .... t=:0  ne  peut  ad- 
mettre la  solution  xss:ûL,y=<»,  qu'autant  que  la  substi« 
tntion  de  a  à  X  annule  le  coefficient  A  du  premier  terme. 
Car  si  A  ne  se  réduit  pas  à  léro,  les  racines  de  l'équation  à 
une  seule  inconnue  ^^f  obtenue  par  la  substitution  dont  il 
s'agit,  ont  évidemment  une  limite  supérieure  que  Ton  peut 
assigner.  Ainsi,  l'équation  n'admet  aucune  solution  de  la 
forme  indiquée,  lorsque  le  coefficient  A  est  indépendant  de 
X  $  et  il  en  est  encore  de  même  si ,  A  contenant  x ,  l'équa- 
tion A  aO  n'a  aucune  racine  réelle. 

Mais  il  n'en  faut  pas  condure  que  toute  racine  réelle  «  de 
AssO,  donne  à  l'équation  proposée  la  solution  x=sa^y=z<x> . 
Pour  écarter  cette  conclusion,  il  suffira  de  prendrecomme 


(•r— l)>*-f»(x*  +  l)y  +  1  ==0 

Le  coeificient  de  la  plus  haute  puissance  de^  de  chacune  de 
ces  deux  équations  se  réduit  à  zéro  lorsque  x  =  1  ;  et ,  ce- 
pendant ,  si  l'on  donne  à  x  des  valeurs  plus  grandes  ou  plus 
petites,  aussi  peu  diflKrentes  de  Funité  que  l'on  voudra  ,  les 
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▼aleurs  correspondttitet  é&y  seront ,  dans  la  première  éqaa- 
tion,  tonjoars  imaginaireB;  et  daiu  la  Beeonde,  toajooro 
moindres  que  Tanitô. 

Pour  reconnaître  quelles  sont  les  racines  a  réelles  et  finies 
de  A  =  0,  qui  donnent  à  Féquation  proposée  Ar"'-f^''  + 

Qr'4« «0,  des  solutions  de  la  forme  Jrosa,  x»^> 

je  distinguerai  deul  cas  t  suivant  que  le  nombre  des  racines 
de  A  =3  0 ,  égales  i  a ,  est  impair  ou  pair. 

6.  Si  FéquaHon  A=0  a  tm  nombre  impair  deraeineségaUs 

oufumbrefiréeletfim^ré^fuaHmAy^'JhBy'^Cy'k' «0 

admeUranécesiairemmê  la soluHanx^a^  y^^. 

C'est-à-dire  que 

l""  En  remplaçant  xpara+&ou«— A(A  étant  un  nombre 
réel  suflSsanmient  petit),  l'équation  aune  seule  inconnue 

Ar*+%'*+Qr'+ =0,  aura  an  moins  une radne  réelle 

plus  grande  que  tout  nombre  donné  i* 

âr  Si  Ton  fait  oouTerger  yers  «  la  valeur  «  +  &>  ou  a*—  A, 
substituée  à  x,  la  valeur  correspondante  de  j^  ira  toqours  en 
augmentant 

Ce  sont  ks  deux  points  qu'il  faut  éUblir. 

La  valeur  «  qui ,  substituée  à  x^  annule  A,  peut  de  même 
annuler  quelques-uns  des  oo^Bficients  suivants  B,  G,  etc.  ; 
mais  tous  ces  coefficients  ne  sont  pas  à  la  fois  réductibles  à 
jEéro  :  je  nomme  A'  le  premier  des  coefficients  que  «  n'annule 
pas{  ff»  G',  etc.  ceux  qui  peuvent  suivre  A'  ;  et  A  un  nombre 
reclassez  petit  pour  que  l'équation  A'=0  n'ait  aucune  ra- 
cine comprise  entre  a  +  A  et  a —A.  Et  de  plus ,  je  suppose 
qu'en  faisant  varier  x  depuis  a  +  A  jusqu'à  a -*  A,  la  fonc- 
tion A  soit  seulement  rédnite  à  zéro  par  j:  s  a. 

D'après  la  notation  indiquée ,  l'équation  proposée  est 
A^'*+Br*+ +Ay+By+ =0. 

Afin  d'apporter  ^us  de  précision  dans  l'examen  des  valeurs 
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et  des  signes  qae  prend  le  premier  membre ,  lorsque  xûiy 
reçoivent  différentes  valeurs,  je  considérerai  d'abord  séparé^ 

ment  chacun  des  deux  polynômes  Ay^  +  By+ ,  et 

Ar*-f^r*4-etc. 

On  peut  donner  à  l'inconnue^  une  valeur  y  assez  grande 
pour  que ,  en  faisant  varier  x  depuis  a+k  jusqu'à  a  —  A ,  le 
polynôme  A'y-^  By*+ etc.  ait  constamiSent  le  signe  de  son 
premier  terme  Ay.  En  effet,  soient  a!  la  {Ans  petite  valeur 
que  prend  A',  et  M  le  maximum  de  B\  C\  etc. ,  lorsque  x 
varie  depuis  «  +  A  jusqu'à  a  —  A  :  il  suffira ,  pour  satisfaire  à 
la  condition  énoncée,  de  remplacer  y  par  un  nombre  y  aa 

moins  égal  à  ^  H-1  H*  La  même  condition  étant  remplie  par 

tout  nombre  plus  grand  que  -7+ 1 ,  je  sapposeraiy  au  moins 

a 

égal  au  nombre  donné  9. 

En  substituant  y  ky  dans  le  second  polynôme  Ay^  4- 
+  By  4-,  etc.,  et  faisant  varier  x  depuis  a  +  A  ou  a  —  ^ 
jusqu*à  a ,  on  donnera  à  ce  polynôme  des  valeurs  absolues 
aussi  petites  que  l'on  voudra  :  car,  lorsque  x  s  a ,'  tous  les 
coefficients  A ,  B, ,  s^annulent  à  la  fois  f  *).  Pour  des  va- 
leurs de  h  suffisamment  petites ,  on  aura  toujours ,  en  valeurs 
absolues,  l'inégalitéAy*+By-f....<Ay+By+,... 
En  effet,  nommons  N  le  minimum  des  valeurs  de  Ay** 
-f  By*. . . ,  correspondantes  aux  valeursde  x  comprisesentre 
oL-^keta  —h^  l'inégalité  indiquée  existmi  nécessairement 


(*)  Car  toutes  les  équations  à  une  seule  inconnue,  y,  déterminées  parla  substi- 
tution des  Taleurs  attribuées  à  x^  auront  leur  premier  terme  plus  grand  que  U 

H 
somme  de  tous  les  autres  termes ,  lorsqu'on  y  remplacera  y  par  -  + 1 ,  on  bien 

par  une  valeur  plus  grande.  C'est  un  principe  démontré  dans  tous  les  traités 
dalgébre. 

(**)Les  fonctions  A,  B...,  admettant  le  diviseur  x—v.  à  des  puissances 
m',  n',  etc.,  prendront  la  forme  iiA*"',6A*',clc.,  lorsqu'on  y  substituera  «+Aà  x\ 
<'V>l  pouniuoi  le  polynôme  Ay"^+  By"*...  devient  aussi  petit  que  l'on  ycuI,  en 
donnant  à  h  une  valeur  suffisamment  petite. 
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dés que  Ay~  4-  By"  +  ....  deviendra  moindre  que  N. 

Enfln,  je  ferai  encore  observer  qu'il  est  possible,  en 
disposant  convenablement  du  signe  de  h ,  de  donner  aux 
coefficients  Â  et  A'  des  signes  contraires.  Si ,  par  exem- 
ple ,  les  valeurs  de  x  comprises  entre  a-^heia  rendent  ces 
deux  coefficients  posi  lifs  :  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre 
a— A  et  a,  le  premier  deviendra  négatifet  Faufre  ne  changera 
pas  de  signe  ;  ils  auront  donc  alors  des  signes  contraires.  La  pos- 
sibilitéde satisfaire  à  cettedernière  condition  tient ,  comme  on 
voit^  à  ce  que  Féquation  A  =s  0 ,  a  un  nombre  impair  de 
racines  égales  à  a. 

Gela  posé,  remplaçons  j^  V^ry^  et  x  par  «  ±:à,  dans  le 
premier  membre  de  l'équation  A^*-+-  Br*-|-  ....  +  Ay 
4-  Vy  +  ....  =  0.  En  disposant  do  signe  et  delà  grandeur 
de  À,  comme  nous  venons  de  Tindiqner ,  les  termes  A^"", 
Ay  auront  des  signes  contraires,  et  la  valeur  absolue  du 
polynôme  Ay"*  +  By"*  +  etc. ,  sera  moindre  que  celle  du 
polynôme  A'y''  +  B'y*  +  etc.  ;  alors  le  premier  membre  de 
l'équation  proposée  aura  un  signe  contraire  à  celui  de  son 
premier  terme  Aj^**. 

Puis ,  sans  rien  changer  à  la  valeur  ni  au  signe  de  &,  fai- 
sons croître  jr  à  partir  de  y,  jusqu'à  ce  que  le  premier  mem- 
bre de  l'équalion  prenne  le  signe  de  son  premier  terme ,  et 
conserve  ce  signe  pour  toute  valeur  plus  grande  de  ^.  Par 
cette  augmentation  progressive  de  la  variable  >",  le  premier 
membre  de  l'équation  s'annulera  au  moins  une  fois ,  puisqu'il 
change  de  signe  dans  rinlervalle  des  valeurs  attribuées  à  ^. 
Ainsi  l'équation  en  y  aura  au  moins  une  racine  réelle  6  plus 
grande  que  y.  On  peut  d'ailleurs  prendre,  pour  la  valeur  de 
€,  la  plus  grande  des  racines  de  l'éqiyition.  Donc , 

r  En  remplaçant  x  par  a  -f-  ^  ou  a  —  h  (h  étaat  un  nom- 
bre réel  suffisamment  petit)  l'équation  proposée  Ay"^  -{■  ^r* 

Arn.de  M\tbé)i.  m.  7 
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4-  etc.,  =  0,  aura  au  moins  uoc  racine  réelle»  6,  plus  grande 
que  le  nombre  donné  ^. 

Si  plusieurs  yaleurs  diflérentes  de  A  correspondent  à^=:6, 
je  prendrai  pour  h  la  plus  petite  de  toutes.  Ainsi  a  4-  ft  ou 
«  —  h  représentera ,  parmi  les  valeurs  de  x  qai  peuvent  cor- 
respondre à^  =  6,  celle  qui  diffère  le  moins  de  a.  Alors, 

en  faisant  diminuer  ft,  le  polynôme  A6"  +  B^**  + 

4-  A'6''-f  B'6'  -{-...,  qui  était  annulé,  reprendra  immédiate- 
ment le  signe  du  terme  A'ê"*,  pour  /i'  <  ft ,  quelque  petite  que 
soit  d'ailleurs  la  diminution  de  h  {*),  Et  comme,  en  augmen- 
tant lavaleurde^  à  partir  de  6,  on  pourra  de  nouveau  donner 
au  polynôme  A^*4-B^*+...  +  Ay  +  By+.. .,1e signe 
de  son  premier  terme  Aj^"",  Téquation  admettra,  pour  A'<^A, 
une  racine  6'  >>  6.  D*où  je  conclus  cpie 

2*  Si  l'on  fait  converger  vers  « ,  la  valeur  a  +  fc  ou  «  —  h 
attribuée  à  j:,  la  valeur  cerrespondante  de  y  ira  toujours  en 
augmentant. 

Et,  par  conséquent ,  Téquation  proposée  admettra  réelle- 
ment la  solution  x  =:a,  ^  =  oo . 

7.  En  général ,  Téquation  proposée  admettra  toujours  pour 
rinconnue^  une  valeur  inflnie  réelle,  correspondante  à  la 
valeur  réelle  et  Gnie  a  de  Tautre  inconnue  a:,  qui  annule  le 
coefficient  A  de  la  plus  haute  puissance  de  j^  t  lorsque,  en 
attribuant  à  x  une  valeur  a  +  /»  ou  a  —  A ,  suffisamment  rap- 
prochée de  a ,  il  sera  possible  de  donner  des  signes  contraires 
au  premier  terme  A^""  de  Téquatiou  et  au  premier  des  ter- 
mes my  dont  le  coefficient  A'  n'est  pas  annulé  par  la  substi* 
tutiondeaàjrn. 


(*;  Si  la  subiUlatioD  de  hf  à  A  donnait  au  polynôme  un  signe  contraire  à  celui 
du  terme  A'^,  il  y  aurait  entr»A'  et  0  une  valeur  h"  <,h  correspondante  à 
y— ^;  ear  lorsque  A— 0,  le  polynôme  a  évidemment  le  signe  du  terme  A'C 

(**)  Je  ne  veoi  pas  dire  que  cette  condition  soit  indispensable  ,  elle  est  seule- 
ment suffisante.  J'examinerai  plus  loin  (n.  9)  comment,  lorsqu'elle  n'est  pas 
remplie,  on  peut  reconnaître  si  la  valeur  de  y  correspondante  à  rr»  x  est  encore 
i'inflni  réel. 
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C'est  là  une  conséquence  évidente  de  la  démonstration  qui 
vient  d'être  donnée  n"*  6. 

Que  si  nous  avons  considéré  a  comme  une  racine  simple, 
ou  d'un  ordre  de  multiplicité  impair,  de  l'équation  As=0, 
c'est  parce  qu'il  est  alors  toujoars  possible  de  faire  prendre 
des  signes  contraires  aux  deux  termes  Âr",  My^  en  dispo- 
sant convenablement  des  signes  de  h  et  de^.  ^ 

Dans  chaque  cas  particulier,  il  sera  facile  de  distingaor 
quels  sont  les  signes  de  A  et  de  y  qui  donneut  aux  drax 
termes  Ar"»  ^^  des  signes  difiE&reuts*  Cette  observation  est 
utile  pour  la  construction  des  courbes  ;  j'en  montrerai  immé- 
diatement l'utilité,  en  appliquante  principe  du  n*"  6àla 
recherche  des  asymptotes,  parallèles  à  l'axe  désordonnées, 
d'une  courbe  algébrique* 

8.  Pour  reconnaître  si  l'équation 

Ar*+By-+etc.  =0 

représente  une  courbe  ayant  une  on  plusieurs  asymptotes 
parallèles  à  l'axe  des  ordonnées ,  il  faut  précisément  savoir 
si  celte  équation  admet  des  solutions  delà  forme  x=:a, 
r  :=  00 ,  en  définissant,  comme  nous  l'avons  fait»  les  solu- 
tions de  cette  forme  ;  car  à  chacune  de  ces  solutions  corres- 
pond une  branche  de  courbe  qui  a  pour  asymptote  la  droite 
j: = a  ;  et  réciproquement,  à  chacune  des  asymptotes,  or  =  a, 
parallèles  à  l'axe  des  ordonnées  correspond  une  solution  de 
la  forme  x  =  a ,  y  =  oo . 

D'après  cela ,  pour  déterminer  les  asymptotes  dont  il  s'agit, 
on  cherche  d'abord  les  racines  réelles  de  l'équation  à  une 
seule  inconnue  A  =  0,  et  il  reste  ensuite  à  examiner  si  les 
valeurs  de  x  ainsi  obtenues  donnent  à^  des  valeurs  réelles 
infinies. 

Lorsque  la  racine  obtenue  a  est  simple  ou  midUple  d'ordre 
impair,  une  des  valeurs  correspondantes  àey  est  toujours 
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réelle  infinie  (n*  6  ) ,-  donc  l'équation  proposée  représente  une 
courbe  dont  une  branche  au  moins  a  pour  asymptote  la 
droite  xs=:  a. 

Afin  que  cette  première  donnée  puisse  servir  à  construire 
une  partie  de  la  courbe  avec  quelque  précision,  il  faut  encore 
sa? olr  de  quel  cMé  de  Taxe  des  abscisses  et  de  la  droite 
jr  =  a  les  branches  de  la  courbe  deviennent  asymptotes  à 
cette  droite. 

A  cet  effet ,  je  substitue  à  jt  la  valeur  «  dans  les  coefB- 
cienta  soeoessib  B ,  C ,  etc.,  jusqu'à  ce  que  je  parvienne  à 
un  terme  A'y  dont  le  coeSiGient  A'  ne  soit  pas  annulé  par  la 
sulMstitution  de  a.  Ce  coefficient  A'  se  réduira  à  un  nombre  r' 
dont  le  sigBe  est  déterminé. 

Puis,  après  avoir  divisé  le  coefficient  A  du  premier 
terme  JSy  par  la  plus  haute  puissance  de  x — a  qui  entre 
comme  facteur  dans  ce  coefficient,  je  remplace  encore  x  par  « 
dans  le  quotient  obtenu  ;  il  en  résulte  un  nombre  m'  positif 
ou  négatif. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  nombres  W,  w!  aient  le 
même  signe. 

.Les  termes  A'^,  Ay*  prendront  des  signes  contraires 
lorsqu'on  fera  varier  x  depuis  a—  h  jusqu^à  a ,  en  donnant 
de  plus  à  ^  des  valeurs  positives;  par  conséquent,  la  droite 
^  =  a  sera  asymptote  à  une  branche  de  la  courbe  située  du 
côté  des  ordonnées  positives;  et  si  «est  positif,  en  laissant 
aux  axes  la  disposition  ordinaire ,  cette  branche  sera  située 
à  gauche  de  l'asymptote  j: = a. 

Lorsque  les  exposants  r,  n  de^  dans  les  termes  A>*",  ky^ 
seront  tous  deux  pairs  ou*tous  deux  impairs,  ces  termes 
prendront  encore  des  signes  contraires  pour  des  valeurs  né- 
gatives de^,  les  valeurs  de  x  étant  toujours  comprises  entre 
a — ^  et  ot.  Ainsi ,  la  droite  a: = a  est  encore  asymptote  à  une 
branche  de  la  courbe  située  au-dessous  de  Taxe  des  Xy  cette 
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noayelle  branche  sera ,  corame  la  première ,  dirigée  à  gauche 
<le  Fasymptote. 

Mais  si  Tiin  des  deux  exposants  r,  n  est  pair  et  Tautre 
impair^  en  donnant  à^dcs  valeurs  négatives,  il  faudra  faire 
varier  x  depuis  «  +  A  jusqu'à  a ,  pour  que  les  termes  A^*, 
Ay  prennent  des  signes  contraires  ;  alors  les  deux  branches 
sont  situées  de  différents  côtés  de  Tasymptote. . 

On  déterminera  de  même  la  situation  relative  de  la  droite 
x=a  et  des  branches  auxquelles  elle  est  asymptote,  dans  le 
cas  particulier  où  les  deux  nombres  r'  et  m'  ont  des  signes 
contraires.  G. 

(  La  fin  prochainement.  ) 


QUESTION  D'EXAMEN. 

SOI.UTIOX  SS  M.  B.  uoanvBT, 

ProfeMear  de  mathématiqtiei  an  Collège  royal  de  Louia-le-Grand. 


Trouver  le  volume  d'un  segment  sphèrique  à  une  hase  en 
fancKon  du  rayon  r  de  la  base  du  éegmeni  et  de  sa  hauteur  h , 
eonnaissani  le  volume  de  la  sphère  et  sachant  que  la  fonction 
demandée  est  entière  par  rapport  aux  quantités  r  et  h. 

Soit  ACB  le  demi-cercle  générateur  de  la  sphère ,  6D  la 
hauteur  du  segment ,  CD  le  rayon  de  sa  base  et  v  son  vo* 
Inme  ;  on  aura 

(i)  f;=AÀ'-f-B^V+CA/^  +  Dr', 

A,  B,  C,  D  désignant  des  nombres  constants  qu'il  s'agit  de 
déterminer. 

La  droite  CD  étant  une  perpendiculaire  abaissée  d'un  point 
de  la  circonférence  sur  le  diamètre  AB,  on  a  la  proportion 
AD:CD::CD:BD, 
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CD' 

d'où  l'on  tire  AD  ==  •-=r  r^hr'  ;  mais  la  liQ^nc  AD  est  la  hau- 

IjD 

leur  d'un  autre  segment  de  même  base  que  le  premier  ;  donc, 
pour  exprimer  le  volume  »/  de  ce  segment  en  fonction  de  r 
et  ^ ,  il  suffit  de  remplacer  h  par  t'hT  dans  le  second  membre 
de  l'égalité  (1) ,  ce  qui  donne 

f/=A/i-V4-BA-V  +  CÀ-'r*+Dr3. 
Pour  exprimer  le  volume  Y  de  la  sphère  en  fonction 
des  mêmes  quantités  r  ei  h,   nous  observons  qu'on  a 

V=i7tÂB3  et  AB=BD  + ADrsA  +  z'A-^^d'oà  l'on  déduit 

6 
mais  la  sphère  entière  est  égale  à  la  somme  des  deux  seg- 
ments; donc 

^  {h^ + 3Ar'  +  3/r'r*  +  ^'V)  = 

=AA3+BAV+CAr'+2Dr3  +  CA-r«  +  B&-V  +  AA->rfi. 
Cette  égalité  ayant  lieu  pour  des  valeurs  de  r  aussi  petites 
qu'on  voudra,  lorsqu'on  attribue  à  h  des  valeurs  comprises 

entre  AB  et  -  AB ,  les  coefficients  des  même  puissances  de  r 


sont  égaux  dans  les  deux  membres  ;  donc 

é 

A=^,        B  =  0,        b  =  ^, 

D=«, 

et,  par  suite, 

2            6 

. 
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Développements  sur  plusieurs  points  de  la  théorie  des  pertur- 
bations des  planètes;  par  V.-J.  Le  Verrier.  In-4  de  1  à  29, 
Bachelier  1841,  n'I. 
Les  corps  célestes,  dans  leurs  mouvements,  à  cause  de 
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leors  attractions  matuelles ,  ne  suivent  pas  rigoureusement 
les  lois  du  mouyement  elliptique  ;  ils  s'en  écartent  par  de 
petites  quantités,  nommées  inégalités^  dont  les  unes,  dites  pé- 
riodiques, se  reproduisent  dans  un  petit  nombre  d'années ,  et 
les  antres,  dites  séculaires,  ne  s'accomplissent  qu'après  un 
temps  très -long.  La  détermination  précise  de  ces  iné- 
galiiés  est  le  point  le  plus  épineux  *de  l'asironomie  calcu- 
latrice. C'est  que  l'intégration  des  équations  du  mouvement 
ne  s'efifectne  qu'au  moyen  de  séries ,  dont  chaque  terme  est 
donné  par  une  série  ;  comment  juger  du  degré  de  convergence 
de  ces  séries  de  séries?  Bien  plus,  on  n'obtient  ces  séries 
qu'en  négligeant  les  puissances  de  certaines  quantités  moin- 
dres  que  l'unité;  comment  reconnaître  le  degré  de  la  puis- 
sance qu'il  est  permis  de  négliger  ?  Car  ces  quantités  peuvent 
amener  des  coefficients  diviseurs,  qui ,  à  raison  même  de  leur 
petitesse,  rendent  les  expressions  qu'elles  affectent  très- 
grandes.  M.  Le  Verrier,  déjà  avantageusement  connu  comme 
exœllent  calculatenr,  indique  dans  ce  mémoire  une  méthode 
d^interpolation  pour  déterminer  ces  coefficients ,  et  la  ques- 
tion est  ramenée  à  la  résolution  d'un  nombre  âî  d'équations 
du  premier  degré  à  ai  inconnues  ;  la  méthode  d'élimination 
est  fort  ingénieuse  ;  nous  nous  en  servirons  en  les  modifiant 
oonvenablement,  comme  moyens  d*exercice. 
/d.n'*2,31à62,1842. 
Dans  le  numéro  précédent ,  on  a  développé  une  nouvelle 
méthode,  celle  d'interpolation ,  pour  calculer  les  coefficients 
de  la  fonction  perturbatrice;  dans  celui-ci,  l'auteur  discute 
l'ancienne  méthode ,  et  emploie  un  moyen  indiqué  par  Le- 
gendre  pour  calculer  les  divers  coefficients  avec  plqs  de  pré- 
cision et  de  facilité  ;  il  applique  ces  méthodes  à  la  construc- 
tion de  nouvelles  tables  des  quantités  &/<)  et  de  leurs  dérivées, 
qui  forment  les  termes  de  la  fonction  perturbatrice  dévelop- 
pée. Ces  tables  se  rapportent  à  Mercure  combiné  avecYénns, 
la  Terre  et  les  planètes  supérieures ,  et  à  Ténus  combinée 
avec  la  Terre  et  Mars.  Dans  ces  applications ,  on  adopte  des 
données  numériques  différentes  de  celles  qu'on  trouve  dans 
la  Mécanique  céleste.  Choisissons  Uranus. 


Digitized  by  LjOOQ  IC 


—  96  - 


Uècan.  e^leste.     Le  Verrier. 


prise  pour  unité. 

:  gr.  axe  de  l'orbite   19,183305   19,182729,  le  ^  gr.  axe  de 

la  terre  pour  unité  (Méc.  cél.,  t.  III,  p.  64.) 

Il  régne  quelque  dissentiment  entre  les  astroaumes  calca- 
lateurs  sur  Tappréciation  des  divers  termes  de  la  fooctioii 
perturbatrice;  et  quand  il  s'agit  de  résultats  numériques  qui 
exigent  un  long  travail,  on  ne  peut  en  appeler  à  Topiflioii 
publique,  puisqu'il  n'y  a  pas  de  public.  Cepéndani,  il  est 
dans  l'intérêt  des  progrés ,  qu'on  sacbe  à  fpafn  s'en  tenir.  A 
cet  effet,  il  serait  très-utile  d'élargir  les  attributions  du  Bu- 
reau des  longitudes,  et  de  l'élever  au  rang  d'une  espèce  de 
tribunal  mathématique.  Bes  calculateurs  de  profession,  at- 
tachés en  nombre  suflSsant  à  ce  tribunal ,  seraient  chargés , 
sous  la  direction  de  juges  si  éminemment  compétents,  de  vé- 
rifier toutes  les  tables  Ihiportantes  présentées  par  des  géo- 
mètres, astronomes»  physiciens,  elc.  ;  et  aussi  de  la  vérifica- 
tion de  formules  algébriques  longues  et  compliquées ,  que 
l'on  jugerait  dignes  d'intérêt.  On  aurait  ainsi  le  moyen  d'é- 
tablir la  confiance  sur  des  bases  assurées.  Vingt  calculateurs 
à  deux  mille  francs  par  année  suffiraient  :  que  signifie  une 
telle  dépense ,  lorsqu'on  consacre  des  centaines  de  mille 
francs  à  imprimer  et  à  réimprimer  des  ouvrages  que  les  édi- 
teurs eux-mêmes  ne  lisent  pas  ? 

L'Académie  des  sciences ,  par  cette  institution ,  éviterait 
aussi  le  désagrément  de  couronner  des  ouvrages  contenant 
des  résultats  faux. 

Ayant  de  finir,  nous  devons  faire  ot^rver  que  M.  Le  Ver- 
rier ne  manque  jamais  de  fournir  au  lecteur  les  moyens  de 
vérifier  facilement  ses  calculs.  Le  contrôle  est  indispensable 
dans  les  opérations  de  ce  genre ,  et  doit  inspirer  un  grand 
degré  de  confiance.  Tm. 
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NOTE 

SUR 

L'ANALYSE  INDÉTERMINÉE  DU  PREMIER  DEGRÉ. 


FA&  X.  OATA&AV, 

Répétiteur  à  l'École  polytechnique. 


J*ai  doQDé  y  aatrefob  dans  h  Géoméire  C) ,  et  plus  réoem- 
mcat  dans  le  Cours  de  MathémcUiques  do  M.  BJum^  un  pro- 
cédé fort  simple  servant  à  trouver  une  ioluHon  de  l'équation 
du  premier  degré  à  deux  inconnues.  D'après  la  note  de 
M.  Chevillard^  insérée  dans  le  tome  II  de  ce  journal,  il 
parait  que  le  procédé  dont  je  parle  est  encore  peu  connu  : 
je  me  décide  donc  à  le  publier  de  nouveau.  On  me  pardon- 
nera d^avoir  cherché  à  propager  cet  algorithme,  si  je  dé- 
clare, comme  je  l'ai  déjà  fait  il  y  a  treize  ans,  qu'il  avait 
été  indiqué  depuis  longtemps  par  M.  PUaUe^  dans  les  >^n- 
nales  de  Gergonne  (t.  Il,  p.  230  en  1812). 

1 .  Soit,  pour  plus  de  régularité  dans  la  notation,  l'équation 
ajr  +  bx=zA;  (I) 

nous  supposerons  a,  ^,  A  entiers,  aeib  premiers  entre  eux , 

et  *  <  a. 

A flv 

On  déduit,  de  cette  équation ,  x  =  — r-^  î  ou,  en  appe- 
lant Q,  9 ,  B,  c  les  quotients  et  les  restes  que  fournissent  A 
et  a  divisés  par  b , 


J^  =  Q  — «r  + 


OP-  177*  Ce  recueil  hebdomadaire  publié  en  1836,  par  M.  Guillard,  ancien 
profetseur  au  Collège  Louis-le-Grand ,  a  cessé  de  paraître,  pour  défaut  de  tim- 
bre^ la  même  année. 

Le  tome  premier  s'arrête  à  la  page  234.  Tm. 

Ann.  Di  Mathén.  III.  8 
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Noas  Tonlons  que  x  et  ^  soient  entiers  :  nous  detons 
donc  attribuer  à  y  une  valeur  qui  rende  entière  la  quantité 

— 7-^.  Autrement  dit,  la  résolution  de  l'équatiw  (1)  est 

ramenée  à  la  résolution ,  en  nombres  entiers,  de 
B  — cy 

ou  de 

6z  +  cr  =  B,  (2) 

laquelle  est  plus  simple  que  la  proposée  ;  car  le  eoelBcient  c , 
reste  de  la  division  de  a  par  h ,  est  moindre  que  b. 

Résolvons  Féquation  (2)  par  rapport  à  l'inconnue  qui  a  le 
plus  petit  coefficient  ;  nous  aurons 

B-bz  ,       C  —  dz 

en  représentant  par  Q'  et  q'  les  quotients  entiers  de  B  et  ^ 

par  e,  et  par  G,  i;{  les  restes  correspondants.  Répétant  le 

raisonnement  ci-dessus,  nous  verrons  que  z  doit  rendre  en- 

C — dz 

tiére  la  quantité ,  ou  que  l'équation  (2)  se  réduit  k 

c 

celle-ci  : 

cr+dz  =  C,  (3) 

dans  laquelle  les  coefficients  e  et  ^  sont  respectivement 
moindres  que  6  et  c.  A  son  tour,  cette  dernière  équation  en 
entraîne  une  plus  simple  qu'elle  ;  et  ainsi  de  suite. 

2.  Observons  actuellement  que  les  coefficients  c,d^e,  .... 
sont  les  restes  successifs  que  fournirait  l'opération  du  plus 
grand  commun  diviseur  effectuée  sur  a  et  b.  Car  c  est  le  reste 
Me  la  division  de  a  par  ^  ;  de  même  y  décile  reste  de  la  divi- 
sion de  b  par  c  ;  etc.  Par  hypothèse,  a  ei  b  sont  premiers 
entre  eux  ;  donc  l'opération  dont  il  s'agit  conduira  nécessai- 
rement à  un  dernier  reste  égal  à  l'unité.  Ainsi  la  résolution 
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de  réquation  (I)  se  réduira ,  en  dernier  lieu,  à  celle  d'une 
équation  de  celte  forme 

"+«'^  =  G, 

c'est-à-dire  dans  laquelle  le  coe£Bcient  de  Tune  des  deux  in- 
connues sera  l'unité.  Or  si  l'on  attribue  à  t^  une  valeur  entière 
quelconque ,  il  en  résultera  pour  u  une  valeur  entière  ;  et , 
en  remontant  successivement,  on  finira  par  déterminer  les 
valeurs  entières  correspondantes  de  x  et  de^*. 

3.  On  peut  donner  au  calcul  une  marche  régulière  qui  le 
simplifie  considérablement. 

Supposons 

Dans  ces  expressions,  les  quantités  c  ^  d^e,f...,  sont,  ainsi 
que  nous  l'avons  déjà  dit ,  les  restes  successifs  fournis  par  la 
recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  a  et  ^  :  ad- 
mettons ,  pour  fixer  les  idées ,  que  le  dernier  de  ces  restes , 
égalàTunité,  soit  A. 

Relativement  aux  quantités  B,  C,  D,....  la  loi  décom- 
position est  fort  simple  :  B  est  le  reste  de  la  division  de  A 
par  ^  ;  G  est  le  reste  de  la  division  de  B  par  c  ;  etc. 

Le  calcul  de  ces  divers  coefficients  s'effectue  comme  l'in- 
dique le  tableau  ci-après  .- 


c 


d_ 
D 


E  1   F 

g 
G 

1 
0 

A   I    B    I   C 

La  ligne  supérieure  se  forme  comme  dans  l'opération  du 
plus  grand  commun  diviseur.  Pour  former  la  seconde  ligne , 
on  écrit  A  sous  a,  puis  l'on  divise  ce  premier  terme  par  h  \ 
on  obtient  ainsi  un  reste  B ,  que  l'ou  écrit  au-dessous  de  h  s  etc. 
En  général  :  chaque  terme  de  la  ligne  inférieure  est  le  reste  de 
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la  diviiion  du  terme  placé  d  gauche  ^  par  le  terme  placé  au- 
dessus.  Il  est  visible  qae  le  dernier  terme,  correspondaQt  au 
diviseur  1 ,  est  0. 

Ces  deux  lignes  étant  calculées,  on  détermine  les  incon- 
nues u,  r,  5,  r,  z,  ^,  X  en  fonction  de  i^,  à  l'aide  des  équa- 
tions (4)  ;  c'est-à-dire  que  : 

Chaque  inconnue  s'obtient  en  retranchant  d^un  terme  de  la 
seconde  ligne  ^  le  produit  du  nombre  écrit  au-dessus  par  Vin- 
connue  qu'on  vient  de  déterminer ,  et  divisant  le  reste  par  le 
terme  écrit  d  la  droite  de  ce  nombre. 

4.  Gomme  application  des  régies  précédenties ,  prenons 
l'équation 

89X-I- 1621^  =  209. 

1 


162 

89 
31 

73 
31 

16 
15 

9 
6 

7 

2 

209 

6 

0 

D'abord,  162  divisé  par  89  donne  pour  reste  73 ;  89  divisé 
par  73  donne  pour  reste  16  ;  etc. 

Ensuite,  209  divisé  par  89  donne  31  pour  reste;  31  divisé 
par  73  donne  encore  31  ;  etc. 

Les  deux  lignes  étant  formées,  nous  aurons,  en  prenant 

^=0: 

0— 2X0_  6— 7X0__         _6— 9X3_ 

31+89X30      ,^            209—162x37 
y= 73 =37.  x= =  -65. 

L'équation  est  donc  satisfaite  par  x  t=  —  65 ,  >-  =  37  ;  d'où , 
en  général , 

x  =  — 65  +  1626^    ^  =  37  —  896. 

Soit  encore  l'équation 

29x  — 47^=112. 
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EUedoDoe 
—♦7 


lia 


29  I  —18 


25 


7         0 


—3 


Paî3, 
0+3x0 


a-4><0         0+7x0 


=0, 


7— llXO 


7—18x1 


=-1, 


25+29x1  _ 


—18 


■3, 


—7 
112—47X3 


1, 


29 


=  — 1; 


11 
donc 

JC  =  — 1+49B,    ^  =  —  3  +  290. 

On  peut  observer  y  d'après  ce  dernier  exemple,  que  si  la 
ligne  inférieure  est  terminée  par  une  suite  de  zéros ,  il  est 
bon  de  commencer  le  calcul  des  inconnues  à  partir  du  terme 
qui  précède  le  dernier  zéro. 


DE  LA  SPHÈRE  TANGENTE  A  QUATRE  SPHÈRES  DONNÉES  ; 


Le  problème  qui  consiste  à  trouver  une  sphère  tangente  à 
quatre  autres,  tf  occupé  nos  plus  célèbres  géomètres  >  Fer- 
mat,  HacbeUe,  Poisson,  MM.  Gergonne,  Binet  et  Gaucby 
en  ODt  donné  des  solutions  différentes.  Toutefois  ces  solutions 
sont  loin  d'offrir  toute  la  simplicité  désirable  :  on  va  voir 
dans  celle  que  nous  allons  donner  quel  avantage  on  peut 
retirer  d*une  notation  symétrique  et  convenablement  choisie. 


Soit 

(a:-ar  +  Cr-&)'  +  (*-cr-r-  =  0, 

réquation  d'une  sphère,  que  je  représenterai ,  aussi  pour 
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abréger,  par  S  =  0.  J'appellerai  puissance  d'un  point  par 
rapport  à  la  sphère ,  le  carré  de  sa  distance  an  centre  moins 
1c  carré  da  rayon  ;  en  sorte  que  S  représente  la  puissance 
du  point  (x ,  ^ ,  z)  par  rapport  à  la  sphère  dont  S  =  0  est 
réquation.  Je  représenterai  par /?*  la  puissance  de  l'origine, 
cl  l'on  aura  toujours 

II. 

Soient  8  =  0,  S'  =  0 ,  les  équations  de  deux  sphères  ; 
l'équation  S  =  S' est  celle  d'un  plan  qu'on  appelle  plan  ra- 
dical des  deux  sphères  :  ce  plan  est  évidemment  d'après  la 
déflnition  précédente ,  le  lieu  géométrique  des  points  d'égale 
puissance  par  rapport  aux  deux  sphères;  il  est  aussi  le  lien 
géométrique  des  points  communs  aux  deux  sphères,  lors- 
qu'elles se  coupent,  et  dans  tous  les  cas  le  lieu  des  points , 
d'où  l'on  peut  leur  mener  deux  tangentes  égales. 

La  position  de  ce  plan  par  rapport  aux  deux  sphères  ne 
dépend  évidemment  pas  des  ajtes  coordonnés  ;  si  donc  on 
prend  pour  axe  des  z  la  droite  qui  joint  leurs  centres,  l'é- 
quation S  =  S'  sera  de  la  forme  z  =  A ,  ce  qui  montre  que 
le  plan  radical  des  deux  sphères  est  perpendiculaire  à  la 

ligne  des  centres. 

III. 

Soient  S  =  0,  S's:0,  S"=0,  les  équations  de  trois 
sphères  :  les  plans  radicaux  de  ces  trois  sphères  considérés 
deux  à  deux  auront  pour  équation 

S  =  S',      8=  S",      S'  =  S". 

Ces  trois  plans  se  coupent  suivant  une  même  droite  dont  les 

équations  sont 

S  =  S'=S", 

et  qu'on  appelle  axe  radical  des  trois  sphères.  Cet  axe  radical 
est  le  lieu  des  points  d'égale  puissance  par  rapport  aux  trois 
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sphères,  il  est  d'ailleurs  éTidemment  perpendiculaire  au  plan 
des  trois  centres. 

Ce  qui  précède  exige  que  les  centres  des  trois  sphères  ne 
soient  pas  en  ligne  droite,  car  si  cela  était,  les  trois  plans 
radicaux  des  sphères  prises  deux  à  deux  seraient  parallèles, 
et  Taxe  radical  serait  situé  à  l'infini ,  ou  pour  mieux  dire 
n'existerait  pas  ^  néanmoins  il  pourrait  arriver  que  ces  trois 
plans  coïncidassent,  et  dans  ce  cas  les  trois  sphères  auraient 
un  plan  radical ,  au  lieu  d'un  axe  radical. 

On  peut  aisément  construire  le  plan  radical  de  deux 
sphères  ;  mais  je  n'insisterai  pas  sur  cette  opération  pure- 
ment graphique. 

IV. 

Soient 

8=0,    S'  =  0,    S''=sr0,    S"'=0; 

les  équations  de  quatre  sphères.  Les  plans  radicaux  de  ces 

sphères  prises  deux  h  deux  auront  pour  équation 

S  =  S',    S=S",    S  =  S"',    S'  =  S",    S'  =  S'",    S"  =  S'". 

Ces  six  plans  se  couperont  en  un  même  pdnt  qui  aura  pour 

équations 

S  =  S'  =  S"  =  S'". 

C'est  le  point  d'égale  puissance  par  rapport  aux  quatre 
sphères ,  et  qu'on  appelle  cenire  radical  de  ces  sphères. 

Ce  point  sera  toujours  unique,  à  moins  que  les  quatre 
sphères  n'aient  leurs  centres  dans  un  même  plan  ;  dans  ce 
cas  il  pourra  arriver  que  le  centre  radical  soit  à  l'infini ,  ce 
qui  signifie  qu'il  n'existe  plus,  ou  bien  ce  centre  sera  rem- 
placé par  un  axe  radical ,  on  même  par  un  plan  radical,  si 
les  centres  des  quatre  sphères  sont  en  ligne  droite. 

Dans  le  problème  dont  nous  allons  nous  occuper,  nous 
supposerons  que  les  quatre  centres  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan,  et  alors  les  sphères  auront  toujours  un  centre 
radical  unique. 
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V. 

Soit  toujours  S  =  0  Téquation  d'uoe sphère,  et  (x\  y\  z*} 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'espace  |  on  sait 
que  le  plan  polaire  de  ce  point,  par  rapport  à  la  sphère,  a 
pour  équation 

On  sait  en  outre  que 

r  Si  le  point  (x',  x\  ^0  est  hors  de  la  sphère,  son  plan 
polaire  n'est  autre  que  le  plan  des  contacts  de  la  sphère  et 
des  tangentes  issues  de  ce  point  ; 

^^  Si  le  point  est  sur  la  sphère ,  il  est  aussi  sur  son  plan 
polaire  qui  est  lui-même  tangent  à  la  sphère; 

S*"  Si  le  point  (x\  y,  z')  est  à  l'intérieur  de  la  sphère, 
son  plan  polaire  est  le  lien  géométrique  des  sommets  des 
cùnes  circonscrits  à  la  sphère  et  dont  les  plans  de  contact 
avec  cette  dernière  passent  par  ce  point. 

VI. 
Soient  les  deux  sphères  S  =  0 ,  S'  =  0;  les  centres  de  si- 
militude direct  et  inverse  de  ces  deux  sphères  auront  respec- 
tivement pour  équations 


X 


Centre  direet.  Centre  UiTene. 

Les  plans  polaires  de  ces  deux  centres  de  similitude  rela- 
tivement à  la  sphère  S  auront  respectivement  pour  équations 
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2(a— a')  j:  +  2(^—Z>V  +  2(<?—^')2— (/»•—/?'')  = 

=  (a-ar  +  (*-^T+  {c  —  dr  -  (r— O" . 
2(a  — û')J^+2(^— ^)^  +  2(c— c')z— (p'— jt;")  = 

ou  simplemeot 

en  posant»  pour  abréger, 

A  (r,  /^)  =  (a  —a')*  +  (6  -  ft?  +  (c—  O"  —  (r  -  r')*, 
^{r,  r')  =  (a  — a')'  +  (ft— ^T  +  (^— ^T— ('•  +  '^)*- 
Les  plans  polaires  des  deux  mêmes  centres  de  similitude , 
relativement  à  la  sphère  S' auront  évidemment  pour  équa- 
tions 

S-S' =  A  (r,r'), 

Si  les  deux  sphères  étaient  extérieures  Tune  à  l'autre,  les 
deux  centres  de  similitude  seraient  les  sommets  de  deux 
cônes  circonscrits  à  la  fois  aux  deux  sphères,  et  les  quantités 
désignées  par  A(r,  r^) ,  ^(r,  /^)  seraient  les  carrés  des  parties 
des  arêtes  de  ces  cônes  comprises  entre  les  deux  sphères. 

VII. 

Théf^ème, 

Le  lieu  géométrique  des  points  de  contact  de  Tune  quel- 
conque de  trois  sphères  données  avec  toutes  les  sphères  qui 
les  touchent  toutes  trois,  est  un  petit  cercle  de  cette  sphère, 
dont  le  plan  est  perpendiculaire  au  plan  des  centres  des 
sphères  données. 

Il  est  bien  entendu,  dans  cet  énoncé,  que  Tune  quelconque 
des  trois  sphères  données  doit  être  touchée  de  la  même  ma- 
nière par  toutes  les  sphères  que  Ton  considère. 
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Considérons,  poar  fixer  les  idées,  la  série  des  sphères  qui 
toacbent  extérieurement  trois  sphères  données  dont  les 
équations  seront  comme  d'habitade 

S=0,    S'=0,    S"  =  0, 

et  désignons  par  (a ,  p .  7)  les  coordonnées  du  centre  de  Tune 
des  sphères  tangentes,  par  p  son  rayon  et  par  x ,  j^ ,  z  les 
coordonnées  da  point  où  elle  touche  la  sphère  S  -  on  anra 
d'abord 

p4-r  p 

t  = JC  —  -  a, 

r  r 

(1)  {  3  =  P4£^_U. 

r  r 

y  = Z -_ 


Puis 

(a  —  «)*  +  (6  —  p)«  +  (c  —7)*  —  (r  +p)*  =  0. 
{a!  -  »)'  +  (6'  -  p)'  +  {//  -7)'  -  (r-  +p)'  =  0, 
(a"-  .^«+(6"— pr  +(c."_7)*  — (/^  +  p)r  =  0; 

d'où  l'on  déduit  par  la  soastraction 

/(a— «»)  «+(6-6')  ^(c-c-jy+Cr-z/Jp— i(/»'— p")  =  0, 
^  U(a-a")«+(6-6")P+{c-c")7+(r-/")p-i(p'-;»'")=  0. 
Portant  dans  les  équations  (3)  les  Valeurs  de  « ,  §,  7  tirées 
de  (1) ,  on  aura 

{^r)  { 2  (a-a')  x+2(6— 6')  j'+2(c— c")  ^i^p'—p") }  =pA(r,  r») 
(p+r)  { 2(a—a")x+2(/»-6'V+2(c—c")z— (/—//") }  =pA(r,r') 

L'élimination  de  p  entre  ces  deux  équations  conduit  à  la 
suivante 

S'  — S  _  S"  — S 

(^^  A(r,/')  -A(r,r")' 

qui  est  bien  l'équation  d'un  plan. 
Il  suit  de  là  que  les  points  de  contact  des  trois  sphères 
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données  avec  la  série  des  sphères  qui  les  touchent  eité- 
rieurement  toutes  trois  seront  sur  trois  plans  ayant  pour 
équations 

iy— S  _y— s 
s^^— s^  _y^— S 

S  — S"  _  ^—^" 

^{r,  r")  ■":i(r,0' 

Ces  trois  plans  se  coupent  évidemment  suivant  la  droite 

qui  est  Taxe  radical  des  trois  sphères  ;  et  comme  cette  droite 
est  perpendiculaire  au  plan  des  centres  des  trois  sphères,  il 
s'en  suit  que  ces  trois  pkns  le  seront  pareillement. 

Si  Tune  des  sphères  prqtosées,  la  sphère  S,  par  exemple, 
devait  être  enveloppée  par  la  série  des  sphères  tangentes,  il 
suffirait  de  changer  le  signe  de  r  dans  les  équations  (1)  et  (2), 
et  par  suite  dans  toutes  celles  que  Ton  en  déduit;  ce  qui 
revient  évidemment  à  remplacer  dans  les  équations  (3), 
A(r,  r)  et  A(r,  /^')  par  S(r,  H)  et  ^(r,  r'). 

Si  les  trois  sphères  devaient  être  enveloppées  par  la  série 
des  sphères  tangentes,  il  faudrait  changer  les  signes  de  r, 
r',  r^'  ;  ce  ^Ui  ne  produirait  aucun  changement  dans  les 
équations  (3). 

Il  résulte  de  là  que  les  équations  (3)  s'appliqueront  à  tous 
les  cas ,  si  Ton  convient  de  remplacer  la  caractéristique  ^ 
par  S  y  lorsque  les  sphères  dont  les  rayons  suivent  la  carac- 
téristique doivent  être  touchées  de  manières  diBérentes. 

Dans  tous  les  cas  les  plans  ainsi  déterminés  passent  tou- 
jours par  Taxe  radical  des  trois  sphères. 
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VIII. 

Problémb. 

Consiruire  une  tphére  tangente  à  quatre  spkéree  données. 

Soient  8  =  0,  S'  =  0,  S"==:0,S'"  =  0  les  équations  des 
quatre  sphères  données,  et  supposons  pour  Gxer  les  idées 
que  la  sphère  cherchée  doive  toucher  les  quatre  sphères 
données  toutes  extérieurement  ou  toutes  intérieurement. 

Les  lieux  des  points  de  contact  de  la  sphère  S  et  des  séries 
de  sphères  qui  touchent  extérieurement  ou  intérieurement 
cette  sphère  et  deux  des  trois  autres  seront 

S— S  _  S'^— S 
A(r,W)"^A(r,/^') 
g— S  ^S'^^— S 

S"— S  _S'"— S 

Ces  trois  plans  se  couperont  suivant  une  même  droite  qui 
aura  pour  équation 

y— S  _  S"—  s  _  S'"—  s 

Celte  droite  coupera  la  sphère  S  généralement  en  deux 
points  :  Tun  d'eux  sera  le  point  de  contact  avec  la  sphère  qui 
touche  extérieurement  les  quatre  proposées;  l'autre,  le 
point  de  contact  avec  la  sphère  qui  les  enveloppe  toutes 
quatre. 

La  droite  (1)  serait  assez  difficile  à  construire  à  priori  ; 
mais  on  peut  trouver  trois  points  fort  remarquables  de  celte 
droite  ;  ce  qui  est  plus  que  suffisant  pour  la  déterminer. 

V  La  droite  (1)  passe  évidemment  par  le  point  S  3=  S'= 
S*' = S'",  qui  est  le  centre  radical  des  quatre  sphères  données. 

2*  Elle  passe  aussi  par  le  point  dont  les  équations  sont 
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S'"  — S=A(r,f^"). 
Ces  trois  équations  représentent  les  plans  polaires  relati- 
vement à  la  sphère  S ,  do  centre  de  similitude  directe  de  cette 
sphère  prise  avec  chacune  des  trois  autres. 

L'inlerscction  de  ces  trois  plans  faciles  h  construire  donne 
donc  un  second  point  de  la  droite  (1). 
3"*  Enfin,  cette  droite  passe  encore  par  le  point 
(S-S')  =  A(r,r'), 
(S-S")  =  A(r,/^'), 
(S  — S'")  =  A(r,r'"). 

Ces  trois  équations,  ainsi  qu'on  l'a  dit  précédemment ,  sont 
celles  des  plans  polaires  par  rapport  aux  sphères  S\  S\  S'" 
des  centres  de  similitude  de  ces  sphères  considérées  séparé- 
ment avec  la  sphère  S. 

Si  la  sphère  S  étant  toujours  touchée  extérieurement, 
quelques-unes  des  trois  autres  devaient  être  enveloppées , 
nous  avons  vu  que ,  pour  ces  dernières,  il  fallait  remplacer 
la  caractéristique  A  par  J;  ce  qui  revient ,  comme  on  voit ,  à 
prendre  le  centre  de  similitude  directe,  si  les  deux  sphères 
doivent  être  touchées  de  la  même  manière,  et  le  centre  de 
similitude  inverse ,  si  elles  doivent  être  touchées  différem- 
ment. 

D'où  résulte  la  construction  suivante. 

IX. 
Construction, 
Pour  construire  une  sphère  tangente  à  quatre  sphères  don- 
nées, dont  les  centres  ne  sont  pas  dans  un  même  plan ,  on 
cherchera  les  centres  de  similitude  de  chacune  des  quatre 
sphères  avec  chacune  des  trois  autres,  et  on  prendra  chaque 
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centre  de  similitude  direct  ou  inverse,  suivant  que  les  deux 
sphères  correspondantes  devront  être  touchées  de  la  même 
manière  ou  d'une  manière  diflërente  ;  on  construira  les  plans 
polaires  des  trois  centres  de  similitude  ainsi  déterminés  cor- 
respondants à  chaque  sphère  par  rapport  à  cette  sphère,  et 
l'on  obtiendra ,  dans  chacune  d'elles ,  un  point  que  Ton  join- 
dra à  leur  centre  radical.  Les  quatre  droites  ainsi  obtenues 
couperont  les  quatre  sphères  en  huit  points;  quatre  de  ces 
points  constitueront  une  solution  du  problème,  et  les  quatre 
autres  o  ne  solution  parfaitement  inverse  de  la  première . 

Si  les  centres  des  quatre  sphères  étaient  dans  un  même 
plan,  on  ne  pourrait  plus  appliquer  la  construction  précé- 
dente ;  il  faudrait  alors  faire  usage  du  troisième  point  que 
nous  avons  précédemment  déterminé. 

Noie.  Cette  belle  analyse  peut  également  servir  à  trouver 
un  cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés.  M.  Steiner  s'est  déjà 
servi  du  mot  puissance  pour  désigner  le  produit  constant  de 
deux  segments  d'une  sécante  ou  corde  passant  par  ce  point  et 
coupant  une  circonférence  donnée ,  et  à  l'aide  de  cette  dési- 
gnation commode,  ce  géomètre  résont  plusieurs  problèmes 
de  tangence ,  dont  nous  rendrons  compte.  On  voit  ici ,  par  un 
nouvel  exemple ,  combien  est  peu  fondé  le  reproche  souvent 
adressé  à  l'analyse,  de  fournir  des  constructions  sans  élé- 
gance et  difficilement  obtenues.  C'est  un  instrument ,  comme 
tout  autre,  qu'il  faut  savoir  manier.  Yoici ,  à  ce  sujet ,  une 
anecdote  peu  connue  consignée  dans  un  mémoire  d'Euler  in- 
titulé :  Soluiio  problematis  geometrici  circd  lunulas  d  circulis 
formatas  (Mém.  de  Pétersb.,  1737).  Le  problème  consiste  en 
ceci  :  Étant  donnés  deux  cercles  qui  se  coupent  de  manière 
à  former  deux  lunules  ;  soit  0  un  point  commun  aux  deux 
lunules  ;  Â.  un  point  donné  sur  le  petit  arc  de  la  première 
lunule ,  et  <2  un  point  donné  sur  le  petit  arc  de  la  seconde 
lunule;  il  s'agit  de  trouver  sur  le  grand  arc  de  la  première 
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laDQle  un  point  b ,  et  sur  le  grand  arc  de  la  seconde  lunule 
un  point  B ,  tel  qu'on  ait  A6  =  ûB  ;  aire  MOb  =  aire  BOa  ; 
l'aire  AOb  est  le  triangle  mixtiligne  formé  par  les  arcs  AO , 
06,  et  la  droite  6A. 

Lorsque  les  carrés  des  rayons  ont  un  rapport  rationnel  et 
pour  certaine  position  des  cercles ,  le  problème  a  une  solu- 
tion algébrique;  elle  n'existe  pas  pour  le  cas  général.  Ce  pro- 
blème a  été  proposé  à  BemouUi  (B.),  lors  de  son  passage  par 
Venise.  Ayant  trouvé  une  solution  géométrique  pour  le  cas 
particulier  où  A  &  est  parallèle  à  Ba,  il  l'adressa  à  Euler,  en 
disant  qu'il  croyait ,  ainsi  qu'il  arrive  souvent,  que  la  question 
était  intraitable  par  l'analyse,  Euler  rédigea  alors  le  mémoire 
mentionné,  attaqua  le  problème  général  par  l'analyse,  et,  par- 
venu à  une  construction  plus  élégante  que  celle  de  BernouUi , 
il  ajoute  cette  réflexion  :  Quod  analysios  incommodumj 
etiamsi  in  pluribus  problematis  geometriàs  alkgari  soleat , 
iamen  miki  quidem  non  tam  analysi  quam  analystœ  imputant 
dum  videtur  (  p.  207  ) .  Tm. 


NOTE 
SUR  UNE  QUESTION  D'EXAMEN. 


1.  Trouver  sur  la  droUe  AB ,  qui  unit  deux  points  lumi- 
neux A ,  B ,  le  point  le  moins  éclairé  par  ces  deux  lumières. 

Soient  a,  2»,  les  intensités  des  lumières  A,  B,  à  l'unité 
de  distance;  £2 la  longueur  de  la  droite  AB  ;  x  la  distance  du 
point  A  à  un  point  quelconque  C  de  AB,  situé  entre  A ,  B. 
La  somme  des  intensités  des  lumières  A ,  B ,  au  point  C ,  aura 

pour  expression  -^  +  TTZT^'  ^'  *^"  donne  au  point  C 
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toutes  les  positions  qu'il  peut  avoir  entre  A  et  B  »  en  faisant 

a  b 

croître  x  depuis  0  jusqu'à  d,  la  fonction  —  +  td—x?  ***" 

finie ,  d'abord,  lorsque  a:  =  0,  diminuera  pour  des  valeurs 
croissantes  de  x  jusqu'à  une  certaine  limite  à  partir  de  la- 
quelle la  valeur  de  cette  fonction  ira  en  augmentant,  puis- 
qu'elle devient  une  nouvelle  fois  infinie ,  quand  x  =  ^.  Il  y 
a  donc,  entre  A  et  B,  un  point  D  dont  la  distance  x,  au 

point  A,  rend  minimum  la   fonction —7+ -^--—5.  Le 

point  D  est  de  tous  ceux  de  la  droite  AB ,  le  nx>ins  éclairé 
par  les  deui  lumières  ;  c'est  le  point  cherché.  On  conçoit  de 
plus,  qu'en  prolongeant  la  droite  AB,  dans  les  deux  sensBY, 
AX ,  on  pourra  trouver  sur  ces  prolongements  BY,  AX,  deux 
autres  point  ly,  H',  pour  lesquels  la  somme  des  intensités 
des  lumières  A,  B,  sera  la  même  qu'au  point  D.  Car,  en 
faisant  varier  x  depub  d  jusqu'à  l'infini ,  ou  depuis  0  jus- 
qu'à —  00 ,  la  fonction  qui  exprime  la  somme  des  intensités 
des  deux  lumières  passe  par  tous  les  états  de  grandeur, 
compris  entre  i'infini  et  zéro. 

Pour  déterminer  la  position  du  point  B,  on  pourrait  cher- 
cher direclement  la  valeur  de  x  comprise  entre  0  et  ^^^  qui 

a  b 

rend  rninimum  la  fonction  fractionnaire 1 — ; 7=  ; 

-i**       {d — x) 

mais  on  parvient  au  même  résultat  en  traitant  une  question 
plus  générale  que  la  question  proposée  : 

Trouver  sur  la  droite  AB  indéfiniment  prolongée,  les 
points  pour  lesquels  la  somme  des  intensités  des  lumières  A> 
B ,  est  égale  à  une  quantité  donnée  c 
^.11  est  facile  de  prévoir  que  l'équation  de  ce  derni<T  pro- 
blème sera  du  quatrième  degré.  Supposez ,  en  eflet^  que  la 
quantité  donnée  c  soit  plus  grande  que  le  m%nimu,m  m  cor- 
respondant ai.  point  D.  Il  y  aura  alors  sur  la  direction  de  la 
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droite  AB»  quatre  points  C,  C,  C',  C",  satisfaisant  à  la 
condition  proposée.  Le  premier,  C,  sera  sitaé  entre  A  et  D  ; 
le  second ,  C,  entre  D  et  B  ;  un  troisième ,  G",  appartiendra 
ao  prolongement  BY  de  AB  ;  et  enfin  le  quatrième ,  C"%  se 
trouvera  sur  Tautre  prolongement  AX  de  AB.  Ainsi,  en 
comptant  les  distances  positives  x,  dans  le  sens  AB  ,  Féqua- 
tion  aura  trois  racines  positives  (deux  plus  petites  que  d ,  et 
la  troisième  plus  grande)  et  une  racine  négative. 

Si  la  quantité  c  diminue  progressivement  pour  devenir 
égale  à  m,  les  points  G,  G',  se  rapprocheront  du  point  D, 
et  coïncideront  avec  ce  dernier  point,  lorsque  c=:  m.  Les 
points  G'',  C,  seront  alors  en  D',  IV.  Dans  ce  cas,  Téqua- 
tion  du  quatrième  degré,  aura  deux  racines  AG ,  AG^  égales 
à  AD.  Si  Ton  suppose  eofin  c  <;m,  les  points  G,  G',  cesse* 
ront  d'exister,  l'équation  aura  deux  racines  imaginaires , 
et  deux  racines  réelles  AG'',  AC'";  Tune  d'elles  sera  po- 
sitive, et  l'autre  négative.  Et  d'après  cela^  on  voit  que 
poifr  obtenir  le  minimum  m  et  la  distance  AD  correspon- 
dante ,  il  sulBt  d'exprimer  que  l'équation  a  deux  racines 
égales  et  de  déterminer  la  valeur  commune  à  ces  deux  ra- 
cines. 

L'équation  du  problème  est  :  — j  +  __— =  c, 

a  c 

Posons  r-=/i,^Œ/7,  rf=l,îl  viendra  : 

Développant  et  ordonnant  • 

/ix*  —  Sjpx* -h  (p—n  — 1)a:'-[-2nar  — /i=:0. 

Je  nomme  a  la  racine  double ,  6 ,  <r ,  les  deux  autres  raciUK , 
on  a 

(1)  2aH-€-h^r=:2, 

ANR.  des  MaTRCH AT*  111.  9 
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(2)         «^  +  2«(6+^)+6*=ez:IiZLL, 

p 

(4)  «*6^  =  — f. 

P 
Les  égalités  (1) ,  (4)  donnent 

pu 

Sabstitoant  dans  (3),  on  obtient 

y  âa-(|  _  a    = , 

d'où  — »  +  ?«'(! — «)  +l«as=0, 

et  p«r  suite  (f a^—  n)  (i  —  a)  s=  0. 

La  racine  double  «  devant  être  moindre  que  l'unité ,  on  peut 
négliger  le  facteur  1  —  a  ;  on  a  alors 


n  \    /n 


P 

11  reste  à  trouver  la  valeur  de/?. 

Des  égalités  a'êJ  = ,  a'  =  - ,  on  tire  immédiatement 

P  P 

€^  =:  —  a.  D'«Uenrs  € +J=  2(1  —  a).  Substituant  ces  va- 
leurs de  €J,  €  +  J,  dans  l'égalité  (2) ,  il  en  résulte 

P 

d'où  — 3a'  +  3«  =  l  — -—  -  =l_a3-.i. 

P       P  P 

et,  par  conséquent , 

1=1— a3+3«ï— 3a=(l— a)3. 

Cette  dernière  équation  donne  successivement 

1= (v^j;_«v/p)'=  (i/^^  v/«)*j 
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V//»=l  +  \/«i   p  =  \i  +  \/^)  . 

3 

La  valeur  correspondante  de  a  est j — . 

1  +|/n 

c       d 

En  remplaçant  j9«  n ,  par  les  valeurs  t  ^  y  »  ^<^s  les  équa- 

3 

fions /»  =  U  +  1^»  j  ,     «  = j— ,  on  a: 

i+\/n 

La  valeur  de  c  montre  que  le  minimum  cherché  est  le  cube 
de  la  somme  des  radnes  cubiques  des  intensités  des  deuit 
lumières  a,  6.  Et  de  la  valeur  de  a ^  on  conclut  que  pour 
obtenir  le  point  D  de  la  dnrite  AB»  le  moins  éclairé  par  les 
deux  lumières ,  il  faut  partager  cette  droite  en  deux  parties 
AD ,  DB ,  prc^orlioniielles  aux  racines  cubiques  des  inlen^ 
tilés  a,  b  y  des  deux  lumières. 

Les  points  Tf^  D",  seront  déterminés  par  les  valeurs  de 
€,  9.  Or,  6  +  *a=a(i— •),  6S»— «;donc 

Aiy=l— «+\/  (1— «)•+«  ,     AD"=a-.|+V/(l-a)'+«. 
Pour  montrer  une  application  de  ces  formules ,  supposons 
que  a  =  iyb  =  S.On  aura 

c  =  27,    ADsri.AB,    Aiy  =  AB(Hiy-?V 


.■.=*b(=î±«^'). 


Note  I.  Le  problème  est  donc  réduit  à  partager  une  droite 
en  deux  segments ,  dont  les  cubes  soient  dans  un  rapport 
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(loimé.  Pappus  indique  la  sululion  mécanique  suivante,  d'une 
admirable  simplicité  {livre  III ,  prop,  5)  :  soit  BD  une  lon- 
gueur donnée  ;  du  point  D  comme  centre  et  da  rayon  DB  , 
on  décrit  une  cireonférencc  ;  ADG  est  an  diamètre  perpendi- 
culaire àDB  j  entre  B  et  D,  on  prend  sur  BD  un  point  E  tel 

BE 
qu  on  ait  •:-=,  =  rapport  donné  entre  les  cubes  ^  on  mène  la 

iordc  GEF,  rencontrant  la  circonférence  en  F  ;  et  ensuite  la 
corde  AGHK ,  rencontrant  CF  en  G  ;  BD  en  H  el  la  circonfé- 
rence en  K ,  et  de  telle  sorte  que  Ton  ait  GH  =  HK  ;  alors  on 

aura  -rrzr^  =  —  =  au  rapport  donne.  Nous  engageons  les 

élèves  à  chercher  la  démonstration  qui  ne  présente  pas  de 
diflBcalté. 

Le  point  K  peut  aussi  s'obtenir  par  Tintersection  da  cercle 
et  d'anc  hyperbole ,  d'après  la  propriété  suivante  de  cette 
ooorbe  :  par  le  point  M  d'ane  hyperbole ,  on  mène  une  pa 
rallèle  à  la  première  asymptote  et  une  seconde  parallèle  à 
la  seconde  asymptote;  prolongez  la  première  parallèle, 
josqa'à  ce  qu'elle  rencontre  en  N  la  seconde  asymptote  ,* 
par  le  miliea  de  MN ,  on  mène  une  parallèle  à  la  seconde 
asymptote,  qui  rencontre  nèœssairement  la  courbe  en  un 
point  O;  si  par  O,  on  mène  une  corde  quelque  OPQR, 
dans  l'hyperbole ,  conpant  la  seconde  piorallèle  en  P,  la  pre- 
mière parallèle  en  Q ,  la  courbe  en  R  ,  on  a  constamment 
QP  =  QR. 

II.  Cette  solution  qu'on  doit  à  Pappus,  pour  la  multiplication 
et  la  division  du  cube,  renferme  la  célèbre  duplication  comme 
cas  particulier.  Les  habitants  de  Ddoa,  tourmentés  de  la 
peste,  ayant  oonsnlté  Toracle  de  Delphes,  obtinrent  pour  ré- 
ponse que  le  dieu,  pour  faire  cesser  le  fléau ,  demandait  un 
aatd  en  or  aend)lable  à  l'antel  existant  qui  était  un  cube,  mais 
double  de  Yolume ;  on  s'adressa  à  des  artistes,  à  des  ar.chi* 
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tcctes  sans  pouvoir  réussir  ;  enfin  on  eut  recours  à  Platon , 
qui  répondit  qu'en  faisant  cette  demande ,  le  dieu  n'avait 
pas  pour  but  principal  d'avoir  un  autel  double  ;  mais  qu'il 
voulait  reprocher  aux  Grecs,  leur  négligence  des  études 
géométriques  ;  cette  réponse  de  Platon ,  fait  présumer  que 
c'ttt  lui  ou  un  autre  géomètre  qui  aura  souiBé  à  la  Pythie 
cet  oracle  qui  donika  Uû  grand  essor  aux  travaux  sur  les 
lignes  courbes. 

III.  On  peut  être  curieux  de  connaître  le  lieu  des  points 
du  plan ,  où  l'intensité  de  la  lumière  est  un  maximum  ou  un 
minimum  sur  un  système  de  droites  parallèles  à  AB.  Con- 
servant la  môme  notation,  prenant  Âli  pour  axe  dos  j:, 
A,  pour  origine  des  coordonnées  rectangulaires;  z  étant 
rintensité  de  la  lumière ,  au  point  j:  ^  ^  ;  on  a  l'équalion 

Considérant  j^  comme  constante ,  x  comme  la  variable  indé- 
pendante ,  prenant  la  fonction  prime  de  z  et  l'égalant  à  zéro , 
on  obtient 

z[(2x  —  d)  (X*  -\-y  —  dx)]  =  frx  +  a(x  —  d)  ;        (-2) 

éliminant  z ,  il  vient 

{^'+y^  [y+  ^'+  d{d^  2j:)3  \bx  +  a{x^d)]=\ 

L'équation  (3)  est  du  5'  degré  ;  les  termes  de  cet  ordre  sont 
[a'\'b)x[x*-^yf.  Ainsi  Taxe  des^,  ayant  pour  équation 
X*  =  0,  est  une  asymptote ,  passant  par  l'origine  et  deux  fois 
tangente  à  la  courbe  ;  ce  qui  équivaut  à  cing  points  d'inter- 
section. 

Les  points  A  et  B  appartiennent  à  la  courbe;  car  l'équation 
e»t  satifaite  par  x = j-  =  0,  et  par  j:  =  ri,  j^  =  0  :  en  effet 
en  ces  points  l'intensité  est  un  maximum. 

Eo  fmsant^  =  0 ,  dans  l'équation  (I),  il  vient,  après  avoir 
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6lé  les  diviseurs  xcid-^x  qaï  répondent  aux  points  A  et  B 
el  fait  lei  réductions, 

a(x~dy^^bx^i    d'Où    x=    ^   ^^^^ 

oomme  d-daisiu.  La  courbe  a  trc^  branches  iaenies  pasaani 
par  les  points  À  «  C ,  B;  la  première  et  la  troisième  renfer- 
ment les  maxifnay  et  la  seconde  les  minima,  l>es  droites  pa* 
rallèles  à  Taxe  des  x ,  coupent  la  courbe  en  cinq  points  dont 
trois  sont  réels.  Les  droites  [parallèles  à  Taxe  des  y,  ren- 
contrent la  courbe  en  qaatre  points ,  dont  deux  sont  imagi- 
naires, le  cinquième  est  à  Tinfini. 

lY.  Soit  en  général  une  courbe  donnée  par  l'équation  bi- 
focale  f(z,  z'}  =0;  z  et  t!  sont  les  distances  d'un  point  de  la 
courbe  aux  deux  foyers  A  et  B.  L'intensité  de  lumière  en 

a        b 
ce  point  est  -^  -{-  -7;  ;  pour  que  cette  expression  soit  un  maxi- 

z        z 

mumon  un  minimum,  il  faut  qu^on  ait  l'équation  dififëren- 

adz       bdz'  dz 

tielle  -^  +  — ;r  =  0,  (î)  ;  le  rapport  —,  est  connu  par  Té- 
z*  z  '  tiz 

quation  de  la  courbe;  on  a  donc  deux  équations  entre  z  et  z'  qui 
font  connaître  les  points  de  la  courbeoù  la  lumière  estau  maxi- 
mum on  auminimum.  Soit,  par  exemple,  pz+?z'ar,l'équation 

,^ ± 

_      P 

iui      bp  z         3  /^^ 

donne  -|-  =  -fj-i  d'où  -7  =  \/  ~\  ce  rapport  est  indé- 
pendant de  r;  donc  en  faisant  yarier  le  paramètre  r,  les 
points  cherdiés  |ur  ces  diverses  courbes  sont  situés  sur  une 
circonférence. 
Si  p  =  ^  =  1 ,  k  courbe  est    une  ellipse ,  et  Ton  a 

*      X  Va 

-j  =  Y/  Y  ;  ainsi  le  problème  trailc  ci-dessus  est  un  cas  par- 
ticulier de  Tellipsc  \  il  suffît  do  poser  k'  =  AB  =:^  d-^  il  se  |wô-^ 
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bifocale  de  la  courbe  ^  on  en  tire  j^  s=:  —  -2^,  et  l'équation  (2> 


—  tio  — 

sente  ici  une  difficuUé,  FelUiMe  peut  être  de  telle  sorte  que  le 

rapport  7  =  V/  j  y  8oit  impossible  ^  et  cependant  il  doit 

toujours  exister  des  points  sur  TelUpse,  où  b  lomiôf^iMir- 
Tienne  à  sa  plus  grande  ou  à  sa  moindre  intensité  C).     Tm« 

DÉMONSTRATION  SIUPLB  DU  THÉORÈME  DE  POURIER. 

i«  (OMIAW). 


Théùréme.*  Soit  X«0  une  équation, et  X',X",...  XW  les 
»  dérivées  successives  du  premier  membre;  la  différence 
»  entre  le  nombre  des  variations  de  ta  suite  X,  X',  X"^.... 
>•  XM  pour  or  =  a,  et  le  nombre  des  variations  de  la  même 
»  suite  pour  a;  s=  p ,  ne  peut  jamais  être  moindre  que  le 
»  nombre  des  racines  réelles  de  Téquation  proposée,  com- 
»  prises  entre  a  et  p,  et  la  différence  quand  elle  existe,  est 
>  toujours  un  nombre  pair.  » 

DémonêiraÊion.  Supposons  le  théorème  vrai  pour  toute 
équation  du  degré  (m  —  1),  et  démontrona-le  pour  une 
équation  de  degré  m;  étant  évident  pour  une  équation  du 
premier  ou  du  second  degré ,  il  se  trouvera  ainsi  démontré 
généralement.  Soimt  n  et  n!  les  nombres  respectifs  des  ra- 
cines de  la  proposée  et  de  la  dérivée  comprises  entre  «  et  p , 
V«,  V'«  irâ  nombres  des  variations  de  la  suite  X ,  X',  X",. . . 
et  de  la  suite  X',  X",...  pour  x=:a,  et  V^,  \'^  les  nombres 
des  variations  des  deux  mêmes  suites  pour  .r  =  p  ;  nous  au- 
rons d'après  l'bypotlièse 


(*)  Dans  ce  cas ,  le  maximum  est  à  une  des  extrémités  du  grand  axe  et  le  mi> 
nimam  à  l'autre  extrémité. 
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k  étant  9U  moins  zéro ,  et  d'après  le  théorème  de  Rolle, 

/tétant  au  moins  —  i.  Supposons  d'abord  qae  p  soit  un 
nombre  pair  2^,  A^  étant  au  moins  zéro;  dans  ce  cas  les  va- 
leurs X«,  X^3  que  prend  X  quand  on  fait  successivement  2-=:a, 
X = p ,  et  les  valeurs  X'. ,  X\q  que  prend  X'  pour  les  mômes 
hypothèses  présenteront  en  même  temps  une  permanence  ou 
une  variation,  par  conséquent  les  valem^  X«,  X'ac  que  pren- 
nent X  et  X'  pour  x  s  a ,  et  les  valeurs  X^g,  X'ys  que  pren- 
nent X  et  X'  pour  x=p ,  présenteront  aussi  en  même  temps 
une  permanence  ou  une  variation,  donc  on  aura 

ce  qui  est  conforme  à  Ténoncc  du  théorème. 
Supposons  ensuite  que  p  soit  un  nombre  impair.  Dans  ce 

Xx       X'«  ,        ^  Xx    .  x^  ^    . 

cas  «r-  et  ^7-  ,  par  conséquent  :rr7-  et  =7-- ,  auront   des 

signes  contraires,  donc  on  aura 

si  p  est  positif,  cette  égalité  est  conforme  à  l'énoncé;  stp  est 
négatif  9  il  faut  encore  démontrer  que  di  1  se  réduit  à  + 1 ,  ou 
queVflc  — V/8  =  Va  — V'^  + 1,  ou  que  X«  et  X'«  f(»*mcnt  une 
variation.  En  effet ,  dans  le  cas  oàp  est  négatif^  et  par  con- 
séquent —  1 ,  il  ne  peut  se  trouver  qu'une  racine  de  la  déri- 
vée entre  deux  racines  ccmsécutives  quelconques  de  la 
proposée  comprises  entre  a  et  ^  ;  comme  aussi  entre  la  plus 
petite  de  ces  racines  et  a ,  et  entre  la  plus  grande  de  ces 
racines  et  p,  il  n'y  a  aucune  racine  de  la  dérivée. Gela  étant, 
a  doit  comme  un  nombre  très-voisin ,  mais  auHkssus  d'une 
racine,  rendre  X  et  X'  de  signes  contraires. 

Remarque.  Pour  la  manière  de  compter  les  variations , 
lorsque  les  hypothèses  a-  =a,  j:=P,  font  évanouir  une  ou 
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plusieurs  fonctiODS  de  la  suite ,  et  pour  les  conséquences  du 
théorème,  Foffez  l'ouTrage  de  Fourier,  ou  l'Algèbre  de 
M.  Lefébure  de  Fourcy. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  73  (t.  II,  p.  328). 


(AUOUSTB), 
éléTe  de  malhénuiUqoes  spéciales  au  collège  Stanislas. 


Un  triangle  rectangle  ayant  pour  hypoténuse  la  corde 
d'une  conique  et  pour  sommet  un  point  fixe  dans  le  plan  de 
la  conique,  l'enveloppe  de  l'hypoténuse  est  une  seconde  co- 
nique dont  un  des  foyers  est  au  point  fixe. 

Je  prends  pour  axes  des  coordonnées,  les  parallèles  aux 
axes  principaux  de  la  conique  menées  par  le  point  fixe  et 
Féquation  de  cette  conique  est 

ay-h  rj:'+  dy  +  ex  +/=  0.  (1) 

Soit  y  =  mx  +p  (2)  Téquation  d'une  sécante.  Je  vais  cher- 
cher la  relation  qui  doit  exister  entre  m  eipj  pour  que  les 
droites  qui  joignent  les  points  d'intersection  de  cette  sécante 
avec  la  courbe  à  l'origine  soient  rectangulaires.  Or  si  (j:*,,^,) 
(x,,  ^,)  représentent  les  coordonnées  de  ces  points  d'intersec- 

tion ,  on  doit  avoir ,  pour  cela ,  —  = ^ ,  d'où  x, jr,+^,^, 

=  0  (3).  Reste  à  exprimer  les  produits  x,x, ,  ^,j^,,  au  moyen 
de  I»  et  p.   Dans  l'équation  (1) ,  je  fais  successivement 

r  =5  mx-^p,  X  =i        ",  et  il  en  résulte  deux  équations  à 
/n 

uneseule  inconnue  ;  l'une  en  x  ayant  pour  racines  les  abscisses 
x,,jr,,  et  l'autre  en  payant  pour  racines  les  ordonnées  j^„^,. 
Ces  équations  sont 

x{am^+c)  +  x( )-f-tf/>'+rf/?+/=0, 

^(am'+c)+^  ( )-^cp^-^emp+fm^  =0. 
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Les  derniers  termes  de  ces  équations,  diTiséspar  am^-^c^ 
sont  les  Talenrs  des  produits  j:,x,,  ^,^, ,  et  l'équation  (3)  se 
transforme  dans  là  suivante  : 

pV+c)+jEi(rf— ewi)+/(l  +  m«)  =  0.  (4) 

Je  considère  actuellement  les  équations  (2)  et  (4) ,  et  pour 
avoir  le  lieu  cherché ,  je  commence  par  éliminer  p  entre  ces 
deux  équations  ;  après  quoi,  j'éliminerai  m  entre  Téquation 
finale  en  m  et  son  équation  dérivée.  Or,  de  l'équation  (2)  je 
tirepssj^— ntjr ,  et  substituant  dans  l'équation  (4),  je  trouve 

nC[x\a-¥c)  +CX4-/]  —  m[2a^  (a  +  c)  +  rfx  +  c/]  + 

dont  la  dérivée  est 

2iïi  [ jr'(a  +  c)  +  ex -h/]  —  [2j?y  (a -f  c) -h  rfjF  +  ^]  =  0. 

Tirant  la  valeur  de  m  de  cette  dernière  équation ,  et  la  por- 
tant dans  la  précédente ,  on  trouve  l'équation  du  lieu 

[2xr  (a + c)  +  <£a:  +  «r]"—  4  [x\a  +  c)  +  ex  +/] 

Si  on  développe  cette  équation ,  les  termes  du  qualrièrao 
et  du  troisième  degré  disparaissent,  et  il  reste  une  équation 
duse^ndilegré, 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme ,  car 
si  on  ajoute  cTx'+e'x*  aux  deux  membres  »  le  second  mem- 
bre devient  le  carré  de  t(^  +  ex  +  2/*,  et  l'équation  se  trans- 
forme dans  la  suivante  : 

.  J^-MX+JOL  ,5. 

•^^•^■"rf^H-e>-4/{a  +  c)'  ^^^ 

équation  d'une  conique  dont  l'origine  est  un  foyer  cl  dont  la 
directrice  voisine  est  la  droite  £()^+ex  +  2/'=0.  Or,  il  est 
remarquable  que  cette  droite  est  précisément  la  polaire  de 
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l'origine  par  rapport  à  la  conique  donnée.  I^ea  coordonnées 
du  centre  «ont^  =    T'      ,  x  ^  ^"^^     .  et  la  courbe  est 

facile  i  construire  avec  ces  données. 

Le  rapport  constant  de  la  distance  d'un  point  de  la  courbe 
an  foyer  et  à  la  directrice,  déduit  de  l'équation  (5),  est 

r,     a ,  ,  sur  quoi  on  remarquera  que  la  na- 

ture de  la  conique  varie  avec  le  signe  de  %f{a  +  c) ,  et  on  éta- 
blirait sur  ce  signe  une  discussion  à  laquelle  je  ne  m'arrê- 
terai pas.  Je  ferai  toutefois  remarquer  que  lorsqu'on  a 
a  +  c  =  0 ,  ce  qui  a  lieu  lorsque  la  conique  donnée  est  une 
hyperbole  équilatère,  la  conique  trouvée  est  une  parabole. 

Lorsqu'on  ay=0,  ce  qui  a  lieu  lorsque  le  point  donné 
est  un  point  de  la  conique  donnée,  l'équation  se  réduit  à 
dx  — e^  =  0  ;  ce  qui  est  l'équation  de  la  normale  à  la  coni- 
que au  point  que  Ton  considère  :  cependant  alors  le  lieu  se 
réduit  à  un  point  unique  situé  sur  cette  normale.  {Nimv. 
^im.,t.  II,p.  187.) 

Soit  rf  =s  0 ,  e  =  0  ;  l'équation  se  réduit  è  y+  j:'=  —^^ 

ce  qui  est  l'équation  d'un  cercle  rapporté  à  son  centre,  si 

_/• 
toutefois  — —  est  une  quantité  positive  ;  mais  si  d^Q  et 

«  =  0,  c'est  que  le  point  donné  est  le  centre  de  la  conique 
donnée.  D'ailleurs ,  on  sait  que  lorsqu'un  lieu  est  engendré 
par  les  intersections  successives  d'une  droite ,  la  droite  est 
tangente  en  chaque  point  à  la  courbe  qu'elle  engendre ,  on 
arrive  donc  i  ce  théorème  :  Le  lieu  des  projections  du  centre 
d'une  conique  sur  les  cordes  qui  joignent  les  extrémités  de 
detti  diamètres  rectangulaires ,  est  un  cercle  concentrique  a 
cette  conique. 
Soient  A  et  B  les  demi-axes  principaux  de  la  conique  \  dans 
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te  cas  de  l'eUlpsc ,  on  aura  — /=  A'B",  ^z  =  A%  A  =  B\  et 

AB 
le  rayon  dn  cercle  sera  j/— ; — =.,  ;  dans  le  cas  de  Thypcr- 

K    A  +Jj 

bole ,  on  aura  — /=  —  A'B\  a = A',  6  = — B*,  et  le  ra jon 

AB 
du  cercle  sera  |/  ,  — ^,.  Ce  cerde  n'existe  donc  pas  lors- 
qu'on a  B  <  A  i  et,  en  effet ,  alors  l'angle  des  asymptotes 
étant  plus  petit  que  90"",  de  deux  diamètres  rectangulaires, 
un  seul  peut  rencontrer  la  courbe. 

Noie.  M.  Poncelet  a  découvert  ce  théorème,  pour  un  an- 
gle quelconque,  à  l'aide  de  sa  théorie  sur  les  centres  d'ho- 
mologie  (Propriétés  projectiles ,  p.  279).  La  belle  démons- 
tration de  M.  Mathieu  ne  s'applique  qu'à  Tangle  droit.  Il 
serait  à  désirer  qu'on  eût  un  procédéanaly  tique  analogue  pour 
le  cas  général.  Lorsque  la  conique  donnée  se  réduit  à  deux 
droites,  le  théorème  est  le  même  que  celui  qu'on  a  énoncé 
t.  JI,  p.  536  ;  il  fournit  une  description  organique  des  coniques, 
due  à  Madaurin.  Si  par  les  extrémités  de  la  corde  mobile , 
on  mène  deux  tangentes  à  la  conique  donnée,  le  lieu  de  leur 
intersection  est  encore  une  conique  ayant  même  foyer  et 
même  directrice  que  la  conique  donnée;  théorème  que 
M.  Poncelet  déduit  aussi  de  la  même  théorie.  Tm. 


DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  80.  (T.  III ,  p.  40). 


élève  de  nuttbéouitiqaet  BpécialeB  au  collège  SUnislas. 


Une  parabole  ayant  un  foyer  flxeet  passant  par  un  point 
flxe,  le  lieu  du  sommet  est  une  épicycloïde  engendrée  par 
un  point  d'une  circonférence  roulant  sur  luie  circonférence 
de  même  rayon. 
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Je  prends  pour  origine  des  coordonnées,  le  foyer  donné,  et 
pour  axes  deux  droites  rectangulaires  dont  l'une,  l'axe 
des  X  ,  passe  par  le  point  donné  ;  je  désigne  par  q  Tabscisse 
de  ce  point.  L'équation  d'^ne  quelconque  de  ces  paraboles , 
ayant  pour  foyer  le  point  jr  =  0 ,  ^  =  0 ,  pourra  se  mettre 
sous  la  forme  x'+^*=  (mjr-hfuc+p)*^  avec  la  relation 
nécessaire 

;n"  +  /l*=:l,  (1) 

my-^njc  4-/7  étant  la  directrice  de  la  parabole.  Le  sommet  se 
trouyant  à  l'intersection  de  la  courbe  avec  une  perpendicu- 
laire à  la  directrice  menée  par  le  foyer ,  les  valeurs  de  x  et 
de  ^r  y  satisfaisant  à  la  fois  aux  deux  équations 

,  m 

X*  -hy  =  (/?ir + n-îT  +p)\      ^  =  —  x , 

n 

équation  de  Taxe  de  la  courbe,  seront  les  coordonnées  du 
sommet.  Si  x,  et  y,  sont  ces  coordonnées ,  on  trouve  aisé- 
ment 

..  =  -f,         (2)  ^.  =  -^^.       (3) 

De  pins  la  courbe  passant  au  point  Bxe,  j:*  =  0 ,  j:  =  ^^ ,  on 
aura  la  relation 

q^  =  {nq  ^pT=  rfq^  +2pnq  +p\  (i) 

L'élimination  de  m ,  /i ,  /?,  entre  les  équations  (1) ,  (2) ,  (3) 
et  (4) ,  donnera  la  relation  cherchée  entre  x,  et  ^.. 
Les  équations  (2)  et  (3)  élevées  au  carré ,  puis  combinées 

avec  la  relation  (1)  donnent  j  =  Jî*/+r.*-  D'ailleurs  de  Té- 

X* 

quation  (2) ,  on  déduit  np  =  —  2x.,  n»  s=        '     ,.    Substi- 

x^  'vy^ 

tuant  ces  valeurs  dans  l'équation  (4),  et  réduisant  autant  que 
possible ,  on  a  pour  équation  du  lieu 

(y:  +  ^;)'  -  q^.  (^>r.')  -  \y:  =  0. 
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Or  si  Ton  cherche  Tèquation  d'ane  épicycloïde  engendrée 
par  on  point  d'one  circonférence  ronlant  sor  one  circonfé- 
rence de  même  rayon ,  en  prenant  pour  axes  des  coordon- 
nées ceux  qui  se  présentent  spontanément ,  c'est-à-dire,  deux 
droites  rectangulaires  se  coupant  au  point  qui  décrit  le  lieu 
et  qui  est  supposée  commun  aux  deux  circonférences ,  à 
l'origine  do  mouvement,  l'une  de  ces  droites.  Taxe  des  jt^ 
étant  diamètre  du  cercle  fixe,  on  trouve  pour  équation  de 
Tépicydolde 

(r'  +  -^'V+*''J?(j:*+r')— 4ry  =  0, 
r  étant  le  rayon  commun  aux  deux  circonférences. 

Cette  équation  devient  identique  avec  la  précédente,  si 
Ton  fait  ^  =:  —  4r.  D'où  Ton  condnt  que  le  lien  du  sommet 
de  la  parabole  est  le  lieu  décrit  par  un  point  d'une  circonfé- 
rence roulant  sur  une  circonféreoce  fixe  et  de  même  rayon  ; 
le  centre  de  la  circonférence  fixe  étant  situé  au  quart  de  la 
droite  qui  joint  le  foyer  au  point  donné,  à  partir  dn  foyer , 
et  le  foyer  étant  lui-même  le  point  de  la  circonférence  fixe 
qui  sert  d'origine  au  mouvement. 

DémoMiraiion  géométrique  de  la  même  quesiUm  (6g.  17). 

F  et  P  étant  le  foyer  et  le  point  donnés,  jeeonsidAre  Tune 

des  paraboles  ayant  pour  foyer  F  et  passant  au  point  P.  Soit 

Diy  sa  directrice,  et  O  le  centre  du  cercle  qui  a  pour  dia- 

FP 
mètre  -— .  Par  le  point  O ,  je  mène  OB  parallèle  à  l'axe ,  et 

au  point  B  la  tangente.  Cette  tangente  divisera  SF  en  deux 
parties  égales.  En  effet,  les  triangles  PFF,  et  BOF  étant 
isocèles  et  ayant  un  angle  égal  BOF=FPF  sont  semblables. 
Donc  les  trois  points  F,  B ,  F,  sont  en  ligne  droite  ;  mais 
alors  les  triangles  FBC ,  FPA  sont  semblables  et  par  consé- 
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FC       FB 
quent  =7^  =  =57.  Maïs  la  similitade  des  triangles  BOF , 

„^^         FB       FO       1 

])onctGF=s--FA.  Donc  le  poialC  est  le  milieu  de  FS. 
4 

De  là  résulte  l'égalité  des  triangles  BSC,  BGF. 

Alors  si  je  prolonge  OB  d'une  quantité  (VB  ^s  OB ,  et  si 
je  décris  le  cercle  ayant  (X  pour  centre  et  (VB  pour  rayon , 
G'est-à-dire  le  cercle  tangent  au  cercle  O,  ce  cercle  devra 
passer  au  point  p;  caries  triangles  CKBS,  OBF  sont  égaux 
comme  ayant  un  angle  égal  0'BS=:OBF,  compris  entre 
deux  cAtés  égaux  chacun  à  chacun;  donc  <yS=(yB=OB. 
Mais  alors  les  arcs  BS ,  BF  des  cercles  égaux  O  et  (y,  sous- 
tendus  par  des  cordes  égales  BF  =^  BS  seront  égaux.  Donc 
le  point  8  sera  un  point  de  Tépicydoïde.  G.  Q.  F,  D. 

Noie.  M.  Mesnard  (Â.) ,  élève  du  collège  Gharlemagne, 
démontre  le  même  théorème  en  prenant  le  point  fixe  pour 
origine,  et  cherchant  d'abord  le  lieu  des  pieds  des  perpen- 
diculaires abaissées  du  foyer  sur  les  directrices;  et  de  là , 
le  lieu  des  sommets,  qu'il  compare  au  lieu  connu  des 
épicycloldes. 

M.  Bispal,  élève  du  collège  de  Rouen,  fait  usage  des 
coordonnées  polaires.  Nous  donnerons  sa  solution  prochai- 
nement. 


QUESTION  DE  PHYSIQUE  {Éc.  normale). 
Tréoms  des  VAPBUaS. 

9AtL  at.  KATBXBV  BAURIAC  , 

Professeor  de  matbématiqiei. 

Tout  le  monde  sait  que,  lorsqu'un  liquide  est  contenu 
dans  un  vase  c(Hnplétement  fermé ,  il  se  forme  une  quantité 
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de  vapeur,  de  ce  liquide ,  capable  de  saturer  l'espace  laissé 
libre ,  pour  la  température  à  laquelle  se  trouvent  et  le  li- 
quide et  Tenceinle Si  l'on  vient ,  par  un  moyen  quelconque, 

à  éleyer  la  température,  l'on  sait  encore  que  l'espace  saturé 
primitivement  ne  Test  plus  et  qu'il  est  néoessaire^pour  le 
saturer  de  nouveau,  qu'une  seocmde  quantité  de  liquide 
passe  à  Télat  de  vapeur.— ^'est  le  poids  du  liquide,  vaporisé 
en  second  lieu ,  que  je  me  propose  de  calculer  ;  et  comme  ce 
poids  n'est  point  le  même  dans  tontes  les  ciroonstanoes ,  je 
distinguerai  trois  cas  principaux  : 

I.  On  donne  une  sphère  en  cuivre  mince ,  portant  une 
tubulure  que  l'on  peut  hermétiquement  fermer  et  qui  sort 
à  l'introduction  d'un  liquide  donné,  de  l'eau,  par  exemple; 
la  sphère  ne  contenant  que  de  l'air  sec,  on  y  .verse  un  vo- 
lume donné  d'eau  et  on  la  ferme.  Au  bout  de  quelque  temps 
l'équilibrede  températureentrelasphèreet  l'eau  étant  établi , 
la  saturation  dansl'espace,  différence  des  volumes  de  la  sphère 
et  du  liquide,  élànt  parfaite ,  l'on  observe  la  température ,  qui 
est  de  /*  ;  Ton  chauffe  alors  la  sphéare  et  la  température  s'élève 
jusqu'à  T«  ;  par  là  une  nouvelle  saturation  se  produit  et  l'on 
denuinde  le  poids  du  liquide  qui  s'est  vaporisé  en  second 
lieu. 

IL  La  sphère  est  pleine  d'air  saturé  de  vapeur  à  la  tempé- 
rature initiale  r  ;  on  y  verse  un  volume  donné  d'eau  à  t*  et 
on  la  ferme.  La  température  de  l'enceinte  et  de  l'eau  éuintla 
même ,  la  différence  des  volumes  de  la  sphère  et  du  liquide, 
se  trouve  saturée  à  <%  indépendamment  de  l'eau  introduite. 
On  porte  la  température  à  T*,  et  une  nouvelle  saturation  se 
produit  ici  aux  dépens ,  du  liquide  versé  ;  l'on  demande  le 
poids  de  l'eau  qui  s'est  vaporisée. 

III.  La  sphère  est  pleine  d'air  à  un  certain  état  hygromé- 
trique ,  on  y  verse  de  l'eau  et  on  ferme ,  la  température  est 
i''  ;  la  différence  des  volumes  de  la  sphère  et  du  liquide, se 
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sature  Mentôt  de  tapeur  pour  cette  tompéfBture.  Alora  on 
chaufle  joiqu'à  la  température  T«  ;  et  uoe  nouyeHeMlCffation 
ayant  lieu,  on  demande  le  poida  du  liquide  qui  s'est  vaporisé, 
dans  le  passage  de  la  température  /  à  la  lempéiiature  T. 

Les  énoncés  de  ces  trois  protdémes  étant  aàuA  posés,  je 
Tais  m'occnper  de  leur  résolution;  et  d'abord  du  |Nreniier, 
parce  que  la  marche  à  suivre  sera  la  même  pour  les  deuxième 
et  troisième,  et  qu'il  présente  moins  de  difficultés. . 

I. 

1*  Le  volume  de  la  sphère  étant  re^ésenté  par  Y.  à  0«,  il 
s'ensait  qu'à  T%  ce  volume  devient  Y.  (I  -f-^T)^  k.  étant  le 
coefficient  de  dilatation  cubique  du  cuivre  pour  chaque  degré 
centigrade.  De  même  à  /<",  ce  volume  devient  Y,  (  1  -f  ibi). 

^  Le  volume  de  Teau  renfermée  dans  la  «ptiàre  étant  re- 
présenté par  Yoà  4%  1;  ce  volnme  devient  Y.(l+X)è]a 
température To;  x  exprimant  raccroissemont  de  Inuité  de 
voluDDie  de  l'eau,  prise. à  son  maximum  de  depsité»  pour-Ja 
température  T*".  De  même  Y»  (i  +  V)  exprimera  ce  volume 

3""  Cela  posé ,  le  volume  de  l'eau  qui  se  réduira  en  vapeur, 
sera  celui  qui  est  capable  de  saturer  l'espace  N:=Y.  (I  +  AT) 
— Y^  (i  +  >)  ;  plus  le  volume  de  l'eau  qui  devra  saturer  l'es- 
pace occupé  par  cette  eau  qui  vient  de  se  vaporiser  ;  p^u5  le 
volmne  de  l'eau  capable  de  saturer  le  nouvel  espace,  laissé 
libre  par  l'eau  qui  s'est  vaporisée  en  second  Heo ,  et  ainsi  de 
suite  à  finGni;  momê  le  vdume  dé  l'eau  qui  saturait  de 
vapeur  l'espace  N'=Y,(H-^0  — Yo(i  + V)  à  la  tempéra- 
ture initiale  r;  volume  que  j'estimerai  comme  je  viens  de  le 
dire  pour  celui  qui  sature  N  à  la  température  finale  T. 

Nommant  donc  xv,  le  volume  de  Teau  qui  doit  saturer  de 

vapeur  l'espace  N  -,  je  trouve  pour  son  expression ,  :r«  =  — , 

m 

Alllf.  DBlfATH«M.    m  10 
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fin  appelant  m,  ié  if<olQtiie  de  vapeur  que  donne  on  ecùtàmMÊe 
cnbe  d'eau  dtotittée .  prise  à  4M  et  porMe  à  T  ;  il  est  fraie 
de  voir  qoe  j'obllên»  cette  expTMion  en  nve  serrant  de  la  loi 

dans  leê  iHême$  eiroanstame^ê  tonêproporiUmnelkê  tmx  egpmes 

à  soÊMtr 

A^tuellettient,  si  je  nomme  x\  la  quantité  d'ean  en  volume 

qui  sature  de  vapeurs  à  T",  l'espace  j:«,  je  trouve  par  les 

X  N 

mémesconsidérationsj/o  =  —ou  bien  j/o  =—7.  Les  exprès- 

sions  x\  y  xf'*x,..,  XfM"^'  sont  tontes  de  la  même  forme, 
ckacune  d'elles  est  égale  à  la  précédente  divisée  par  m ,  ce 
qui ,  en  remplaçaût  la  précédente  par  sa  Taleur,  donne  une 
suite  de  fractions  dMit  le  numérateur  est  le  même  N ,  et  dont 
les  déoominalevrs  sont  les  diverses  puissances  de  m.  On  voit 
é6ttc  qne  la  vakw  de  X« ,  c'est-à-dire  le  volume  de  Veau  à 
4*,!  9  qui  satmre  à  T*  l'espace  N  de  rapeur,-  est  la  somme  des 
termes  d'une  progression  géométrique  décroissante  à  rinfini , 

cfontle  premier  terme  est  Xf,  et  la  raison  - ,  son  expression 

sera  donc 

\m)  N 


(1)  Xe  = 


(-4) 


m- 


4*  En  suivant  la  même  marche ,  il  est  évident  que  l'expres- 
sion do  volume  d'eau  à  4%i,  qui  doit,  étant  porté  à  r, 
sâtmrer  de  vapaur  l'espace  N\  sera  idenliquement  de  même 
forme  et  donnera 

m  —  1 
5*  En  retranchant  de  la  première  expression  la  deuxième, 
on  trouve 

(m— l)(»i'_l)        ' 
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pwr  roxpr^sMon  du  volone  d'eiu,  à  son  maxtarani  <te 
densité,  qui  salure  de  vapeur  la  sphère,  lorsque  la  tempé- 
rature de  t?  devient  T"». 

Pour  passer  de  cette  expression  du  volume  è  celle  du 
poids ,  on  n'a  qu'à  multiplier  ce  volume  par  la  densité  de 
l'eau  à  4o,1 ,  que  j'égale  à  l'unité.  Donc,  la  formule  précé- 
dente exprime  aussi  le  poids  du  volume  d'eau  qui  sature  de 
vapeur  la  sphère,  lorsque  cette  eau  passe  de  la  température  t 
à  la  température  T. 

11. 

1"*  Dans  ce  second  cas ,  lorsqu'on  verse  Teau  à  /%  la  sphère 
se  trouve  déjà  pleiAé  d'air  saturé  de  vapeur  à  cette  tempé- 
rature ,  par  cooséitt#nt  à  ineaare  que  l'eau  s'ialrodiiit,  un 
vokuKie  d'ait,  égal  an  «ien ,  s'éelMf  pe  en  enpoi^iant  sa  va- 
peur, de  telle  sorte  qqe,  lorsque  fûute  l'eau  eal  versée  «t  au 
moment  où  l'on  ferme  la  sphère ,  il  ne  reste  plus  dans  l'es- 
pace laissé  libre  que  de  l'air  à  la  pression  barométrique  de 
l'air  extérieur,  et  à  la  tei^pérature  ambiante,  mais  parfai- 
tement saturé  à  cette  température.  Dès  lors  le  poids  de  va- 
peur, qui  saturera  la  différence  des  volumes,  est  indépen- 
dant du  volume  d'eau  introduit  et ,  d'après  la  loi  de  Dalton, 
est  proportionnel  à  ôct  espace;  on  a  donc  pour  son  expres- 
sion 

Y,        N' 
m 

sr  Aduellement  la  quantité  de  vapeur  qui  saUlrtN[*a  l'es- 
pace N ,  sera  celle  qui  le  saturerait  à  T*,  moins  celle  <^t  le 
saturait  déjà  à  /^ 

Or ,  si  l'on  suppose  qu'une  couche  mince  de  liquide ,  se 
produise  spontanément  en  vapeur ,  et  en  quantité  suffisante 
pour  saturer  à  T"  l'espace  N,  supposé  sec,  en  laissant  la 
place ,  occupée  précédemfment  par  cette  couche ,  compléto- 
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N 
menl  vMe  ;  Texpresi ion  de  son  poids  sera  ;?  =  •*.  Par  oon* 

séqucntla  quantité  d'eau,  prise  sur  Teau  introduite,  qui 
salure  de  vapeur  l'espace  N»  est 

N       N'       Jim' --Km 


Xi,: 


m        m  mm 


Maintenant  il  ne  reste  plus  qu'à  saturer  l'espace  laissé 
libre  par  la  couche  mince  d'eau  qui  s'est  vaporisée  \  mais  son 

expression  est,  comme  nous  le  savons  déjà  :c^v  =  — .  La 

ut 

quantité  qui  saturerait  l'espace  laissé  libre  par  cette  jiou- 

velle  couche  d'eau  vaporisée  est  x'\  =  — ^ ,  et  ainsi  de  suite 

m 

à  l'infini.  De  telle  sorte  que  les  expressions  x^ ,  x\ ,  j/'«  ... 
■xf^9  ....,  sont  toutes  de  même  forme  et  constituent  une  pro- 
gression géométrique  décroissante  à  l'infini ,  dont  le  premier 

terme  est:rv,  et  la  raison  -.  En  en  faisant  la  somme,  on 

m 

aurait  donc  ^ 

y       mm'         )_^nJ  —  Wm 


('-»-) 


m'(m  — 1) 


Pour  le  poids  de  l'eau  qui  s'est  vaporisée  pour  saturer  à  T», 
la  sphère ,  de  vapeur. 

III. 

1*  La  spkére  étant  pMiie  d'air  à  un  état  hygrométrique 
marqué  par  a  degrés  de  Thygrométre  de  Saussure  et  à  une 
température  /<>,  l'on  verse  le  volume  donné  d'eau  et  Ton 
ferme,  de  sorte  qu'il  ne  re^te  plus  dans  la  différence  des 
>  olumes  de  la  sphère  et  de  l'eau ,  que  de  l'air  dans  les  con- 
ditions indiquées. 

Le  volume  à  salur<T  d'abord  à  i^  est  N',  et  la  quantité  de 
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Tapeur  qai  devra  saturer  cet  espace  est  celle  qui  le  sature- 
rait s1l  était  parfaitemeot  sec  »  moins  Feau  hygrométrique , 
existant  déjà  dans  la  sphère. 

Or ,  si  Ton  cherche  dans  la  table  des  len$ùm$  de  la  vapeur 
cPeau  carreipandafUes  d  cha^êe  degré  de  VhygromHre^  table 
construite  par  M.  Biot ,  sur  les  données  expérimentales  de 
M.  Gay-Lussac,  la  tension  a  ccHTespondiinte  à  %  degr^; 
les  quantités  de  vapeur  renfermées  dam  le  même  espace  eidla 
même  température  étant  entre  elles  comme  les  tensions  ^  il 
s'ensuit  que  a  peut  représenter  en  même  temps  que  la  ten- 
sion de  la  vapeur,  la  quantité  de  yapeur  qui  aurait  cette 
tension  et  qui  serait  contenue  dans  l'unité  de  volume,  en 
appelant  100  le  poids  de  vapeur  qui  le  saturerait.  Par  con- 
séquent la  quantité  de  vapeur  qui  se  trouve  dans  un  espace 

donné  est  les  r—  de  celle  qui  le  saturerait  à  la  température 
indiquée. 
Gela  posé  :  le  poids  de  vapeur  qui  sature  à  <^  Tespace  K', 

est  ^  =*— ;;  et  celui  qui  se  trouve  dans  M' lorsque  Tbygro- 

ag  tfW 

mètre  marque  a  degrés,  est  q'  =  -^  =  ,  ;   de   là    on 

100         Ëvvni 

tire 

,       N'(iOO— a) 

pour  le  poids  de  vapeur  qui  saturerait  à  i""  Tespace  N',  si 
Teau  en  se  vaporisant  n'avait  laissé  un  nouvel  espace  à  sa< 
turer  ;  or  ici ,  comme  dans  le  cas  précédent ,  la  couche  d'eau 
qui  s'est  vaporisée  a  laissé  sa  place  padaitemenl  vide  et 
sèche,  donc  la  quantité  de  vapeur  qui  saturera  cet «^^«ce 
lui  est  proportionnel  cl  est  exprimé  par 
7        N'(100  — a) 


7   = 


m!  lOOw'' 
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le  poids  de  yapeur  qai  saturerait  ce  nouvel  es|Mice  v',  laiaaé 
libre,  serait  de  même  forme  et  égal  h 

i       N'(100— fl) 


el  ainsi  de  seiCe  à  rinfiai.  Il  est  aisé  do  voir  qoe  là  enoore , 
le  poids  do  Tapewr  qui  satarera  à  C  la  diflKrenco  des  ycdames 
delà  spbère  et  de  l'eau,  est  la  somme  d'une  progression 

géométrique  dont  le  premier  termeest  7  et  la  raison  —, ,  et  que 
Teipression  de  ce  poids  est 

•"^100(m'— !)' 

T  Actuellement,  la  sphère  étant  toujours  pleine  d'air 
contenant  de  la  vapeur  d*cao,  si  Ton  y  in(roduit  le  volume 
donné  d'eau ,  que  Ton  ferme  et  que  l'on  recherche  le  poids 
de  ya^nr  qui  saturerait  à  T"  la  différence  des  volnmet  de 
la  sphère  prise  à  0%  et  de  Teau  prise  k  4'',1 ,  en  ne  teoaiil 
pas  compte  pour  un  moment,  des  espaces  successiGs  laissés 
libres  par  l'eau  qui  se  vaporise ,  on  trouve  en  appelant  N 
l'espace  à  saturer  et  q*  le  poids  d*eau  hygrométrique  existant 
déjà  dans  N, 

Mais  si  Ton  tient  compte  des  diverses  quantités  d*cau  qui 
se  sont  vaporisées  pour  salurer  les  espaces  jtv  ,  x\  ,  x''«  , 

j/%^ xf*^ ,  il  est  facile  de  voir  que  ces  quantités 

sont  les  divers  termes  d'une  progression  géométrique  décrois- 
sante à  l'infini,  dont  x^  est  le  premier  terme  et  -  la  raison, 

et  qihe  ta  sonme  de  fous  ces  termes  représente  la  quantité  de 
vapeur  qui  sature  l'espace  N  à  T^  £n  faisant  donc  cette 
somme,  on  aura  ; 
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\       100mm'        /  _  lOONm'-- aK^m 
""     lOOm'(ifi^i) 


i'-i) 


Or ,  il  est  érideol  que  Xv  est  trop  grand  de  ta  qoenlilé 
X  «  de  sapeur  qui  satarerait  l'espaoe  If  à  «*  ;  faisant  la 
soustraction ,  on  obtient  Texpression 

Q=X^X'^= 

_  lOONm'(m'-l)— aWVm'— t)— WW(m'— 1)  (100— g) 

^  100m'(m'— l)(m— 1)  ' 

pour  le  poids  de  vapear  qui  sature  la  difiérence  des  volumes 
de  la  sphère  et  de  l'eau ,  lorsqu'on  porto  la  température  de  t* 
àT*,  cette  différence  de  volumes  étant  re«iplie  d'air  à  on 
état  hygrométrique  marqué  par  a  degrés. 

Ce  cas  est ,  comme  on  'vient  de  le  voir ,  le  plua  général  ^  Q 
présente  aussi  la  formule  la  plus  compliquée ,  mais  qui  a  Ta- 
yantage  de  renfermer  celles  de  I  et  de  II.  En  eflèt,  pour  pas- 
ser de  ce  oas^cî  aa  I ,  on  n'a  qa*à  supposer  fair  parfaitement 
sec ,  et  pcr  eonséqnenl  à  égaler  à  zéro  a ,  alors  : 

_100Nmïm'-~1>--WW(m— 1)100  _  fi[fn'^i)^mm^i) 
^""  lOOmV'— !)(«»— 1)  ^      (m'— l)(m— 1)     ' 

ce  qui  est  bien  la  prenuère  formule 

Si ,  au  contraire ,  on  fiait  a  =  100,-  ce  qui  suppose  l'espace 
saturé  déjàài%  on  a  : 

100Nm^(m^— 1)— 100N'm(m'^1  )  _  Nw'— N'm 
^"^  tOOm'(m'— l)(m-«1)  ""  m'(m— 1)  ' 

ce  qui  est  bleu  encore  la  deuxième  formule. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  calculer  m  et  m\ 

J'ai  déjà  dit  que  m  et  m'  étaient  les  espaces  saturés  par  un 
gramme  de  vapetird'eauauxtempératuresTet/  ;sîonappelle 
donc  <i  la  densité  de  la  vapeur  à  T%  et  ^  cette  densité  à  i^^ 
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I 

on  aura  m=\ei  m=  -=-.  Mais  ces  deux  expressions  éUnt 

de  même  fcHrrae,  Je  vais  seulement  m'occuper  de  /w. 

Or,  fa  densité  de  l'air  à  O'*  et  sous  la  pression  normale 
0^760  élnlO,<M4d991 5  ceUe  de  l'air  à  T«  et  sous  la  pres- 
sion h  est    ^>"^^^X^*-    ,  et  comme  la  densité  de  la  va- 
760(1+0,00366.T)  ' 

peur  d'eau  est,  d'après  les  (Calculs  de  M.  Gay-Lussac,  corri- 
gés du  ooefficieot  de  dilatation  des  gai,  les  0,620  de  celle  de 
Fair  placé  dans  les  mêmes  circonstances,  il  s'ensuit  que 

760        (14X),00366.T)    ^„^i„,t,e8  cub.«, 
A       0,620X0,0012991 

on  bien',  toatcakal  fait, 

^^  >  centimètres  cubes. 
,       .^  ^  ri+0,00366.Tr 
De  même,  m'3=  943681  ^^ ^—q 

Si  l'on  reprend  actuellement  les  trois  formules  que  j'ai 
données  pour  le  poids  de  vapour  qui  sature  la  sjAéare  dans  le 
passage  de  la  température  t  à  la  température  T,  et  que  Ton  y 
substitue  les  valeurs  de  N  et  do  N',  ces  formules  deviennent: 


IL  Q= 


ni  { V.;i+itT)-Vo(i+X)}  ~/7» }  V.(l+*0-V„(f +X') } 


100m'(m'— t)  I  V,(i+*T)— Vo(f +>) }  ^am{ni—\) 

llî    o  — - — ' 

"*•  ^""  I00w'(w'— 1) 

I  V,(l4-ÀT)^Vo(1+)/)  I  -m^(/i»-~l)(IOa— ^)  { V.(t  +  A/)— Y,«+V  j 
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Si  l'on  voulait  faire  une  application  numérique  de  Tune 
quelconque  de  ces  formules,  il  n'y  aurait  plus  qu*à  calculer 
les  valeurs  de  m  et  de  m',  et  à  les  substituer  dans  l'expres- 
sion dont  Ton  voudrait  faire  usage.  Alors ,  dans  ces  formules, 
h  et  h'  désigneraient  des  colonnes  dé  mercure  comptées  en 
millimétrés,  d'après  la  table  de  Dal- 
ton  {teniions  de  la  vapeur  d'eau). 

k le  coefficient  de  dilatation  cubique  du 

cuivre  pour  l"*  centigrade,  il  est  à  peu 
prés  =0,00005154,  d'après  MM.  Du- 
long  et  Petit. 

>etV les  accroissements  de  volume  de  Tuni  té 

de  volume  deau ,  prise  à  4°,l,  pour  les 
températures  T  et  t.  On  les  prendra 
dans  la  table  de  Halbtrôm. 

T  et  / des  degrés  centigrades  donnés  par  des 

thermomètres  à  mercure. 

0,00366 le  coefficient  de   dilatation  des  gaz, 

donné  en  même  temps  par  MM.  Ké- 
gnault ,  en  France,  et  Magnns,  en  Al- 
lemagne. 
Enfin,  a la  tension  de  la  vapeur  d'eau  correspon- 
dante au  degré  observé  de  l'hygromètre 
de  Saussure.*  On  devra  prendre  cette 
valeur,  comme  je  l'ai  déjà  dit ,  dans  la 
table  de  MM.  Biot  et  Gay-Lussac. 

J'ai  donné  ces  détails,  parce  que,  dans  quelques  cas,  on 
peut  avoir  besoin  de  rechercher  le  poids  de  la  vapeur  d'eau 
qui  salure  un  espace  donné ,  et  que ,  sous  ce  point  de  vue,  ils 
pourraient  être  utiles  aux  physiciens ,  indépendamment  de 
l'intérêt  que  présentait  cette  recherche  comme  application 
du  calcul  à  la  physique. 
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£lémmU  d*ar%Hw^éUqu»  et  d'algèbre  à  TuMige  des  école» 
royales  de  Dayigation.  Par  G.  Foarnier|^  officier  de  la 
Légion  d'hoQoeur,  examinateur  de  la  marine;  tpmel,  de 
360  pages;  tomell ,  de 396 pages in-8.  Nantes,  1842. 

Dans  la  célébration  des  mystères  d'Eleusis ,  on  entendait 
par  interyallela  voix  de  l'Hiérophante  qui  s'écriait  :  oxorbov, 
9xoTt<rov  ;  obscurcissez ,  obscurcissez.  Nous  vivons  à  une 
époque  on  beaucoup  d'écrivains  aspirent  à  jouer  le  r6Ie 
d'Hiérophante  dans  les  lettres,  la  philosophie ,  et  dans  les 
sciences.  Il  semblerait  que  les  mathématiques  où  la  clarté 
est  le  mérite  essentiel,  dominant,  devraient  être  à  l'abri  de 
cette  invasion  ténébreuse  ;  car  les  sciences  exactes  ne  re- 
posent que  sur  des  notions  évideniee  ;  dans  cette  qualification 
on  trouve  la  racine  videre^  voir  ;  une  proposition  est  évidente 
quand  on  la  voit  clairement.  Toutefois  >  les  mathématiques 
aussi  sont  entamées  par  le  fléau  égyptien.  Il  y  a  certains 
auteurs  qui  vous  prennent  une  notion  simple,  admise  par 
tout  le  genre  humain ,  et  sur  laquelle  vous  obtiendriez  même 
réponse,  d'un  Chinois ^  d'un  Canadien ,  d'un  Patagon;  vous 
prennent  cette  notion  et  raisonnent ,  raisonnent ,  raisonnent 
tant  et  tant  qu'à  la  fln  vous  n'y  entendez  plus  rien  :  une  dé- 
monstration est-elle  facile  à  comprendre ,  à  retenir,  bien 
vite  ils  la  remplacent  par  une  autre ,  compliquée ,  hérissée 
de  difficultés,  apprise  péniblement  aujourd'hui  pour  être 
oubliée  demain.  Voltaire  dit  qu'un  métaphysicien  est  con- 
tent quand  il  est  parvenu  à  donner  un  violent  mal  de  tête  à 
son  lecteur.  Les  auteurs  dont  nous  parlons,  convoitent  ce 
même  genre  de  contentement,  aussi  il  faut  quelquefois  une 
forte  contention  d'esprit,  pour  suivre  telle  exposition  du 
calcul  difiërentiel  ;  quel  est  le  résultat  ?  Auparavant  vous 
saviez  que  le  coefficient  difrérentiel  de  j:"*  est  2j:;  et  mainte- 
nant vous  savez  quo  2x  est  le  coefficient  différentiel  de  x'  ; 
de  sorte  qu'après  mille  peines,  votre  instruction  ne  s'est  pas 
agrandie  de  la  valeur  d'un  centime;  ce  désappointement  se 
rencontre  non-seulomcnt  dans  les  théories  élevées,  mais 
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encore  dans  la  partie  élémentaire ,  destinée  aux  jeanes  gens 
qn'il  fout  attirer  vers  la  science  et  qu'on  dirait  vouloir  en 
dégoûter  par  une  rigueur  fallacieuse,  rebutante.  On  leur 
fait  démontrer  qu'noe  droite  finie  n'a  qu'un  milieu  ;  qu'on 
ne  peut  sortir  d'une  enceinte  fermée  de  toute  part ,  qu'en 
perçant  Fenceiote;  et  encore  d'autres  vérités  de  même 
acaÛt  En  continuant  ainsi,  nous  mettrons  tant  d'esprit 
dans  l'enseignement,  qu'il  n'y  aura  plus  de  place  pour 
le  bon  sens.  Je  regarda  donc  comme  une  bonne  fortune 
de  rencontrer  des  livres  on  les  défauts  que  nous  venons 
de  signaler,  sont  soigneusement  évités ,  et  où  brillent  dos 
qualités  opposées  :  tel  est  cdni  dont  nous  allons  présenter 
une  analyse  succincte.  Le  titre  de  Tonvrage  est  déjà  un  |Hro- 
grés;  il  annonceqne  Fauteur  aidopte  Fidée  newtonienne ,  que 
Farithmétique  et  Falgébre  ne  forment  qu'une  seule  science, 
et  que  la  première  quoique  devant  précéder,  est  pourtantcom- 
prise  comme  cas  particulier  dans  la  seconde.  On  ne  saurait 
donc  trop  tôt  aborder  Faritbmétiqué  universelle,  et  M.  Four* 
mer  ditavec  raison  dans  sa  préface  :  «convaincu  que  les  jeunes 
gens  destinés  à  de  fortes  études  ne  sauraient  trop  tôt  se  fa* 
miliariser  avec  les  pratiques  de  Falgèbre,  j'ai  placé  les  quatre 
opérations  fondamentales  sur  les  quantités  algébriques  à  la 
suite  des  mêmes  opérations  sur  les  nombres  abstraits.  »  En 
effet ,  les  jeanes  gens  destinés  aux  fortes  études ,  doivent  né- 
cessairement apprendre  Falgèbre;  dés  lors,  pourquoi  ne 
pas  se  servir  avec  eux  de  cet  admirable  instrument  pour  fa- 
ciliter Farithmétique?  L'avantage  de  cet  instrument  consiste 
à  représenter  des  phrases  très-longues ,  par  un  petit  nombre 
de  signes  et  à  renfermer  une  foule  de  cas  particuliers  ,  en 
une  seule  expression  générale.  Pourquoi  donc  conserver 
cette  phraséologie  et  ces  discussions  enchevêtrées  qui  ne  pro- 
duisent qu'un  embonpoint  stérile ,  une  perle  de  temps.  On 
répond  que  les  opérations  symboliques  par  leur  extrême  fa- 
cilité, tendent  à  énerver  Fesprit;  tandis  que  la  forme  dialecti- 
que le  renf(Mrce ,  Faccoutame  aux  déductions  abstraites.  Mais 
il  règne  ici  une  étrange  confusion  dans  les  termes  ;  la  force 
de  l'esprit  a  fmur  but ,  d'arriver  à  la  vérité  par  le  chemin 
|o  plus  court;  prendre  le  plu^  long,  pour  rester  plus  long- 
temps en  chemin ,  c'est  fausser  Fesprit  ;  ce  n'est  pas  de  la 
vigueur  que  vous  obtenez,  mais  de  la  fatigue.  Certes ,  toutes 
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nos  facultés  physiques,  inteUectueiles,  morales  même,  pour 
acquérir  de  rintensilé,  oBt  besoiu  d'uoe  certaine  gymna- 
stique, mais  d'nne  gymnastique  rationnelle;  ainsi ,  pour  les 
mathématiques,  elle  est,  je  le  répète,  dans  les  propositions 
intrinsèquement  difficiles;  telles  sont  les  propriétés  des  nom- 
bres qui  composent  Tarithmologie;  mais  vouloir  fonder  une 
gymnastique  en  rendant  diflSciles,  longues,  des  propositions 
faciles  et  courtes^ me  paraît  une  dépravation  pédagogique. 

M.  Fournier  rend  donc  service,  en  exposant  d'une  manière 
claire  les  notions  primitives ,  et  en  procédant  toujours  par 
la  voie  la  plus  simple,  la  plus  directe,  la  mieux  adaptée  à 
l'état  actuel  de  nos  connaissances.  L'ouvrage  est  divisé  en 
deux  parties  et  subdivisé  en  quatorze  livres;  la  première , 
du  genre  mixte,  est  principalement  consacrée  aux  nombres 
chi£Brés  ;  c'est  l'arithmétique ,  elle  contient  les  livres  de  1  à 
VU;  la  deuxième  partie,  aussi  du  genre  mixte,  est  principale- 
ment consacré  aux  équations  et  aux  nomtn*es  représentés 
par  des  lettres;  c*est  Talgèbre  en  sept  livres  de  Ylll  à  XIY. 

Dans  le  premier  livre ,  on  indique  les  définitions  prélimi- 
naires, la  numération  des  nombres  entiers,  fractioniiaires 
ordinaires  et  décimaux ,  et  la  numération  romaine  ^  le  tout  en 
quinze  pages  ;  certains  auteurs  consacrent  à  ces  objets  qua- 
rante pages ,  sans  être  aussi  complets ,  ni  plus  satisfaisants. 

Le  deuxième  livre  en  huit  pages ,  donne  les  quatre  opéra- 
tions fondamentales  sur  les  nombres  entiers,  leurs  usages  et 
les  théorèmes  sur  les  produits  et  les  quotients.  — La  division 
est  développée  d'une  manière  rigoureuse  et  facile;  on  y  lit 
la  remarque  suivante  (  p.  67.  )  très-utile  et  qui  me  parait 
neuve  :  «  Quand  on  trouve  un  reste  égal  au  chiffire  qu'on  vé- 
riCe,  ou  plus  grand ,  il  est  inutile  d'aller  plus  loin ,  ce  chiOre 
n'est  pas  trop  fort.  »  Dans  le  livre  précédent,  on  fait  déjà 
usage,  et  avec  raison,  de  tous  les  signes  algébriques.  Le 
troisième  livre  de  quarante-six  pages ,  donne  les  notions 
préliminaires  sur  les  signes ,  sur  la  théorie  des  quantités  po- 
sitives et  négatives ,  et  les  quatre  opérations  algébriques , 
sur  les  monômes  et  les  polynômes  (1)  ;  la  notation  des  expo- 
sants positifs ,  négatifs  ;  la  théorie  des  puissances  et  des  ra- 
cines. Il  y  a  des  considérations  sur  les  fonctions  qui  sont  peut- 
être  prématurées. 

(0  L'Académie  écrit  polynôme  avec  racccnt  circonflexe,  el  polygone  sans 
accent.  L'étymologie  prescrit  le  contraire* 
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Le  livre  IV  (46  pages)  traite  des  diviseurs,  du  pins  grand 
comman  diviseur  et  de  la  divisibilité  des  nombres.  Les  pro- 
priétés convenables  au  sujet  sont  indiquées  et  rigoureuse- 
ment démontrées;  il  manque,  ainsi  que  dans  tous  les  traités 
éléoienlaires,  les  procédés  souvent  utiles  pour  trouver  com- 
bien un  nombre  est  précédé  de  nombres  premiers  à  son  égard/ 
l'unité  comprise  ;  observation  essentielle.  L'expression  le 
plus  grand  comtnun  diviseur^  si  longue,  si  incommode,  est 
d'un  usage  trés-fréquent ,  ne  pourrait-on  pas  la  remplacer 
p.(r  un  seul  mot?  la  division  a  reçu  son  nom. d'une  des  appli- 
cations principales  de  cette  opération  ;  la  dénomination  con- 
venable au  plus  grand  commun  diviseur,  doit  être  déduite 
de  son  usage  le  plus  important ,  le  plus  fréquent  ;  cet  usage 
consisjle  dans  la  plus  grande  simplification  entre  les  rapports 
de  quantités  chiffrées  ou  littérales  ;  le  simplificateur  semble 
assez  bien  désigner  le  nombre  ou  le  polynôme  qui  sert  à  sim- 
plifier, le  plus  possible,  un  rapport  donné. 

Le  livre  Y  (73  pages) ,  les  opérations  sur  les  fractions  or- 
dinaires et  décimales,  transformation  d'une  fraction  en  une 
série  procédant  suivant  les  puissances  négatives  d'un  nombre 
donné;  théorie  des  fractions  périodiques. 

.  il  semble  que  dans  ce  même  livre,  on  devrait  enseigner 
lea  théorànes  de  Fermât  et  de  Wilson. 

Le  livre  VI  (56  pages),  contient  la  théorie  du  plus  grand 
commun  diviseur  algébrique  ;  opération  sur  les  fractions  al- 
gébriques; fractions  continues;  théorie  complète  et  satisfai- 
sante des  réduites.  11  serait  convenable  de  mentionner  les 
fractions  continues ,  périodiques  pures  et  mixtes ,  et  de  dé- 
montrer leur  incommensurabilité.  Mous  signalons  aussi  une 
autre  lacune,  celle  des  fractions  complémentaires,  dues  à 
Hugbens  et  si  bien  développée  par  Lagrangc.  Cette  lacune 
existe  dans  tous  les  traités  élémentaires.  Les  théories  des  iné- 
galités et  des  combinaisons,  qui  terminent  ce  livre,  ne  me 
semblent  pas  à  leur  véritable  place ,  n'ayant  nul  rapport  à  ce 
qui  précède  ;  du  reste ,  les  combinaisons  et  permutations  sont 
exposées  d'une  manière  succincte  et  suffîsanle.  il  serait  à  dé- 
sirer qu'on  démontrât  ici ,  par  des  considérations  arithmo- 
logiques ,  que  les  coefiicients  combinaloires  sont  entiers. 

Le  livre  VII  (en  55  pages)  termine  le  premier  volume ^  et 
contient  tout  ce  qu  il  est  nécessaire  de  savoir  sur  les  racines 
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carrées  et  cubiques  des  nombres ,  et  im  diverses  néthodes 
d'approiimatioD. 

Le  premier  tome  renferme  374  paragraphes  ;  de  sorte  que 
le  tome  II  commence  par  le  paragraphe  375  et  par  le  VIII*  li- 
Trc.  Il  donne  le  calcul  des  exposants,  entier»,  négatifs,  firae- 
tionnaires,  et  aussi  le  calcul  à  faire  sur  des  radicaux  réels  ; 
ensnite  on  passe  au  développement  binomial,  dont  on  étaMH 
la  loi ,  d'abord  par  vole  d'induction ,  confirmée  ensuite  par  le 
raisonnement  didactique.  Telle  est  même,  généralanent ,  la 
marche  de  l'auteur  :  c'est  la  méthode  d'invention .  conseillée 
et  suivie  par  Clairault.  Dans  les  remarques  sur  ce  déveiap- 
pement,  Fauteur  fait  ressortir  et  explique  les  anomalies  que 
présente  la  supposition  de  Texposant  égalé  à  zéro  ;  vient  après 
la  démonstration  si  lumineuse ,  si  ingéoteuse  d'Ëuler ,  poor 
le  cas  de  l'exposant  fractionnaire  ou  négatif.  Je  suis  surpris 
que  les  auteurs  négligent  généralement  la  belle  et  simple  dé- 
duction ,  due  au  même  géomètre ,  du  théorème  de  Fermât  : 
cette  déduction  peut  s'établir  ainsi  laeib  étant  des  nombres 
entiers  quelconques ,  et  /i  un  nombre  premier,  on  a  la  con- 
gruence  (^  +  6)'— û'— «r'sr/i  (1);  /?  désigne  un  multi^ 
de  p;  car ,  dans  le  développement  de  (a  +  A)**,  tous  les  ter- 
mes ,  les  extrêmes  exceptés,  admettent  p  comme  facteur  et 
sont  entiers  ;  donc  chacun  de  ces  termes,  et  par  consé^ent 
leur  somme ,  est  divisible  par  p.  Faisant  a  =  ^  =  1 ,  Téqu- 
tlon  (1)  devient  ï'— 2=p  (2)  ;  donc  aussi,  â""*—  1  =r^  ; 
faisant  a  =  2 ,  6  =  1 ,  on  a  3'—  2'—  i  =/?  (3)  ;  ajoutant  les 
congruences  (2)  et  (3) ,  il  vient  S»*— Sss=>  (4)  j  d'où  3*^—1  r=p  ; 
faisant  a=r  3,  6=1,  etc. 

La  démonstration  devient  intuitive  en  partit  du  poly- 
nôme. En  effet ,  l'on  a 

[a,+  a,+  a,+ a„  )"—.//— ^^/— an''=p.      (2) 

Faisant  a^^a^^za^ =  1 ,  il  vient  n* — n=p^  et  si  n 

est  premier  à/?,  ob  a  w»"— 1=^;  ce  qui  est  le  théorème 
de  Fermât.  Mais  je  ne  sais  comment  on  peut ,  par  le  même 
moyen ,  établir  la  congruence  générale  n*  —  i  =^ ,  où  p 
désigne  un  nombre  entier  quelconque ,  et  k  combien  il  y  a 
de  nombres  inférieurs  h  p  et  premiers  à  /?.  La  con- 
gruence (2)  donne  ce  théorème  :  Lorsque  la  somme  de  plu- 
sieurs nombres  entiers  est  un  multiple  d'un  nombre  premier. 
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la  somme  de  ces  nombres,  tietés  chacun  à  la  puissance  mar- 
quée par  ce  nombre  premier ,  est  diTisibie  par  le  nombre 
premier. 

Le  livre  est  terminé  par  Textraction  des  racines  des 
poljo6mes. 

Le  livre  snivanl,  le  IX^,  contient  l'explication  do  système 
métrique  ancien  et  noaveau  ;  les  quatre  opérations  sur  les 
nombres  complexes,  et  la  théorie  de  divers  systèmes  de 
numération. 

Dans  le  journal  de  Grell ,  on  lit  une  dissertation  sur  le 
système  de  numération,  qui  jouit  de  la  propriété  d'exprimer 
les  plus  grands  nombres  avec  le  moins  de  mots  possible  ;  la 
base  de  ce  système  est  une  quantité  transcendante.  En  ad- 
uMttant  les  compléments  à  la  base,  on  peut»  dans  un  sys- 
tème qucfconqne, réduire  le  nombre  des  chiffres  à  moitié  :  on 
écrit  4  pour  d ,  3  pour  7,  et  les  opérations  sont  souvent  abré- 
gées. Cette  idée,  émise  pour  la  première  fois  dans  le  journal 
de  Gergtmne,  a  été  reproduite  récemment  par  M.  Caucby. 

Gelivresemble  n'être  pas  à  sa  plac*,  non  plusque  le  suivant, 
consacré  aux  proportions  et  progressions  arithmétiques  et 
géométriques.  A  cetteoccasion,  nouscroyons  utile  de  rappeler 
une  idée  ingénieuse  deM.  Roche ,  professeur  d'artillerte  ;  Ton 

1111  1       ^  ^     1    .. 

£  "+"  5  —  4ft+  ^^^-  ~  ô  »  *  ^^^^  f^^^  prendre  le  tiers 

d'un  arc  de  cercle,  on  en  prend  la  moitié,  résultat  trop 
grand,*  on  en  retranche  le  quart,  résultat  trop  petit;  on  y 
ajoute  le  seirième,  résultat  trop  grand  et  ainsi  de  suite  ;  un 
semblable  procédé  existe ,  pour  obtenir  le  septième  d'un  arc 
Le  livre  XI*  est  un  développement  très-Iactde  et  très- 
complet  de  ce  qu'il  faut  savoir  sur  les  logarithmes  et  la 
construction  des  tables.  Un  tableau  très-commode  montre 
d'une  numière  intuitive  les  calculs  qu'il  faut  faire  pour 
obtenir  le  logarithme  de  2.  L'auteur  suit  la  méthode  népé- 
rienne en  considérant  deux  progressions,  arithmétique  et 
géométrique,  qui  se  correspondent ,  mais  cela  ne  dispense  pas 
de  recourir  à  la  méthode  exponentielle  ;  la  seule  qui  permette 
de  démontrer  que  dans  chaque  système,  tout  nombre  positif 
a  une  infinité  de  logarithmes ,  dont  un  seul  est  réel ,  et  tout 
nombre  négatif  a  aussi  une  infinité  de  logarithmes  dont 
aucun  n'est  réel.  Ce  qui  me  porte  à  penser  qu'on  devrait 
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accorder  rentrée  dans  les  éléments  aux  équations  exponen- 
iielles  et  en  déduire  la  théorie  logarithmique,  comme  Euler 
a  fait  dans  son  algèbre;  l'auteur  fait  d'utiles  obseryations 
sur  les  limites  d'erreur  des  tables. 

La  résolution  complète  des  équations  du  premier  degré , 
à  une  inconnue  et  à  plusieurs  inconnues  avec  la  discnasioii 
des  formules ,  avec  le  problème  des  courriers  ;  la  résointioa 
des  équations  du  deuxième  degré  à  une  inconnue ,  avec  le 
problème  des  lumières  forment  la  matière  du  Xiret  du  XII  i* 
livre;  et  à  la  fin  de  ce  livre,  on  trouve  la  sommation  des 
suites,  des  nombres  figurés  et  des  piles  de  boulets. 

Le  XI V«  et  dernier  livre  concerne  les  règles  d'intérêt,  sim- 
ple et  composé,  les  annuités,  règle  de  société  ;  le  tout  est  ter- 
miné par  l'analyse  indéterminée  du  premier  degré,  et  la  réso- 
lution deséquations  trinômes  réductibles  au  deuxième  degré. 

Le  vénérable  auteur  prépare  une  seconde  édition,  où  il 
ajoutera  la  théorie  générale  des  équations  comprenant  le 
théorème  de  Descartes,  de  Rolle  ;  la  résolution  numérique  des 
équations,  les  théorèmeaide  Lagrange  et  de  M.  Sturm  ;  et 
cet  ouvrage ,  ainsi  complété  ^  sera  étudié  avec  fruit  par  les 
élèves  qui  se  destinent  aux  Écoles  du  gouTernement  et 
principalement  à  l'Ecole  normale  et  à  l'Ecole  polytechnique. 
L'algèbre  y  occupe  le  premier  rang ,  celui  qu'elle  doit  avoir 
dans  toutes  les  sciences  de  calcul. 

Le  savant  examinateur  de  la  marine  voudra  bien  nous 
permettre  quelques  observations  sur  les  dispositions  de  cer- 
tains livres  du  tome  second;  l'ordre  méthodique  me  parait 
exiger  cette  succession:  VlU,  XII,  XIII,  X,  XI,  IX, 
XIV;  la  sommation  des  suites,  fin  du  livre  XUI,  den'ait 
terminer  le  livre  X,  qui  traiie  des  progressions;  l'analyse 
iodéterminée  du  livre  XIY  serait  mieux  à  la  fin  du  livre  XII; 
et  la  résolution  des  équations  trinômes  doit  être  portée  à  là 
fin  du  livre  Xlll. 

L'ouvrage  de  M.  Fournier,  imprimé  à  Nantes,  n'a  en  qu'une 
faible  publicité  dans  la  capitale.  Nous  finirons  par  un  con- 
seil, dans  Fintérét  de  la  science,  qui  gagne  à  la  propaga- 
tion des  bonnes  idées.  Nous  engageons  l'autenr  à  ne  pas  se 
contenter  de  bien  travailler  ses  productions;  mais  de 
prendre  aussi  les  petites  précautions  qui  en  assurent  le  succès. 
Habent  sua  fata  lihelli  Tm. 
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RECTIFICATION 

BBLATITC  ADX 

RACINES  COMPLEXES  DES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES. 

»A&  M.  V.-A.  lABBSOUB, 

professeur  A  1«   faculté  de   Bordeaux. 


La  règle  donnée  à  la  page  46  du  présent  volome  de  ces 
annales  f  pour  trouver  les  racines  complexes  entières  de 
l'équation  a»J7Vâ.J:''~'+.  .+^  =  0,  à  cocfBcients  entiers 
complexes  ,  et  où  il  faut  sans  doute  lire  (ligne  5}  :  «  DiTÎ- 
senrs  du  module  de  on»  au  lieu  de  «diviseurs  de 
On  (a — bi/'i)!»  C)^  peut  se  démontrer  en  deux  mots.  Soit 
jr  =  a+&l/— 1,  une  racine  entière,  et  <2n  =  6fi+ciil/l , 


a^bi^—X 


étant  entiers  ;  il  en  sera  de  même  du  modale 


#1  '  Il  g*  ■ 

-i-r-^-y  n  fottt  donc  prendre  pour  tf*+^'  ^^  diviseurs  de 

b%-\'C^^  en  négligeant  toutefois  ceux  dont  le  module  sur- 
passe la  limite  trouvée.  Quant  aux  racines  incomplexes 
a  et  6  i/  —  1  ,  a  et  6  doivent  diviser  à  la  fois  bm  et  c«i. 

Cette  règle,  comme  je  le  montrerai  plus  loin ,  est  moins 
simple  que  la  règle  ordinaire  qui  prescrit  d'essayer  les  divi- 
seurs de  frfi+^«t/ — ^9  lesquels  sont  en  nombre  moindre 
que  ceux  donnés  par  la  règle  précédente.  Mais  pour  l'appli- 
quer, il  faut  préalablement  exposer  la  décomposition  des 
entiers  complexes  en  facteurs  simples. 


n«-f  è|/-i  étant  la  raeina  oherebéo,  «^(«-  a|/— i)  est  iDconnue.  Geiia 
oBéprife  est  de  mei  et  non  de  M.  Finek ,  qui  d'ailleurs  ne  s'est  occupé  que 
d'équations  i  eoeffioienis  réels.  fm. 

km,  PIS  Matbéiut.  Ul.  1 1 
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DaQS  ses  Recherches  sur  les  formes, quadratiques  à  coeffi- 
cients et  à  iadéter minées  complexes  (youma/ de  M.  Crelle , 
t.  XXIV),  M.  Dirichlct  s*exprimc  ainsi  r  «  Quoique  les  pro- 
»  positions  élémentaires  de  la  Théorie  des  entiers  corn- 
»  ptexesaient  été  déjà  exposées  par  Tiliostre  Gauss ,  nous 
»  avons  pensé  qu'il  pourrait  être  commode  pour  les  lectears 
»  de  trouver  dans  une  courte  introduction ,  celles  de  ces  pro- 
»  positions  dont  nous  aurons  à  faire  usage.  »  (Page  4.) 

Les  six  premières  pages  de  cette  introduction  suffiseot 
pour  faire  voir  que  la  règle  pour  trouver  les  racines 
réelles  entières  des  équations  algébriques  à  coefficients 
entiers,  s'applique  aux  racines  entières  complexes.  M.  Di- 
richlet  ne  se  propose  nullement  cette  question  dans  son  Mé- 
moire ,  dont  les  propositions  principales  sortent  tout  à  fait 
du  cadre  des  Annales  ;  on  peut  se  faire  une  idée  de  la  mé- 
thode suivie  par  M.  Dirichlct  en  lisant  son  Mémoire  sur 
cette  proposition  remarquable  -.  «  Toute  progression  aritb- 
»  métique  dont  les  deux  premiers  termes  sont  premiers  entre 
»  eux ,  renferme  une  infinité  de  nombres  premiers  »  Ce 
Mémoire  a  été  publié  en  allemand  ,  mais  M.  Terquem  en  a 
donné  la  traduction  dans  le  Journal  de  Mathématiques.  C'est 
un  service  rendu  à  la  science  des  nombres. 

Je  me  propose  d'exposer  dans  ces  Annales ,  quelques  pro- 
positions élémentaires  plutôt  indiquées  que  développées  dans 
l'introduction  du  Mémoire  cité  plus  haut.  Je  commencerai 
par  donner  la  décomposition  des  entiers  complexes  en  fac- 
teurs simples ,  d'où  dérive  immédiatement  la  règle  pour 
trouver  les  racines  complexes  entières  dos  équations  algé- 
briques à  cocflicients  entiers. 


Digitizedby  Google 


—  m  — 

NOTE 

sua  UNE 

NOUVELLE  MÉTHODE  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 

PAR  M.  FUiCJL , 
0oet6or  es  foieiices,profe8s«ar  i  l'école  d'artiltorie  et  «u  collège  de  Blveaboarg. 

Notre  Descartes,  en  créant  sa  géométrie ,  n'a  pas  entendu 
poser  des  bornes  à  la  science  :  cependant ,  dans  tons  nos 
traités  absolument  neufs,  je  ne  vois  que  sa  méthode.  Quel- 
quefois, il  est  yrai,  on  se  plaint  qu'elle  n*est  pas  parfaite; 
qu'au  delà  du  second  degré ,  elle  a  bien  peu  de  portée ,  etc. 
N'y  a4*il  donc  pas  de  progrès  ?  Si  fait,  mais  pas  dans  les  li- 
vres élémentaires.  La  méthode  de  Descartes  (  sur  le  plan  ) 
consiste  à  rapporter  les  modes  de  l'étendue  à  des  droites  qui 
souvent  n'ont  pas  une  liaison  bien  intime  avec  la  courbe  que 
l'on  étudie.  Mais  déjà  le  grand  Euler ,  qui  n'a  touché  à  rien 
en  vain ,  a  fait  un  pas  de  plus  :  il  est  vrai  que  ce  n'est  qu'un 
germe.  Ce  germe  est  actuellement  développé  ;  j'ai  fait  con- 
naître un  de  ses  fruits  dans  le  journal  de  M.  Liouville ,  il  y  a 
quelques  années.  Le  développement  en  question  est  le  nou- 
veau  système  de  géométrie  analytique  du  docteur  Placker, 
Bonn,  1835. 

Ce  système ,  outre  ses  généralités  par  rapport  à  la  trans- 
formation des  figures ,  consiste  à  chercher  dans  Féquation  de 
la  courbe  les  droites  qui  ont  avec  la  courbe,  la  liaison  la  plus 
intime.  J'ai  fait ,  comme  vous  savez ,  une  application  de  cette 
méthode  à  l'espace ,  en  donnant  des  moyens  précis  et  simples 
pour  reoomuiltre  dans  chaque  cas  la  nature  du  lieu  repré- 
senté par  une  équation  à  trois  variables.  Je  donne  toujours, 
dans  mon  cours,  une  idée  de  ladite  méthode.  Je  ne  me  pro- 
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pofte  pas  de  la  développer  maintenant  ;  il  suffit  de  montrer, 
par  quelques  exemples  tirés  du  nouveau  sysiéme^  avec 
quelle  facilité  elle  s'applique  à  un  certain  genre  de  re- 
cherches ou,  au  contraire ,  Tanden  système  est  très-prolixe. 
1*  Je  nomme  p^q^^r,  s^a,  b^ées  fonctions  linéaires  de  la 
forme  ^  +  Bx+G.  Toute  courbe  du  second  degré  pourra 
être  représentée  d'une  infinité  de  manières  par  une  équatioa 
teUeque 

pq^a'=0,  (I)  n 

onp  =  0,  q  =  0  seront  évidemment  deux  tangentes ,  a  =  0 
est  la  corde  de  contact. 
Je  représente  la  même  courbe  par 

rs  +  b*  =  0,  (2) 

et ,  vu  le  nombre  des  coefficients  A ,  B ,  etc.»  je  puis  supposer 

pq^a*  ^rs-i^b^  ;  (3) 

d'où 

pq—rs=^(b  +  a)(b-^a).  (4) 

Les  quatre  droites  p  =  Oy  q  =  0,  r=  0 ,5  =  0  forment 
un  quadrilatère  circonscrit  à  notre  courbe. 

L'équation  (4) est  satisfaite  par;i  =  0,  r=0,6-i-a  =  0; 
elle  l'est  aussi  par  ^=0,  5  =  0,  ^  +  a  =  0. 

Ainsi ,  b  +  a=sO  est  une  des  diagonales  du  quadrilatère 
circonscrit  ;  l'autre  est  évidemment  b  —  a  =  0. 

Or  ces  deux  diagonales  se  coupent  sur  les  droites  6  =  0 , 
tf  =  0,  qui  sont  les  cordes  de  contact,  ou  bien  les  diago- 
nales du  quadrilatère  inscrit,  conjugué. 

De  là ,  le  théorème  déjà  connu  de  Newton. 

Du  reste,  les  équations  A =0,  &  =  0,  ^4-^=0,  b — a=0 
sont  évidemment  celles  de  quatre  rayons  harmoniques. 


(*)  Celle  propoiilion  ne  peut  être  admise  sans  une  démonitralionqiii  prétenla 
une  dtoCDtsioii  dUBeile.  Poar  une  covrbe  da  }■•  degré  poarrafi-on  écrire  à. 
priori  p^fos— •?  Tm. 


Digitized  by  LjOOQ  IC 


—  149  — 

T  Je  représeii(e4'éqaat]on  de  la  ooDrbe  par 

pq  =  rsi  (5) 

PjÇf  ft'  étant  tonjoars  des  fonctions  de  la  forme  indiquée. 
Les  droites /y=0^  ?=0,  r=o,  «=0  sont  ici  des  sécantes. 

L'éqaation  (5)  est  satisfaite  par 

/?  =  r     ayec     y  =  5. 

Ces  deux  droites  se  coapent  donc  sur  la  courbe;  il  en  est  de 
même  des  droites 

p  =  s,     q=zr. 

D'ailleurs,  pssr  ei  p  =  s  9e  coupent  sur  ;f  =:  0  ; 

q=^s,      q^r ^  =  0. 

Voilà  six  droites  : 
/>=0,  p-^r=0,  q  —  s=zO,  ^«0,  ^— r=0,  /i-.5  =  0, 
dont  chacune  coupe  la  suivante  sur  la  courbe  ;  de  même  la 
dernière ,  p — ^,  coupe  la  première ,  /?  =  0 ,  sur  la  courbe. 
Ce  sont  donc  les  six  côtés  consécutifs  d'un  hexagone  inscrit. 
Or  les  côtés  opposés  forment  les  trois  couples  suivants  : 
P=0\ 


I  qui  se  coupent  sur  ;?— ^=s=o  ; 

^-'=;  id. 

p — 1=0) 

Donc,  les  intersections  des  côtés  opposés  sont  en  ligne 
droite.  G*est  le  théorème  connu. 

Voilà  donc  l'analyse ,  à  peu  près  sans  calcul  :  elle  n'en  est 
pas  plus  mauvaise  (*). 

D'autres  travaux  remarquables,  en  ce  genre,  sont  dus 
à  MM.  Magnus,  Mœbîus»  Drucltenmûller^  etc.  :  j'extrais 


(*)  Ea  admeUant  c«  genre  d'équations  i  priori  sans  démonsiration .  il  m* 
temble  qu'on  esquive  les  calculs;  on  no  les  évite  pas.  Les  résultats  sont  connus 
d'avance  et  on  s'arrange  de  manière  à  les  obtenir.  Tm. 
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d'uDOUvrage  de  ce  dernier  [Die  Uebertraguugs  Prineipien^  etc.) 
l'article  suiyaat,  remarquable  sous  plus  d'un  rapport. 
Soient  les  deux  équations 

:r— y+m(j:  — j:')  =  0,  (i) 

j'-y  +  w'Cj:  — x')  =  0.  (2) 

Je  prends  deux  solutions  de  l'équation  (1)  : 

xs=a,    y=y — m  {a  —  jc^)  ;  (3) 

a:=b,    yzszy  —  mib'—x).  (4) 

Je  prends  pareillement  deux  solutions  de  (2)  : 

x^a\    y^y-m\a;—x')',  (5) 

x^h\    jr=y^m'{b'^J^).  (6) 

Je  forme  l'équation  du  premier  degré  entre  x ,  ^,  qui  est 
satisfaite  par  (3)  et  (5)  :  elle  est 

y^y^rnia—x)= (j:— a).     (7) 

a — a 

Celle  qui  l'est  par  (4)  et  (6),  est 

r-y+'^l^— j^)  ==  -^^ ^7^:^^ •  i^-b).   (8) 

Or,  si  l'on  élimine ^  entre  (7)  et  (8),  y,  m  et  m'  dispa- 
raissent,  et  j:  est  une  fonction  de  a:',  £Z,  a',  ^y  b\  que  je 
nomme  x  =y(j/,  a^  a\  b^b'). 

Ce  résultat  peut  être  interprété  géométriquement  de  bien 
des  manières  :  en  Toici  quelques-unes. 

I.  Je  suppose  que  ^,  x  soient  des  coordonnées  ordinaires , 
(i)  et  (2)  seront  deux  droites  qui  se  coupent  au  point  (j:',y)  ; 
(7;  sera  une  droite  qoi  coupe  (1)  au  point  (j^^a^y.,..)  et  (2) 
au  point  (xss  a',...).  De  même,  (8)  est  une  droite  coupant 
(1)  au  point  (a:  =  6,...),  (2)  au  point  (a:  =  ^',...).  Voilà 
donc  un  quadrilatère  complet  dont  les  côtés  sont  les  droites 
(1) ,  (2) ,  (7) ,  (8),  et  dont  les  six  sommets  ont  pour  abscisses 
respectives  : 

.r',  a  ,  a',  /; ,  b\    x  =^f\x\  a  ^  a\  b ,  b'). 
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Or ,  si  les  cinq  premières  abscisses  restent  constantes ,  la 
sixième  ne  variera  pas  non  plus  ;  donc 

Si  parmi  les  six  sommets  d'un  quadrilatère  complet^  il  y  ma 
cinq  qui  décrivent  des  droites  parallèles  à  une  direction  donnée, 
le  sixième  décrira  aussi  une  parallèle  d  cette  direction  (  axe 
des  y). 

Il  est  évident  qu'il  en  est  de  même  des  intersections  des 
trois  diagonales.  * 

II.  Toute  droite  intercepte  sur  les  axes  deux  segments  qui 
déterminent  complélcraent  cette  droite.  M.  Plocker,  qui  a 
imaginé  ce  nouveau  système  de  coordonnées ,  lui  a  déjà  donné 
un  assez  haut  degré  de  développement.  En  représentant  par 

A  -  ces  segments,  il  appelé  r,  x  des  coordonnées  linéaires. 

Une  droite  est ,  dans  ce  système^  représentée  par  deux  équa- 
tions j:  =  a,  ^  =  p.  Une  équation  ^x^y)  =0  représente 
ainsi  nne  in6nité  de  droites  :  on  peut  donc  la  regarder 
comme  représentant  la  courbe  à  laquelle  toutes  ces  droites 
sont  tangentes.  Par  conséquent  une  mémeéquationip(j:,>')s=0, 
interprétée  d'après  les  méthodes  Descartes  et  Plucker ,  re- 
présente deux  courbes  qui  ont  une  certaine  relation  de  rèd- 
procité  dans  le  sens  connu.  Je  ne  m'étends  pas  maintenant 
là-dessus. 

Il  est  très-facile  de  prouver  que  dans  le  système  actuel 
réquation  yr=zax-\-b  représente  un  point  ('). 

Il  s'ensuit  que  l'équation  (1)  représente  un  point,  et 
comme  elle  est  satisfaite  f^ry^y,  j:=  x\  ce  point  est  sur 
la  droite  que  déterminent  ces  deux  dernières  équations. 

Nous  avons  donc  un  nouveau  quadrilatère  dont  quatre 
sommets  sont  les  points  (i) ,  (2) ,  (7) ,  (8). 


(*)  Soit  l'équation  ordinaire  d'une  droite  py+ojc-i.  Si  a— a?  1^6,  l'envelopp* 
49  la  droite  eut  un  point  .voyez  p.  155^.  Tm* 
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Parmi  Iese6léset  diagonales,  au  nombre  de  sept,  sont 
les  droites 

i^^y)  qui  passe  aux  points  (i),  (a) 

(^^ (i),  (7) 

(♦) (1),  (8) 

(^^ (2),  (7) 

<^) (2),  (8) 

et  la  droite  qti  joint  les  points  (7)  et  (8) ,  que  je  nomme  (9). 

Chacun  pourra  faire  cette  figure  :  la  septitaie  droite  du 
quadrilatère  est  celle  qui  joint  l'intersection  des  droites  (4)  et 
(5)  à  celle  de  (9)  avec  (a/,y). 

La  droite  (9)  est  déterminée  par  le  système  des  équations 
(7)  et  (8)  ;  c'est  à  elle  qu'appartient  x  =f{a:\  a ,  a',  b,  6'). 

On  admettra  que  x',  a,d,h,V  sont  invariables;  c'est 
supposer  que  les  droites  (x^y),  (3),  (4),  (5),  (6)  tournent 
autour  de  leurs  pieds  sur  l'un  des  axes  ;  mais  alors  x  ==/(x', 
a^à^h^h')  est  invariable;  doue 

Si  parmi  les  sept  droites  qui  composent  un  quadrilaiére 
complet  il  y  en  a  cinq  qui  tournent  respecHvement  autour  des 
points  où  elles  sont  coupées  par  une  droite  quelconque  ^  il  y  en 
a  une  sixième  (par  suite  aussi  la  septième)  qui  tourne  au- 
tour du  point  où  elle  est  coupée  par  la  même  droite. 

III.  Mais  ce  ne  sont  pas  les  seules  interprétations  géomé- 
triques que  l'on  puisse  donner  au  fait  analytique  ci-dessus 
remarqué  ,  relativement  à  x  =/(a:',  a,  a\  b,  b').  On  peut 
affirmer  que  le  nombre  des  interprétations  est  infini  :  on  en 
obtient,  par  exemple,  deux  en  regardant^,  x  comme  des 
coordonnées  polaires;  alors,  auJieu  de  droites,  ce  sont  des 
spirales  d'Archimède  qui  sont  en  jeu,  et  le  théorème  est  re- 
latif ou  aux  angles  ou  aux  rayons  vecteurs. 

L'auteur  auquel  j'emprunte  ce  qui  précède  n'a  pas  donné 
ces  dernières  interprétations  ;  il  en  a  donné  une  qui  se  rap- 
porte à  des  cercles,  la  voici  :  Considérons  une  droite  indé- 
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finie  Dommée  axe  des  x;  d'an  point  de  celte  droite ,  comme 
centre ,  avec  on  rayon  donné ,  je  décris  un  cercle  ;  prenant 
ponr  origine  an  point  qaelconqoe  de  notre  axe  des  x,  je 
désigne  l'abscisse  da  centre  par  x  et  le  rayon  par  j^;  j'ap- 
pelle x^jTy  coordonnées  circulaires. 

Etant  <|pnnée  ane  éqaationy(x,j<)  ==0,  j'en  tirerai  ane 
infinité  de  cercles,  et  j'appelle  lieu  de  réqaation  la  courbe 
enveloppe  de  tous  ces  cercles  :  l'éqaation  da  premier  degré 
j^  =s  AT-f  ^  représente  dans  ce  cas  encore  évidemment  une 
«droite. 

Par  conséquent  notre  équation  (1)  représente  une  droite 
tangente  an  cercle  (x',y). 

De  même  (2). 

Nous  avons  les  cercles  (3) ,  (4) ,  (5) ,  (6)  ; 

La  droite  (7)  tangente  aox  cercles  (3) ,  (5); 

La  droite  (8)  tangente  à.    .    .    (4),  (6). 

Le  système  des  équations  (7) ,  (8)  convient  au  cercle  qui 
touche  les  droites  (7),  (8)»  et  qui  a  pour  abscisse  da  centre 

Ainsi  encore  un  quadrilatère  dont  les  côtés  sont  (1) ,  (S) , 
(7)  9  (8) ,  et  six  cercles  qui  les  touchent  deux  à  deux  ;  donc 

Si  on  fait  varier  le  quadrilatère  de  façon  que  les  centres 
déterminés  par  x',  a,  a',  b,  b\  ne  changent  pas,  quelles  que 
soient  les  varicUions  des  rayons,  le  centre  du  sixième  cercle 
xs=t(..,)ne  changera  pas. 

Mais  rien  n'empêche  de  regarder  les^  comme  les  abscisses 
des  centres  et  les  x  comme  les  rayons;  donc  les  cinq  rayons 
j/,  a^  a\  b,  b\  restant  invariables,  le  sixième  j:=/(...)  le 
restera  aussi,  et  si  les  angles  d^un  quadrilatère  complet  s'ap^ 
puient  sur  six  cercles  dont  les  centres  sont  en  ligne  droite,  que 
l'on  déforme  le  quadrilatère  en  faisant  mouvoir  les  centres  sur 
la  droite  qui  les  contient ,  de  façon  que  cinq  des  angles  restent 
appuyés  sur  leurs  cercles,  le  sixième  ne  quittera  pas  le  sien. 
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Rien  D*empéche  de  supposer  que  Taxe  des  x  est  une  courbe 
au  lieu  d'une  droite,  alors  il  y  a  modi6cation. 

J'ajouterai  à  ce  que  je  viens  de  traduire  de  mon  auteur, 
que  l'on  peut  représenter  par  x^y  deux  éléments  d'une 
courbe  quelconque  dont  tous  les  autres  éléments  resteraient 
invariables,  et  alors  le  petit  calcul  ci-dessus  conduit  à  une 
proposition  qui  a  une  infinité  de  corollaires. 

Terminons.  Le  but  de  la  géométrie  analytique  est  l'étude 
des  lois  de  l'étendue  figurée ,  par  l'intermédiaire  des  relations 
métriques.  Le  moyen  est  d'attribuer  aux  symboles  analyti- 
ques une  signification  géométrique  \  par  suite,  à  chaque  si- 
gnification géométrique  nouvelle  que  vous  attribuez  aux 
symboles  qui  entrent  dans  un  calcul ,  répond  un  nouveau 
théorème  de  géométrie,  et  tons  ces  théorèmes  ont  un  air  de 
famille  qui  tient  à  leur  origine  commune. 

Voilà  la  dualité  bien  dépassée. 

Il  me  semble  que  ces  idées  pourraient  (  dirai-je  iwraimi  ) 
trouver  place  dans  les  traités  élémentaires.  La  composition 
d'un  ouvrage  où  tout  cela  entrerait  avec  des  bornes  con- 
venables, est  très-désirable.  J'en  ai  le  projet ,  toujours  plus 
facile  que  l'exécution.  Non  omnia  possumus  omnes. 


SUR  LES  INTERSECTIONS  SUCCESSIVES 

de  droites  représentées  par  une  équation  contenant 
une  variable  (*). 

PAR  M.  B.  DBSMARSST, 

ancien  élève  de  l'École  polytechnique. 


r  A  quelles  conditions  doivent  obéir  les  quantités  ^  et  ^ 
pour  que  toutes  les  droites  représentées  par  léquation 

n  Voir  1. 1 ,  p.  iSi  ;  l.  U ,  p.  iio,  cor.  2. 
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se  coupent  an  même  point? 
Soit  bssff(a),  l'équation  devient 

jr  =  ax'h^{à).  (A) 

Remplaçant  ^  par  a  +  A ,  on  a 

jr  =  aj:  +  Ax  +  f(a)  +  ^»'(a)A  +  f(«)  — +etc.       (B) 

1  «^ 

Cbercbant  Tintersection  des  deux  droites,  on  a 

A* 
hx+^Xa)'\-if\a)  7"^  + etc.  =  0. 

Divisant  par  h ,  puis  posant  h  =  0^  on  a  x  =  —  7' (a).  Sub- 
stituant cette  valeur  dans.(A) ,  on  a  pour  les  coordonnées  du 
point  d'intersection  de  deux  droites  : 

Or  y'(a)  doit  être  constante;  donc  ff{a)^pa-\-q.  Celte 
condition  est  nécessaire  et  suflBsante  ;  car  elle  donne,  pour 
les  coordonnées  du  point  d'intersection , 
x  =  —p,       r  =  +  î- 

Donc,  pour  que  les  droites  représentées  par  Téquation 
y=:ax+b  se  coupent  au  même  point ,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  quantités  ^  et  6  soient  liées  par  une  fonction  du  premier 
degré.  L'équation  est  .- 

jrzrsax'hpa  +  q        ou        y  —  qzz^aix-^p). 

2''  A  quelles  conditions  doivent  obéir  les  quantités  aeib 
pour  que  les  intersections  successives  des  droites  représentées 
par  l'équation  ^=sax+b  soient  sur  une  ellipse  donnée  ? 

Soit  cette  ellipse  donnée, 

Soit  bz=z(f  {a)    et  Téquation  des  droites    yz=ajc  +  ^{a). 
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Les  coordonnées  du  point  d'intersection  de  deux  droites  voi- 
sines sont 

x  =  —  f'(a) ,        y  =  f  (a)  —  tftp'(a). 
On  doit  donc  avoir 

'*'[?'(^)]'  +  [?  (^)  —  ^?'(^)]*  =  'lue  constante  m^i^. 
Or ,  même  en  restant  dans  les  lois  ordinaires  des  dérivées, 
on  peut  reconnaître  qae  la  valeur  r(a) ,  qui  réalise  cette  con- 
dition est  <p(a)=sTOV/n'  +  a*.  Donc,  toutes  les  droites  re- 
présentées par  réqnation 

se  coopent  sur  l'ellipse 

3*  Un  raisonnement  analogue  démontrerait  que  les  inter- 
sections successives  de  droites  représentées  par  l'équation 

yssax-k-  mK  —  n*  +  a* 
sont  sur  Thyperbole 

Si  rhjpcrbole  était  rapportée  à  ses  asymptotes,  son  équa- 
tion serait  de  la  forme 

xy^  —  m*. 

Or  les  coordonnées  du  point  d'intersection  de  deux  droites 
voisines  étant  toujours 

on  devrait  avoir 

a\f^\a)Y  —  <p {a)  ^{a)  =  une  constante  —  w*.       (C) 

Donc  la  fonction  7  (a)  devrait  être  de  la  forme  f/a,  cette 
quantité  étant  multipliée  par  une  constante  r  soit  donc 

7  (a)  =  s\/^  :  réqnation  (C)  devient 

=s  —  m'       ou       *'  =  4w*. 
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DoDC,  enfio,  les  iatenecUoDs  succeisireg  de  droites  repré- 
sentées par  réqaatioD 

y  =s  oj? + 2mJ^ 
sont  sqr  Thyperbole 

jTj^  =  —  m\ 

4*  Si  la  courbe  donnée  est  nne  parabole 

on  doit  avoir 

-7-r 77-  =  nne  constante  m  , 

OU  [f' W]'  +  maf^'[a)  —  my  (a)  =  0  ;  (D) 

ce  qui  indique  que  la  fonction  de  a  est  de  la  forme  a%  cette 
quantité  étant  mnltipliée  par  nne  constante  p  dont  on  déter- 
minera la  valeur  ;  soit ,  en  effet ,  f  (a)  ^pa^j  TéqnaUon  (D) 
devient 

(4/? +  ///)«*  =  0;        delà,       /?  =  —  --. 

4 

Ainsi ,  les  intersections  successives  des  droites  représentées 

par  réquation  y=zax ~  sont  sur  la  parabole 

4 

Les  conditions  qui  précèdent  ont  été  obtenues  en  évitant 
toute  idée  de  tangentes.  En  général ,  elles  ne  sont  que  suffi- 
santes :  si  nous  admettons  que  la  droite  primitive  est ,  après 
une  oscillation ,  transformée  en  une  tangente  à  la  courbe , 
nous  pourrons  conserver  à  la  question  toute  sa  généralité. 
Nous  donnerons  ici  Fellipse  comme  exemple. 

5""  A  quelles  conditions  doivent  obéir  les  fonctions  algébri- 
ques A  et  B ,  pour  que  les  intersections  successives  de  droites 
représentées  par  Téquation 

j-  =  Ax  +  B, 
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soient  sur  une  ellipse  donnée,  et  rapportée  à  son  centre  et  à 
ses  axes. 

La  courbe  étant  une  ellipse,  il  existe  une  relation  connue 
entre  la  droite  qui  unit  l'origine  à  un  point  d'intersectioo , 
et  la  droite  génératrice  correspondante  :  le  produit  des  tan- 
gentes des  angles  que  ces  droites  forment  avec  Taxe  des  s: 
est  —  1%  c'est-à-dire  négatif  et  constant. 

L'équation  de  la  droite  étant 

j^  =  Aj:  +  B,  (E) 

si  nous  appelons  A',  A",  etc.,  B',  B",  etc.,  les  dérivées  suc- 
cessives que  donneiit  y  dans  A  et  dans  B ,  Taccroissement  de 
la  variable  indépendante,  on  aura  Téquation  de  la  droite 
changée 

(F)    j'=A:ç+A'Ax+A"--Jr'+  etc. +B+B'A+B"— +  etc. 

L'intersection  des  droites  (E)  et  (F)  donne 

B'  A'B-AB- 

^  =  -1"       .''  =  -^7—  (G) 

La  droite  qui  unit  l'origine  an  point  d'intersection  est 
A'B— AB' 

y itb--'- 

Le  produit  des  tangentes  A  et  — —^^ —  étant  n^atif  et 
constant ,  on  a 

DeIà,ondédait 

,„      ,„,      B'/»'       .    B'  AB 

A'B-AB'  =  —     et    j  =  ^q:^. 

Sobstitoant  ces  valeurs  dans  les  expressions  (G) ,  on  a 
—  AB  «'B 

•*~«'  +  A"        •^~»'  +  A'' 
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ou 

L'cqaalioDde  Tellipse  donnée  étant  j:>+'^  =  /»',  jl  est 

clair  qae  les  sommes  des  carrés  des  valeurs  données  en  (K) 
doivent  résoudre  cette  dernière  équation.  On  doit  donc  avoir 


ou 


ou 


=  m 


n*  +  A: 


Si  nous  faisons  Thypothèse  la  plus  simple ,  si  nous  suppo- 
sons que  A  est  une  variable  indépendante  a ,  noas  retrouve- 
rons la  condition  donnée  précédemment,  c'est-à-dire,  que  les 
intersections  successives  de  droites  représentées  par  l'équation 

sont  sur  Tellipsc 

Un  calcul  analogue  résout  la  question  générale  pour  l'hy- 
perbole et  pour  la  parabole. 

6**  D««  développées  et  du  cercle  osculateur.  Les  recherches 
de  la  développée  et  du  cercle  osculateur  d'une  courbe  sont 
des  conséquences  des  recherches  qui  précèdent.  Pour  la  pre- 
mière ,  il  suffira  d'obtenir  les  intersections  successives  des 
droites  normales  aux  génératrices  primitives,  chacune  de 
ces  normales  passant  par  le  point  d'intersection  des  deux  gé- 
nératrices voisines  correspondantes  ;  pour  la  seconde,  on  dé- 
terminera la  distance  d'un  point  de  la  courbe  primitive  au 
point  correspondant  de  la  développée.  Ces  calculs  ne  présen- 
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lent  aucune  difficulté;  nous  doooerons  seulement  cemme 
exemple  la  développée  et  le  cercle  osculateur  de  la  para- 
bole 

La  droite  génératrice  est 

y  =  ax ^, 

les  coordonnées  du  point  d'intersection  de  deux  génératrices 
voisines  sont 

,      ma  ma* 

la  droite  normale  à  la  génératrice  primitive,  et  passant  au 
point  x\  y,  a  pour  équation 


ma*  1  /         ma\ 


Si  dans  cette  dernière  équation  1*  on  remplace  a  par 
a-{-h,  2''on  développe;  S""  on  cherche  l'intersection  des 
deux  normales,  on  a  les  coordonnées  du  point  d'inter- 
section 

ma^                    ^ma^+lm 
•^-         2    '  ^- 4         ' 

si  on  élimine  a  entre  ces  deux  dernières  équations ,  on  a 
27mar* 


=(-f) 


16 

Cette  dernière  équation  est  celle  de  la  développée.  Si  on 
transporte  l'axe  des  x  parallèlement  à  lui-même,  en  posant 

j^  —  —  =yy  on  obtient  la  forme  connue  de  la  développée 

27  m' 
Les  coordonnées  x\y'-y  x^y  d'un  point  de  la  parabole  et  du 
point  correspondant  de  la  développée  sont 
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j ma  ma* 

,       ma^  ^ma*  +  ^m 

y  =  -r      '' — 4—' 

désignant  par  R  le  rayon  du  cercle  oscalateur,  on  a 
/ma      ma}\'       /ma'      (Sma'-{-im\' 

^  =VT+— ;  +  \jr 4 — )  ' 

ou  R«*=î^(H-a*)'. 

A 

Sabstilaantpoar  a  sa  valeur  déduite  de  Tune  des  expressions 
en  j:'  ou  en  y,  on  aura  le  rayon  du  cerde  oscnlateur  en 
fonction  de  l'abscisse  ou  de  l'ordonnée  du  point  de  la  courbe. 
Pour  obtenir  ce  rayon  en  fonction  dey,  on  remplacera  a" 

*y 

par  l'expression  -^,  et  on  aura 
m 

œNDlTION  DE  RÉALITÉ 
dei  raeine$  de  Véquaiion  complèU  du  troisième  degré. 

VAR  K.  TARMXBa, 

professeor. 

Pr^Ume.  Chercher  la  relation  des  coefficients  de  l'équa- 
tion a^  -hpx*  4-  9<r + rs  0 ,  poor  que  ses  trois  racines  soient 
réelles. 

Solution,  En  faisant  usage  du  théorème  de  M.  Sturm,  on 
obtient  les  polynômes  suivants  : 

(1)  X'c=a:^+px''^qX'hr 

(2)  X'=3a:"  +  2/?JC+^ 

(3)  X"  =  (2p'  —  6q)x  +  (pq  —  9r) 

(4)  X'"=-.4/^r+/iy  —  4î*+18^yr-.27/^. 

AVII.DI  M4THAII   Ul.  ^^ 
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Pour  que  toutes  les  racines  soient  réelles ,  il  faut  et  il 
suflBt  qu'en  attribuant  à  x  des  valeurs  très-grandes  néga- 
tives y  ces  quatre  polynômes  ne  présentent  que  des  variations 
(corollaire  du  théorème  de  M.  Sturm).  Or  le  premier  sera 
négatif  et  le  second  positif,  il  est  donc  nécessaire  et  suffisant 
que  le  troisième  soit  négatif  et  le  quatrième  positif^  c'est-À- 
dire  que  Ton  ait 

ainsi  que  —  hfr  +  p^q^—  4?*+  i8/^çr—  27/^  >  ( 
ou  bien 

/>'  — 3î>0  \ 

—  Kp^r  -^-p^q"^  —  ^q^  +  iSpqr  -  â7r'  >  0.  ) 

Telles  sont  les  conditions  cherchées. 

Discussion.  Pour  savoir  si  le  calcul  que  Ton  vient  de  faire 
ne  peut  passe  simplifier ,  et  par  suite  si  les  conditions  ci- 
dessus  ne  peuvent  pas  être  exprimées  plus  simplement ,  fai- 
sons disparaître  le  second  terme  de  l'équation  proposée, 

posant  xssy — --p  et  substituant,  on  arrive  à  Téquation 

équation  de  la  forme 

(m)  y^^ay+b==0, 

en  posant 

2     ,        1 

Appliquant  à  Véquation  (m)  les  mêmes  calculs  qu'à  la  pro- 
posée, et  observant  que  Ton  a  /»=sO,  ^s=a,  r=sb,  on  ob- 
tient la  suite  des  polynômes 
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<ii  pour  que  les  yaleurs  de^  soient  réelles,  il  faut  et  il  saffil 
•qu'en  attribuant  à  ^  des  yaleurs  très-grandes  négatives ,  les 
quatre  polynômes  ne  présentent  que  des  yariations  de  signe. 
Or  le  premier  sera  négatif,  le  second  sera  positif;  le  troi- 
sième doit  donc  être  négatif ,  ce  qui  exige  la  condition  a  <0, 
et  le  quatrième  doit  être  positif ,  ce  qui  exige  la  condition 

—  4^3— 276*  >0 
ou 

27  -^   ♦  '        • 

Or  cette  condition  exigeant  que  —  —  soit  positif,   ren- 

ferme  implicitement  la  condition  de  a  <0 ^  si  donc  la  |Nre- 
mière  condition  est  une  coiiséquence  de  la  seconde ,  la  seule 
et  unique  condition  de  réalité  des  trois  racines  sera  exprimée 
par 

—  4aî— 276»>0, 
ou 

4aï+276"<0, 
ou 

27    >4' 

OU,  remplaçant  ^  et  6  par  leurs  yaleurs, 

27         ^  4 

Cette  condition  et  la  condition  a  <  0  ou  - /^*  >  ^ ,  qui  y 
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est  implicitement  renfermée,  doivent  être  identiques  avec 
celles  que  nous  avions  trouvées  primitivement ,  savoir  : 

et  pour  qu'il  n'y  ait  aucune  contradiction  entre  les  deux  cal- 
culs, il  faut  que  la  condition/?*— 3^  >0  soit  une  consé- 
quence de  la  condition 

chose  qui  nous  est  enseignée  par  le  second  calcul  et  qui  ;  de 
plus,  va  nous  mettre  sur  la  voie  pour  nous  faire  trouver  que 
la  première  condition  est  une  conséquence  de  la  seconde  ; 
à  cet  effet,  retranchons  vingt-sept  fois  le  second  polynôme 
de  quatre  fois  le  cube  du  premier,  nous  aurons 

Le  second  calcul  nous  avertit  que  ce  polynôme  est  un  carré 
parfait,  et  en  effet  il  est  le  carré  du  polynôme  2p^ — 9/7^+27r  ; 
le  reste  étant  donc  une  quantité  positive,  il  en  résulte  que 
quatre  fois  le  cube  de  p*Sq  est  plus  grand  que  vingt-sept  fois 
le  second  polynôme  ;  si  donc  le  second  polynôme  est  positif 
(  c'est-à-dire  si  la  seconde  condition  est  remplie] ,  quatre  fois 
le  cube  de  p*—3q  sera  aussi  positif,  et  par  conséquent 
/'*  — 3^>0,  c'est-à-dire  enfin  que  la  première  condition 
est  une  conséquence  de  la  seconde  {  d'où  l'on  peut  conclure 
qu'une  seule  condition  suffit  pour  établir  la  réalité  des  (rois 
racines  del'éqaation  x^+px'+^x-f  rsO,  condition  qui  est 
exprimée  par 

—  4/^r + pY  +  i  Bpqr—  4grî  —  27/^  >  0  (P) , 

qui  se  réduit  à  4a'-f  276'  <0,  lorsque  l'équation  se  réduit 

Note,  Nous  rappellerons  ici  une  observation  de  Légendre , 
qu'on  peut  ainsi  généraliser  :  Étant  donnée  une  équation 
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algébrique  de  degré  m ,  formons  les  produits  diflérenU  des 
racines  deux  à  deox;  donnons .  dans  chaqae  prodoit,  an 
premier  facteur  Texposant  positif  entier  p\  et  an  second 
facteur  l'exposant  positif  entier  q^  ;  désignons  par  ^  la  somme 
de  ces  produits  ainsi  obtenus,  et  par  z  la  somme  de  ces  pro- 
duits, en  changeant//  en  q\  et  vice  venà\  y-^z  ei  yz  sont 
des  fonctions  symétriques  des  racines;  on  peut  donc  les  ob- 
tenir en  fonctions  entières  des  coefficients  de  Téquation , 
et  par  conséquent  {y — z)*  =  (^  +  z)' — 4rz  peut  aussi  s'ex- 
primer en  fonctions  des  mêmes  coefficients  :  si  cette  fonction 
est  négative,  Téquation  a  des  racines  imaginaires,  et  si  cette 
fonction  n'est  pas  un  carré  parfait,  l'équation  ne  peut  avoir 
toutes  ses  racines  irrationnelles  ;  si  /»  =  3 ,  ;?'  =  2 ,  ^'  =  1 , 
alors  [y — z)*  est  la  fonction  (P)  de  M.  Tamier.  Il  faut  re- 
marquer qu'une  telle  condition  est  suffisante  pour  Téquation 
du  troisième  degré ,  mais  non  pas  pour  les  équations  de  de- 
gré supérieur.  (  Foir  1. 1 ,  p.  151  et  513.  )  Tm. 


NOTE  SUR  LES  MAXIMA  D'UN  PRODUIT. 

VAR  K.  AUOUSTB  OBUkUâateRB, 

professeur,  licencié  es  sciences  physiques  et  mathématiques. 


Décomposer  un  nombre  a  en  parties  telles  que  le  produit 
de  puissances  positives  déterminées  de  ces  parties  soit  un 
maximum. 

Soient  x,^,  z,  u ...  ces  parties,  on  a  j:tr+z4-a-i-...=a. 
Or,  en  appelant  m,  n^p^  q,  les  exposants  des  puissances , 
il  faut  que  x^**''"'--  soit  un  maximum.  Et  il  est  évi- 

xV^z'u'... 
dent  qu'on  y  satisfera  en  rendant  — ^^   ,,   ,   ,     un  maxi- 
^  "  m    n  p  q 

mum  \  car  le  dénominateur  est  constant. 
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^*  .  a:*y**a'' li'...        xxx     y  y      as      s» 

Ma»  on  a    ^ n  9   n —  = ...--...--...--... 

/?»   /i/r^'...       m  mm      nn     pp      qq 

X  X  X  V*  *K 

et  il  est  aussi  é?ideot  que  — | 1 f- ...  H 1- -  + .  -. 

m       m      m,  n       n 

p      p  H       H  m     ^    n        p        q     * 

...  =  j:4.^  +  z  +  «-|-...  =  ^.  C*est doDC comiiie si oq pro- 
posait de  décomposer  a  en  m-f-«  +  p  +  ^  + —  '•ctear» 

—  .  —  ...-.-...-.-...-.-...,  dont  le  produit  soit 
mm       n    n       p    P       9    9 

maximum ,  et  Ton  sait  qu'il  faut  »  pour  eela ,  que  tous  les 

facteurs  soient  égaux  ;  on  a  donc  —  =  -  =  -  s=  ~  ...  pour 
^  m,       n       p        q       ^ 

les  équations  qui ,  conjointement  a Vec  x  -{-y  -f-  ^ + ^^  •  •  •  =^  ^  9 

serviront  à  trouver  les  valeurs  de  j:,  j^,  z,  u  ...  qui  rendent 

le  produit  maximum  ;  il  y  a  autant  d*équations  que  dMncon- 

nues ,  et  Ton  a 

am 


an 


z  =  etc. 
On  voit  en  même  temps  que ,  par  le  même  procéJé ,  on 


i 

x^y* 
U  en  serait  de  ipême  pour 


rendrait  x'^y^^'z  ^ u  ^...  =    ^  ^        —  minimum. 


x-y^'z^u" 


x"^  y^  z*- 


car  élevant  à  la  tn  n! p'  ^'...»*««  puissance ,  on  aura 
x^^'p^^ y^^p^^"  zP^^'¥  uv^'^'r^  ;  et  si  ce  produit  est  maxi- 
mum, il  en  sera  de  même  de  l'autre.  Donc  il  suffit  de  poser 

•^  r  2;  u 

— ;-P-  =  — j-T-  =  — p-p-  =  — — --.  =  ... ,  ou  divisant 
mnpq'        nmpq        pmnq        qmn'p' 

par  m'np  q\.,'  —  «^    -^       — 


*    7     '*'    p'    i 


(S 
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Enfin ,  on  rendra  par  le  même  procédé , 

-!!.   -*   -£    -? 
jc  ^ y  ^z  ^  u   ''...  un  minimum. 

Cette  question  est  ainsi  démontrée  par  Talgébre  élémen- 
taire, (^oir  t.  Il ,  p.  417). 


THÉORÈMES  STATIQUES 
SUR  LES  POLYGONES  ET  LES  POLYÈDRES. 

PAR  K.  HUBT, 

régent  au  collège  de  Pamiers. 

Si  plt^sieurs  forces  sont  représentées  par  les  côtés  d*un  poly- 
gone plan  ou  gauche^  en  grandeur  et  en  direction^  et,  de  plusy  si 
Mes  agissent  dans  lemémesens^  elles  se  réduisent  à  un  couple. 

Je  vais  d'abord  prouver  que  ce  théorème  est  vrai  pour  le 
triangle ,  et  j*cn  conclurai  ensuite  qu'il  a  lieu  pour  un  poly- 
gone d'un  nombre  quelconque  de  côtés. 

Soit  le  triangle  ABC(fig,  19)  ;  P,  Q,  R  ,  les  forces  agissant 
dans  la  direction  de  ses  côtés-,  dans  le  même  sens ,  et  ayant 
pour  intensité  la  grandeur  des  côtés.  La  force  Q  appliquée 
au  point  C  peut  être  supposée  appliquée  en  B  ;  alors  elle  se 
compose  avec  la  force  P  appliquée  en  B,  et  fournit  la  ré- 
sultante BS ,  et  on  a  CS.=  BD  =  ÂB.  Les  deux  triangles 
ABC ,  CBS  sont  égaux  comme  ayant  BC  commun ,  l'angle 
ABC  égale  BCS,  et  AB  ^  CS.  Donc  BS  =  AC,  et  les  angles 
BCA ,  CBS  sont  égaux  ;  donc  la  force  BS  est  égale  à  la  force 
AR  et  lui  est  parallèle:  donc  les  trois  forces  P,  Q,  R  se  ré- 
duisent à  un  couple. 

Soit  maintenant  un  polygone  d'un  nombre  quelconque  de 
côtés  ABCDEFG(/î^.  20)î  P,Q,R,S,T,  U,  V  les  forces 
qui  agissent  dans  la  direction  do  ses  côtés ,  dans  le  mémo 
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sens,  et  ayant  poar  intensitte  les  grandean  de  ces  côtés.  Me- 
nons les  diagonales  ÂC,  AD ,  A.E ,  AF,  appliquons  aux  deux 
extrémités  de  chacune  de  ces  diagonales ,  et  dans  leur  dlr<^- 
Uon  deux  forces  égales  et  opposées,  dont  Tintensilé  soit  égale 
en  grandeur  à  ces  diagonales,  ce  qui  ne  change  pas  Tétat 
du  système.  On  voit  alors  que  chaque  triangle  se  trouve 
sollidté  comme  dans  le  cas  précédent,  que  partout  pour 
chaque  triangle  les  forces  se  réduisent  à  un  couple,  et  par 
conséquent  que  toutes  les  forces  appliquées  au  polygone  se 
réduisent  aussi  à  un  couple. 

Note.  I.  Pour  opérer  la  composition  des  couples  parla 
méthode  des  axes  ,  on  prend  un  point  quelconque  O  dans 
Tespaoe,  et  on  abaisse  des  perpendiculaires,  représeolant  les 
axe$^  sur  les  plans  des  couples  i  soit  P  le  pied  d'une  de  ces 
perpendiculaires.  Supposons  un  homme  placé  sur  le  plan  du 
couple,  ayant  les  pieds  en  P  et  la  (été  en  O  ;  pour  repré- 
senter le  sens  du  couple,  M.  Poinsot  établit  cette  convention  : 
si  le  couple  tourne  de  gauche  à  droite,  on  porte  la  ligne  pro- 
portionnelle à  la  grandeur  du  couple,  sur  le  prolongement 
de  PO,  à  partir  de  O,  en  s*éloignant  du  plan  ;  et  si  le  couple 
tourne  de  droite  à  gauche ,  on  porte  la  ligne  représentant 
l'intensité  du  couple,  de  O  vers  P  -y  d'après  cette  convention , 
on  voit  que  lorsque  deux  couples  tournent  dans  le  même 
sens ,  le  couple  résultant  tourne  aussi  dans  le  même  sens ,  et 
par  conséquent ,  si  tant  de  couples  qu'on  voudra  tournent 
dans  le  même  sens ,  l'équilibre  est  impossible  ;  c'est  ce  qui  a 
lieu,  dans  le  cas  actuel,  en  prenant  un  des  angles  du  poly- 
gone pour  point  de  départ  des  axes  ;  on  peut  même  prendre 
pour  origine  des  axes ,  un  point  quelconque ,  situé  dans  Tin* 
térieur  du  polygone^  I(nrsqu'il  est  plan. 

IL  Chaque  couple  est  ici  proportionnel  au  double  de 
Faire  d'un  triangle  correspondant  ;  représentant  donc 
rintensité  du  couple  par  G,  on  a,    d'après   la   formule 
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relatiTe  à  la  résallmte,  G'  ==  4£A'  +  8ZA.V  cos  A,A'; 
A,  A',  A"....,  soDt  les  aires  des  triangles  ABC,  AGD, 
ADG ,  etc.  ;  ZA'  est  la  somme  des  earrés  des  aires  des  trian- 
gles ,  et  xAA'cos  (A, A')  est  la  somme qa'oo  obtient ,  en  mul- 
tipliant ees  aires  deux  à  deux  et  par  le  cosinus  de  Tangle 
respectif  et  ajoutant  les  produits. 

III.  Cette  formule  exprime  aussi  ce  théorème  de  géomé- 
trie :  Dans  toules  les  pyramides  qui  ont  pour  base  le  même  po- 
lygone, la  somme  des  aires  des  carrés  des  faces  triangulaires 
|ri»s  le  double  de  la  somme  des  produits  de  ces  aires  prises 
deux  à  deux  et  par  le  cosinus  de  Tangle  respectif  des  faces , 
est  nnequantité  constante  ;  et  lorsque  le  polygone  est  plan , 
cette  quantité  constante  est  égale  au  carré  de  Taire  de  la  base. 

ly.  Pendant  le  mouvement  du  système,  le  centre  de 
moyenne  distance  des  sommets  du  polygone  reste  immobile 
(fToy.  p.  241 ,  I.  II).  En  général ,  et  d'après  le  même  prin- 
cipe/ si  des  mobiles,  partant  simultanément  des  sommets 
d'un  polygone,  parcourent  les  cOlés,  dans  le  même  sens,  avec 
une  vitesse  uniforme  et  proportionnelle  respectivement  à 
ces  côtés ,  le  centre  de  gravité  de  ces  mobiles  reste  fixe. 
Cette  proposition  était  déjà  connue  des  anciens,  mais  pour 
le  triangle  seulement.  Voici  comment  elle  est  énoncée  dans 
Pappus  (liv.  8,  prop.  2)  :  Soit  le  triangle  ABC  et  le  triangle 
inscrit  GHK  $  G  est  entre  A  et  B ,  H  entre  B  et  C;  K  entre 

A  et  C  ;  si  Ton  a  r^  =  ;^  =  rï ,  les  deux  triangles  ont 

D\i  titl  AJi 

même  centre  de  gravité. 

Y.  Si  Ton  applique  selon  les  côtés  d'un  polyèdre  deux  forces 
égales  et  directement  opposées,  il  y  a  équilibre  ;  représen- 
tons ces  forces  respectivement  par  les  côtés  en  grandeur  et  en 
direction  -,  le  système  se  partage  en  deux  autres,  dont  chacun 
a  pour  résultante  un  couple  { les  deux  couples  résultants  sont 
égaux ,  ont  le  même  axe  et  tournent  en  sens  inverse  j  les 


Digitized  by  LjOOQ  IC 


—  170  — 

couples  composants  ne  sont  autres  que  les  doubles  des  aires 
des  faces  du  polyèdre;  si  Ton  supprime  une  face ,  alors  les 
faces  restantes  donneront  pour  résultante  un  couple  repré- 
senté par  le  double  de  Taire  de  la  face  supprimée  ;  appli* 
quant  la  formule  connue  pour  les  couples  résultants ,  on  a 
ce  théorème  général  (Carnot,  Génn.  depasiUon^p.  310)  :  Le 
carré del'une  quelconque  desfaces d'unpoljèdre est égaleà  la 
somme  des  carrés  de  toutes  les  autres  faces,  moins  le  double  de 
la  sommedesproduits  de  toutes  lesautres  faces  mulliplîécsdeux 
à  deux  9  et  par  le  cosinus  de  Tangle  qu'elles  comprenneM. 

Le  théorème  (III)  est  un  cas  particulier. 

YI.  Il  existe  un  théorème  analogue  pour  les  p<d]rgoiies 
(Géométrie  de  position ,  p.  308)  ;  en  général,  tout  théorème 
de  statiqqe  peut  se  transforma  en  théorème  de  géométrie. 
En  décomposant  un  système  de  forces  dont  on  connaît  l'état 
résultant,  en  d'autres  groupes  de  forces,  on  parvient  à  beau- 
coup de  théorèines  consignés  dans  l'ouvrage  cité.      Tm. 

SOLUTION  DU  PROBLEME  71.  (T.  II ,  p  .327.) 

PAB  as.  FAUHa  (H.), 

élève  en  spéciales. 

.    Soit  l'équation  x^-^Spx^-^SqxA-rz^O. 

Posons  A  =  [/p^ —  q.  Si  les  trois  racines  sont  réelles ,  elles 
sont  comprises ,  la  première  entre  — p  —  2A  et  — p —  A;  la 
deuxième  entre  —71— A  et  — />-hA;  la  troisième  entre 
— /?-j-A  et  — P  +  2A. 

Posons  jc=y — p.  Si  l'on  substitue  cette  valeur  à  la  place 
de  X  dans  l'équation ,  la  transformée 

(1)        ^3_  3A>+2/|3— 3pgr+/=0,  (*) 

O  Celte  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  (y-A)«  (y  +  2A)-2A»  + 
3pS  -  3]9f+r— 0;  tous  les  résultats  deviennent  intuitifs.  Tm. 
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tnanque  de  second  terme.  Les  racines  de  celle  équation 
étant  égales  à  celles  de  la  proposée  augmentées  de  /? ,  la 
question  sera  ramenée  à  prouver  que  Téquation  en  ^  a  une 
racine  comprise  entre  — 2A  et  — A ,  la  deuxième  entre 
—A  et  -{-A,  et  la  troisième  entre  -f- ^  «t  +âA  ,  en  sup- 
posant d'abord  que  toutes  les  racines  soient  réelles. 

Pour  démontrer  qu'il  y  a  une  racine  entre  —  âA  et  —  A  , 
il  su£Bt  de  faire  voir  que  si  l'on  substitue  ces  quantités  à  la 
place  de  y  dans  Téquation  (1)^  on  obtient  deux  résultats  de 
signes  contraires. 

Or,  en  égalant  à  zéro  la  dérivée  du  premier  membre  de 
l'équation  on  a  : 

^'— A'=0,  d'où  ^=±A. 
Si  les  racines  sont  réelles ,  celles  de  la  dérivée  le  sont 
aussi  \  donc  A*  est  une  quantité  positive.  Le  second  terme  de 
l'équation  est  donc  négatif ,  quant  au  dernier  il  peut  être  po- 
sitif ou  négatif.  Supposons-le  d'abord  positif.  D'après  le  théo- 
rème de  RoDe  ,  il  y  a  une  racine  entre  +  ^  «l  —  A  ;  or 
—  A  donne  pour  résultat  2A'+2p'— 3/>y-|-r,  quantité 
positive;  donc  +A  donne  un  résultat  négatif. 

Effectuons  la  substitution  de — A  et  de  —  2 A 
pour ,r=— A ,  on  a  pour  résultat  2A3-f- 2/i'—  3/i^  +  2. 
^=— 2A         »  — 2A^+2/>5— 3/7<7  +  2. 

Le  premier  résultat  est  positif  ;  je  dis  que  le  deuxième  est 
négatif.  Si  dans  l'équation  on  fait  j^  =  0,  on  obtient  un  ré- 
sultat positif,  ainsi  que  pour  ^=r  oo.  Mais  comme  l'équa- 
tion a  deux  racines  positives  ,  puisque  son  premier  membre 
offre  deux  yariations ,  et  que  toutes  ses  racines  sont  réelles  ; 
on  est  certain  en  vertu  du  théorème  de  Rollc ,  que  si  Ton 
substitue  la  racine  positive  -f*  ^  <lc  ^^  dérivée  dans  l'équa- 
tion, on  doit  obtenir  un  résultat  négatif.  Faisant  la  substi- 
tution ,  on  trouve 

-.2A-H  2/>»  —  3/77 -f- 2  <  0. 
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Donc  entrer  =— A  et  j'  =— 2A,  il  y  a  une  racioe  deFéqaa- 
tîoD.  Gomme  -f-  A  et  —  A ,  ont  aussi  donné  des  résultats  de 
signes  contraires  •  il  y  a  une  racine  entre  -f  A  et  — A. 

Si  l'on  fait  ^  =  -|-  2A  ,  on  obtient  un  résultat  négatif  ;  par 
conséquent  entre  +  A  et  +2 A,  il  y  a  une  racine  de  la 
transformée. 

Si  l'équation  avait  son  dernier  tenue'  négatif,  on  chan- 
gerait^ en  — y^  et  en  changeant  les  signes  de  tous  les  termes, 
on  obtiendrait  une  équation  dans  laquelle  le  second  terme 
est  négatif  et  le  dernier  positif;  on  pourra  donc  en  tirer  les 
mêmes  conséquences  que  précédemment. 

Si  réqualion  n'a  qu'une  racine'réelle ,  la  dérivée  a  ses  ra- 
cines imaginaires.  Par  conséquent  la  racine  réelle  de  Téqoa- 
tion  ne  peut  être  comprise  entre  les  quantités  imaginaires 
-2AetH-2A. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  42.  (Page  519,  I.  I.) 

PAB  M.  TZBAIi  (J.)i 
élève  «tt  collège  de  Montpellier. 

Lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  ont  une  tangente  com- 
mune et  une  corde  commune  parallèle  à  cette  tangente. 


Soit  AB,  la  tangente  donnée  (/S^.  21),  etDiy  la  corde  com- 
mune ;  je  prendrai  pour  axe  des  x  une  perpendiculaire  menée 
par  le  point  G ,  milieu  de  DD'  sur  la  tangente,  le  lieu  cherché 
devant  évidemment  être  symétrique  par  rapport  à  cette 
droite;  et  pour  axe  des  y  la  tangente  commune  AB.  Je  dé- 
signe par  a  et  6  les  coordonnées  du  point  D  ,  et  celles  du 
point  D'  seront  ^, —  b.  Par  le  point  G  je  mène  une  droite 
quelconque  GE  ^  cette  droite  sera  un  diamètre  d'une  des  pa- 
raboles ,  dont  le  foyer  est  un  point  du  lieu  cherché  ;  la  tan- 
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gente  AB  (ouchera  la  parakK>le  doot  CE  est  le  diamètre, 
au  point  £  ;  par  conséquent  si  par  le  point  E,  je  mène  GE , 
faisant  avec  la  tangente  un  angle  égal  à  GEO,  le  foyer  de 
la  parabole  que  nons^  considérons  devra  se  trouver  sur  celte 
droite.  Je  désigne  par  (a^y  y)  les  coordonnées  de  ce  foyer  F; 
si  je  prends  le  symétrique  R  de  ce  point  par  rapport  à  la  tan- 
gente ,  j'anrai  un  point  de  la  directrice  de  la  parabole  qae 
nous  considérons  ;  si  par  ce  point  R ,  j'abaisse  une  perpendi* 
culaire  sur  le  diamètre  CE ,  j'aurai  la  directrice  elle-même  ; 
exprimant  maintenant  que  le  point  D,  est  également  distant 
du  foyer  (j:',y)  et  ^  la  directrice,  j'exprime  qae  DD'  est 
une  corde  fie  la  parabole',  j'obtiens  ainsi  deux  équations  de 
condition  entre  {jc'y  y) ,  les  quantités  connues,  et  la  variable 
qui  fixe  la  position  du  diamètre  CE  ;  en  éliminant  cette  va- 
riable ,  j'aurai  l'équation  du  lieu  cherché  ;  il  n*y  a  plus  qu'à 
exécuter  ce  que  je  viens  d'indiquer. 
L'équation  d'une  droite  quelconque  passant  par  le  point 

C,  est 

^«/«(j:— a)  (1); 

celle  de  la  droite  GE  est  par  conséquent 

•  y=—m(x+a), 

La  première  équation  de  condition  sera  donc 

y=  — m(j/+â).   '  (2) 

Les  coordonnées  du  point  symétrique  du  foyer  par  rapport  à 
la  tangente  sont  (y,— ^') ,  Féquation  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  de  ce  point  sur  le  diamètre  est  donc  • 

m 
oabien 

m{r—y')-i'{x  +  x')=sO, 

La  deuxième  écpialion  de  conditioa  sera  donc 

(x'-  «)•+  (y-  *)•  =  ^  f  {l.  ^     '  • 
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11  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  m  entre  cette  équation ,  et  l'é- 
quation (2)  ;  pour  cela  de  la  !'«  on  tire  la  valeur  de  m,  on  la 
porte  dans  celle  qui  est  ci-dessus ,  et  on  trouve  que  Véqaa> 
tion  du  lieu  cherché  est  en  supprimant  les  accents  : 

A  la  seule  inspection  de  cette  équation ,  on  volt  qœ  si  oii 
porte  l'origine  au  point  de  l'axe  des  at  ,  symétrique  do 
point  C,  par  rapport  à  la  tangente,  elle  se  simplifiera  y  il  n'y  a 
donc  qu'à  remplacer  or,  par  a:— a ,  et  il  vient  : 

Effectuant  les  calculs  et  simplifiant,  on  trouve  finalement 
que  l'équation  du  lieu  est  : 

4ûa?3 + Uyx^  4aV—  kay^  6V=  0.  (3) 

Cette  équation  nons  montre  tout  de  suite  que  i'<»îgine  est 
un  point  de  la  courbe  et  même  un  point  multiple  ,  parce 
qu'en  faisant  j:=0  et^=0 ,  on  a  successivement  deux  v»^ 
leurs  de  x  etde^  qui  se  réduisent  à  zéro;  l'équation  de  ia 
tangente  en  ce  point  est  :  « 

4flV+4«y+érV=0. 

Cette  équation  étant  formée  de  la  somme  de  trois  carrés  ,  il 
s'ensuit  qu'elle  ne  représente  rien  du  tout  ;  nous  en  con- 
•cluons  que  l'origine  est  un  point  multiple  isolé. 

Les  abscisses  des  points  d'intersection  de  la  courbe  avec 
f  axe  des  jc  sont  données  par  l'équation  : 

4ar5—  ka^x*—  b^x*  a=  0. 
Cette  équation  est  divisible  par  x\  ce  qui  nous  donne  les 
deux  points  situés  à  l'origine  des  coordonnées  ;  en  divisant 
par  ce  facteur,  il  nous  reste 

4Ar— 4a'— è*=0, 
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dou  j:= . 

Comme  Térification,  on  peut  chercher  directement  cette 
Talear  au  moyen  du  ttiéorème  que  j'ai  démontré  (page  445 
du  t.  II)  ',  car  cette  yaleur  est  a,  augmenté  du  quart  du  para- 
métre de  la  parabole  dont  Taxe  principal  serait  l'axe  des  x. 
D'après  ce  théorème  on  a , 

d'où  2/?  =  —  , 

a 

si  au  quart  de  cette  quantité  nous  ajoutons  a ,  nous  aurons 
— ,  comme  nous  Favous  trouvé  ci-dessus. 

Supposons  que  le  point  M ,  qui  nous  détermine  cette 
abscisse ,  soit  compris  entre  les  deux  points  O  et  C  ;  construi- 
sons le  lien  ;  de  l'équation  (3) ,  je  tire 

,_(y+4a*)jr'— 4aj:^ 
^  ""  4a(x— a) 

Cette  valeur  nous  confirme  dans  ce  que  nous  avions  dit  eu 
commençant,  c'est-à-dire,  que  le  lieu  est  symétrique  par 
rapport  à  l'axe  des  x.  A  la  seule  inspection  de  cette  valeur, 
on  voit  qm  nous  ne  pouvons  pas  donner  à  x  des  valeurs  né- 
gatives ,  parce  que  les  valeurs  correspondantes  de^  seraient 
imaginaires.  Les  valeurs  plus  petites  que  a  produisent  le 
même  effet ,  excepté  x=0,  qui  donne  ^'  =0,  ce  qui  nous 
fait  voir  encore  plus  clairement  que  l'origine  est  un  point 
isolé.  La  courbe  cherchée  est  donc  entièrement  à  droite  de 
l'ancien  axe  des  7. 

Le  numérateur  de  la  valeur  de  y^  nous  montre  que  nous 
ne  pouvons  pas  donner  à  x ,  des  valeurs  plus  grandes  que 


Ka 


-,  pour  laquelle  on  a^  =  0^  la  Ugne  HI  est  donc 
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une  limite  de  la  courbe.  A  mesure  que  la  valeur  de  a:  se 
rapproche  de  a,  la  valeur  dey  augmente ,  et  lorsque  x=ia^ 
cette  valeur  devient  infinie  ;  la  tangente  commune  est  donc 
asymptote  de  la  courbe  ;  cherchant  en  eBét  directement  les 
équations  des  asymptotes ,  on  trouve  cette  droite  comme 
seule  et  unique  asymptote.  Nous  connaissons  maintenant 
assez  de  choses  sur  cette  courbe  pour  pouvoir  la  traoor. 
Cette  courbe  a  deux  points  d'infiexion ,  placés  symétrique- 
ment par  rapport  à  Taxe  des  x.  Au  moyen  de  la  méthode 
donnée  par  M.  Midy  (page  232 ,  tome  II) ,  on  trouvera 
facilement  la  position  de  ces  deux  points. 

Si  on  voulait  avoir  le  lieu  des  sommets  des  mêmes  para- 
boles ,  on  pourrait  se  servir  de  ce  que  nous  venons  de  faire. 
Soit  F  un  foyer,  on  obtiendra  facilement  la  directrice  RS, 
comme  nous  l'avons  indiqué  ci-dessus  j  du  point  F,  abai^ 
sant  une  perpendiculaire  sur  la  directrice  et  prenant  le 
milieu  de  SF,  on  aura  le  sommet  de  la  parabole  que  nous 
ct>nsidérons.  En  désignant  par  j:*  étales  coordonnées  du 
sommet ,  et  x',y  les  coordonnées  du  foyer  et  exprimant 
toutes  les  conditions  ei-dessusindiquécs,  on  arrive  aux  équa- 
tions. 

^-y=m(j:-x'),  (4) 

y=^m[x'+a),  '        (6) 

(x-aj'+Cr— 6)'=-^ T-TZ? -■        (7) 

1  -f- II» 

Si  on  élimine  m  entre  les  équations  (6)  et  (7),  nous  savons  à 
quoi  nous  arrivons  ;  il  n'y  aurait  plus  qu'à  déterminer  jf,y^ 
m,  au  moyen  des  équations  (4) ,  (5) ,  (6) ,  mais  l'élimination 
serait  très-compliquée. 

Note,  Ce  genre  de  problèmes  se  résout  d'une  manière  di- 
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recte  et  facile  par  nos  formules  générales.  Conseryons  la 
même  notation  et  les  m^es  axes  des  coordonnées  ;  on  a , 
pour  réqaation  de  la  coniqae, 

Ay-^  Bx^  +  Cr'+Dr  +  Ej:  +  F  =  0  ; 
la  conique  est  une  parabole ,  donc  m  =  B*—  4AC  =  0  -,  Taxe 
deg^  est  une  tangente,  donc  /==  D'— 4AF  =  0  ;  les  deux 
points  donnés  fournissent  l'équation 

A6'4-  b  (Ba  H-  D)  +  Ca'-f  Ea  +  F  =  0  , 

celte  équation  devant  être  satisfaite  par  +^  et  — ^,  ou  a 

B 
doncB<i  +  D  =  0  et  A^>'+Ca'+Ert+F  =  0;  faisant  ~=:z, 

A 

oo  tire  de  ces  diverses  équations 

C        z'       D  E  à'       a   , 

_=_,     -—az;     -=----^z 

^_2E_Bp 26*      A' _    C    «_ 

A'~A       A'~         a'    À'~    AA 

A      a  A'     4A*       a  4 

Substituant  ces  valeurs  dans  colles  de  a  et  de  |9  (p.  432 , 
t.  II) ,  et  considérant  que  C067  =  0,  il  vient,  après  avoir 
divisé,  numérateur  et  dénominateur,  par  A^, 

b'  ^        z      az'-^^a'+b' 


F 

à-z' 

t 

Â~ 

4 

E 

b' 

z 

"A" 

a 

p 


26 
Eliminant  z*,  entre  «  et  iS,  on  en  tire  z  =  — î—-  ;  substi- 

fl-f-a 

tuant  celte  valeur  de  z  dans  a ,  il  vient 

(a  +  a)^  [4aa  —  6']  +  4€Za6='=  0  ;  (1) 

remplaçant  a  par  j:  —  /z,  et  ^  par^,  on  obtient  Téqua- 
tion  (3)  de  M.  Vidal. 

En  général,  au  moyen  de  nos  formules,  on  peut,  sans 
faire  aucune  construction  nouvelle ,  écrire  de  suite  les  équa- 
tions et  ramener  à  une  question  d'élimination  tous  les  pro- 

AHH.  DB  MATH<M.  m.  ^3 
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blèmes  où,  connaissant  qaatre  conditions  dans  une  eoniqae, 
il  s'agit  de  déterminer  le  lien  géométrique  des  foyers,  do 
centre,  des  sommets  ou  de  tout  autre  point  déterminé  dans 
le  plan  de  la  conique. 

L'équation  (9),  relative  aux  coordonnées  du  sommet, 
donne  (  p.  26 ,  t.  II ) ,  faisant  m  =  0, 

4N*(/  — 2Aifc*)=BX, 

4N'(/'— 2CA'jr)  =  B*L; 

subsliluant  pour  N,  /,  /",  77,  ",)  77,  les  valeurs  trouyées 

iL      A      A 

ci-dessus,  on  parvient  facilement  à  ces  deux  équations  : 

z^ay  —  2a*  z^  +  2(4Ar  —  6*)  =  0  ; 

(♦+8*)'X=— . 

a. 

Éliminant  z ,  on  obtient  une  équation  entre  x  et  y^  coor- 
données du  sommet ,  et  qui  peut  monter  au  plus  au  16*  degré. 

Tm. 


QUESTION  SUR  LES  ÉQUATIONS  DÉRIYÉES  (•) , 


PAa  M.  Mxauxvx  (éik^vabb}, 

élère  en  ipéeUIes  (ptemière  place). 


Quelles  sont  les  conditions  nécessaires  pour  que  les  équa- 
tions qu'on  obtient  en  égalant  à  léro  les  dérivées  d'un  poly- 
nôme de  la  forme 

x-*+P.x-'  +  P.j:"-» +PnJ:"-" +  Pi. 

depuis  la  (m—  n)»*"»»  jusqu'à  la  {jn — 1)« ,  aient  une  racine 
commune? 

(*)  Proposée  au  colléfe  Louis-le-Grand.  Glane  de  M.  Richard,  en  férrier  1144. 
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Quelle  est  la  fonoe  générale  Aes  po^nônies  fonclionf  de  x 
da  mW«  degré  qui  jouissent  de  cette  propriété? 

BésMidre  régoation  q^e  Ton  obtient  en  égdant  à  aéro 
l'on  de  ces  poljnômes,  m  étant  é^al  à  une  puissance  de  2  et 
A  étant  égal  à  m—i. 

1. 
Posons 

/(j:)=:j:-+P,x-'-'4.P.j:-- +  P»x-^~'* +  p^. 

La  dérivée  de  ce  polynôme ,  de  Tordre  (m— «) ,  étant  dé- 
signée par/(«*^)(:t) , 

/T«-»)(j:)=-to(iii-.1). («-hl)x*  +  (/n— l)(m  — 2)...  . 

»P.-r"-  +  («— à)(iii  — 3) (Il  — |)P.a:-- 

+('»  —  «)  (w*—«  —  i) 2.1.P», 

le  terme  géoétat  dé  Ce  dévetoppement  est 

{m—p){m-^p—l) („_^4.|)ppj.n-^^ 

rindice/i  étant  plus  petit  que  n. 

Si  on  suppose  «=i,  on  aura  ainsi  la  dériyée  de  Tordre 
m  —  i  : 

/(•-0(jr)  =  i»(m— l)...2.jc+(m  — 1)(m  — 2)...I.P. 
P^)sons  donc  les  équations 

/(«»-H»)(j:)=o^(«»-HH-0(x)==0.../(«*-2)(^)=0^/'(»»-0^a:)=ïO. 
Considérés  retalireihcat  èt/^^'-^Ha:) ,  les^remiers  mcÉa- 
bres  des  équations  qui  sui vent/(«'«)(x)  =±3 0  sont  les  (»— J) 
premières^  dériyées  de/(«-«)(j:).  Si  doàc  on  suppose  ifû'il 
existe  une  racine  commune  aux  n  équations  précédentes ,  il 
résulte  de  la  ttitorie  des  racines  égales  qu'elle  sera  multiple 
dansyT«»--«)(x) ,  et  que  son  degré  de  multiplicité  sera  égal  à 
n  i  d'ailleurs  cette  racine  sera  facile  à  obtenir,  car/(«»-Ox=0 
étant  du  premier  degré,  on  en  tire  immédiatement 

m 
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p 

y(m-«)(j-)  étant  du  degré  n  et  contenant  le  binôme  j:'-| — ' 

tn 

à  la  poissanoe  n,  sera  donc  égal  à  (*r  +  ^  )  >  ^  ^^  facteur 

numérique  prés,  facteur  numérique  qui  n'est  autre  que  le 
coefficient  de  xf^  dans/(«^*)(:r}.  Divisant  cette  fonction  par 
m(m  — 1) ...  (»+l)i  on  aura 

Les  coeffidents  des  mêmes  paissances  de  x  dans  les  deox 
nombres  devant  être  égaux ,  on  a  les  identités 

n[n-\)       ^n{n-\)  /V^ 
m(m  —  \)    •  1.2      \m)' 

«(«-!) («-a)  p  _  /»(«-!)  (1-2)  /PA». 
OT(i»— l)(in— 2)    •  1.2.3  Vm/  * 

la  première  montre  qne  P,  reste  indéterminé;  mais  des 
snivantes  on  (ire  P, ,  P,, P»  en  fonctions  de  P,  : 

Telles  sont  les  (n  —  1  )  conditions  demandées. 

II. 
Le  polynôme  proposé  est  de  la  forme 

*        m  *         1.2       \mj  ' 
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1.2 n 

+  P^.x-^'  + +P«-.j:+P«, 

c'est-à-dire  que  les  (n-f- 1)  premiers  termes  sont  égaux  anx 
{/t  + 1)  premiers  termes  du  développement  de  la  poissanoe 


de(x  +  ^). 


III. 


Si  on  suppose  ii=  m —  1 ,  d'où  m  —  /i=:  i ,  le  polynôme 
égalé  à  léro  devient 


x*-)-m.  — x' 


m  *         1.2 


+  .(^)      x  +  P.  =  0, 


ouenoore 


équation  telle  qae  si  on  fait  disparaître  le  second  terme ,  elle 
se  rédnit  à  une  équation  binôme. 
La  formule  qui  en  donne  les  racines  est 


-t-v'©"-- 


le  radical  devant  recevoir  toutes  les  déterminations  dont  il 
est  susceptible. 

Dans  le  cas  particulier  où  m  est  une  puissance  de  2 ,  l'é- 
quation ge  résout  par  une  suite  d'extractions  de  racines 
carrées. 
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SUR  LES  ENVELOPPES  D'UNE  DROITE, 

ifucrite  dam  nn  angle  rectiligne  et   eontéq^mifii»  pour  les 
courbes  en  général. 


I.  Prenant  les  côtés  d'un  angle  rectitigne  pour  axes  coor- 
donnés ,  écriTons  le»  quatr.e  équations  : 

D«f+6'D6?  =  0  (4). 

La  première  équation  est  celle  d^une  droite  mobile  ;  la  se- 
conde équation  est  une  relation  donnée  entre  les  segments 
formés  sur  les  axes  par  la  droite  oiobile;  la  troisième  équa- 
tion est  la  dérivée  dc(l),  en  regardant  x^jr  comme  con- 
stantes, a  comme  variable  indépendante ,  et  b'  est  la  fonction 
prime  de  b ,  considérée  comme  fonction  de  a ,  Téquation  (4) 
est  dérivée  deFéqoation  (2)  ;  Do?  désigne  la  dérivée  de  j(a,  b) 
ptfee  par  rapiiort  à  a^  D»9  U  dérivée  de  r(a, fc>,  ptrian  psr 
rapport  kb.—  Gela  posé ,  éUminaat  a,  6>  V  entre  ces  fiiatre 
équations ,  on  oblienl  «ae  relatm  entre  x  ^y^  qui  est 
Téquatîon  de  l'enveloippe  de  la  droite  mobile,  (^otr,  pour  la 
théorie,  la  Note  ^M.  Gel|Brd>  1. 1,  pag.  38t.) 

II.  Si  7  est  une  fonction  algébrique  entière  du  degré  m , 
elle  peut  se  mettre  sous  la  forme  Pm  +  Pm-i +  Pm-.3  +  .... 
+  P,  +  Po  =  0 ,  où  Pm  désigne  une  fonction  homogène  du 
degré  m ,  P«  « ,  une  fonclfon  homogène  du  degré  m  —  1 ,  et 
ainsi  de  suite  ;  étiminant  b'  entre  les  équations  (3)  et  (4) ,  \\ 
vient^Dftç+aDaf  =  j:D«©  -r  ^0*^  (5);  Féquation  (5)  est 
du  degré  m,  Téqualion  (2)  du  degré  m,  et  Féquation  [\)  du 
second  dogro,  relativement  à  a  et  à  b\  qX  x^  y  sont  du 
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premier  degré  ^ds  ces  équations  ;  donc  l'équation  finale  en 
x^y  ne  peut  dépasser  le  degré  2/?»'. 

m.  Soit  tp(a,6)  =  ap'^  bq  —  r=z  0  (2)  j  jti,  y,  r  sont  des 
constantes  données  ;  on  a  Da?  =^  p\  l^b^=^q\  ainsi  Féqua- 
tioD  (5)  devient  qjr  -^apz^ipx  +  bq-,  élminant  a,  b  entre 
celte  équation  elles  deux  équations  (1)  et  (2) ,  il  yient 

(qy  -^pxY  —  2qry  —  Iprx  +  r'  =  0  ; 

équation  d'une  parabole  qui  touche  Taxe  des  x,  au  point  où 

r  r 

X  =  —  ;  et  l'axe  des  jr^  au  point  ou  ^  =  —  (*). 
P  ^ 

ly.  Éliminant  b  entre  les  équation  (1)  et  (2)  et  entre  (2) 
et  (5) ,  on  obtient 

aqx  +  x{r — ap)  =ta{r — ap)  ;  qy  — px  =  r  —  2ap  ^ 

Xi. 

r       '  r 

contact  sur  la  droite  mobile.  Soit  M  ce  point  de  contact  ;  A  et  B 
les  points  où  la  droite  mobile  coupe  les  axes  des  x  et  des  j^  f 

et  O  Forigine  î  on  aura  OP  =  -^  -,  PM»  — ^;  P  est  le 

pied  de  l'ordonnée  du  point  M  \ 

.,.._,  a'p       abq       AP      AM      bq 

d'où     AP  =  a ^  =  — i;    Ki;  =  ïï7r  =  — ; 

r  r     '    OP      MB      ap 

de  là  résnUe  cette  construction  :  Sur  AB ,  construisez  le 
triangle  ABC,  tel  qu'on  ait  k€»=zbq\  BC  =  ap,  le  point 
où  la  bissectrice  de  l'angle  G  rencontre  le  côté  AB  est  le  point 
de  contact  M  de  la  droite  mobile  avec  son  enveloppe. 

Si  />  =  9  =  1,  la  figure  OAGB  est  un  parallélogramme  -,  le 
problème  revient  à  partager  AB  en  deux  segments  inver- 
sement proportionnels  à  OA  et  OB. 

Observation,  L'équation  (5)  renferme  le  problème  traité  au 


a*p  Va 

d'où  Ton  tire  j?  =  -^  ;  ^  =  — ^  ;  coordonnées  du  point  de 


(•;  Apollonius ,  !iv.  III ,  prop.  XLL 
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tome  I,  pag.  449  ;  car  dkV  étant  le  segment  sur  Taxe  par 

a!^a  q 

une  seconde  droite  mobile,  Ton  aura  y. — 7  =  — -,  rap- 

b'  —  b  p^       "^ 

port  constant. 

V.  Problème.  Sur  une  courbe  continue,  on  prend  des  arcs 
de  longueur  équivalente;  trouver  sur  chaque  c<»rde  de  Tiin 
quelconque  de  ces  arcs ,  le  point  où  cette  corde  touche  sod 
enveloppe. 

Solution.  Le  point  cherché  est  celui  qui  divise  cette  corde 
en  deux  segments  réciproquement  proportionnels  aux  lon- 
gueurs des  tangentes  qui  passent  par  les  deux  extrémités  de 
la  corde.  Ces  longueurs  sont  comptées  depuis  les  points  de 
contact  jusqu'au  point  de  rencontre  des  deux  tangentes  ;  car, 
dans  deux  positions  voisines ,  la  droite  mobile  peut  être  con- 
sidérée comme  terminée ,  soit  à  la  courbe ,  soit  aux  tan- 
gentes ;  et  alors  on  rentre  dans  le  problème  précédent. 

YI.  Problème.  Étant  données,  dans  le  même  plan,  deux 
courbes  continues  M  et  N  ;  mener  une  tangente  à  la  courbe  Ni 
de  manière  qu'elle  intercepte  un  arc  minimum  ou  maximum 
sur  la  courbe  M. 

SoluUon,  On  mène,  s'il  est  possible,  à  la  courbe  N  une 
tangente  qui  devienne  corde  dans  la  courbe  M,  et  telle  que  le 
point  de  contact  divise  la  corde  en  deux  segments  inversement 
proportionnels  aux  longueurs  des  tangentes  menées  par  les 
extrémités  de  la  corde  à  la  courbe  M  ;  ces  longueurs  sont 
comptées  à  partir  des  extrémités  de  la  corde  jusqu'au  point 
de  rencontre  des  deux  tangentes.  En  effet ,  dans  une  position 
infiniment  voisine,  la  corde  intercepte  encore  un  arc  de 
même  longueur  (voir  Proh.  précédent)  ;  donc  la  différentielle 
de  l'arc  est  nulle,  donc ,  etc. 

Si  la  courbe  M  est  fermée,  il  y  a  deux  arcs  sous-tendus  par 
la  corde  ;  et  nécessairement  l'un  est  un  minimum,  et  l'autre, 
un  maximum  ^  si  la  courbe  est  ouverte ,   alors  la  partie 
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ooverle  est  toujours  un  maximum,  et  par  conséquent  la 
partie  fermée,  un  minimum  (*). 

Corollaire  I.  Un  angle  étant  droonscrit  à  une  courbe,  si 
on  partage  la  corde  de  contact  en  deux  segments  additifs , 
inversement  proportionnels  aux  côtés  do  Tangle  ;  de  toutes 
les  cordes  qui  passent  par  le  point  de  division ,  c'est  la  corde 
de  contact  qui  intercepte  un  arc  minimum. 

Corail.  II.  M.  Bonnet  a  démontré  (pag.  68)  que,  si  la 
courbe  M  est  une  parabole ,  et  la  courbe  N  sa  développée  ; 
le  point  de  contact  sur  N^  le  même  que  le  centre  de  cour- 
bure, divise  la  normale  en  denx  segments,  donlTun,  le 
rayon  de  courbure ,  est  représenté  par  2 ,  et  l'autre  seg- 
ment par  1  ;  donc  les  tangentes  menées  par  les  extrémités 
de  la  corde,  sont  dans  le  même  rapport. 

Corail.  III.  Dans  les  coniques,  la  corde  qui  passe  par  un 
point  donné  et  intercepte  un  arc  minimum ,  n*est  jamais  la 
corde  conjuguée  au  diamètre  qui  passe  par  ce  point  ;  à  moins 
que  le  point  ne  se  trouve  sur  un  axe  principal. 

VII.  Soit       <p  (a,  b)  =  nab  -k^ pb  +  qa—  r  =  0  (2)  i 
ay+bjc  =  ab  {\)\  'Dh^  =  na-{-p 
Da<p  =  nb  +  q  ; 
réquation  (5)  devient  a(ny  ^  q)  —  b(nx  +p)  =qx  — /y^  ; 
éliminant  ab ,  entre  (1)  et  (-2) ,  on  obtient 

<»(«r  +  ^)  +  b{nx  +p)  =  r  ; 
de  ces  deux  équations  l'on  tire 

^_  r-^qx—py     ^^r^py-^qx 
Hw-^q)     '  ^{nx^p) 

Substituant  ces  valeurs,  dans  Téquation  (1),  on  obtient,  toute 
réduction  faite, 

(qx  — py)^  —  ^nrxy  —  ^pry  —  2rqx  -f-  r'  =  0. 

Cette  équation  est  celle  d*une  hyperbole,  touchant  l'axe  des 

r  „         ,  ,  r 

y  au  pomt^-  =  —  ;  et  1  axe  des  x  au  pomt  x  =  — . 
P  (7 

O  Si  les  deux  courbes  ont  une  tangente  commune ,  elle  resoui  le  problème. 
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VIIL  On  a  :r(an  +p)  —  x(frii+  ^f)  =  bp--  aq 

any  +  bnx  :=.  r -^  aq  -^  hp  \ 

air^^bp)  b{r  —  ag) 

d'où  l'on  déduit  x  =     — ry^  ;  y  =  ±^ — -1/  ;  coordon- 
r  +  abn  r  +  abn 

néeB  du  point  de  contact  sur  la  droite  mobile. 

IX.Si/i=y  =  0,l'équationdela  courte  devient  xr=»r—  ; 

a    b 
et  les  coordonnées  dn  point  de  contact  sont  ^  >  ô  »  ^"^^"^  ^' 

est  alors  an  milieu  de  la  droite  interceptée;  propriété  très- 
connue  de  Thyperbole  entre  ses  asymptotes,  et  ab  est  pro- 
portionnel à  Taire  dn  triangle  formé  par  la  droite  mobile  et 
les  droites  fixes  D- 

X.  Problème.  Sur  une  courbe  continue  oir  prend  des  ser- 
ments d'aires  équivalentes  ;  trouver  sur  chaque  corde  le 
point  de  contact ,  avec  l'enveloppe  de  cette  corde. 

Solution,  Le  point  de  contact  est  au  mîKeu  de  ta  cordée. 
Même  raisonnement  que  pour  le  problème  Y. 

XI.  Problème.  Etant  données  deux  courbes ,  désignées  par 
M  et  N  ,  mener  une  tangente  à  là  courbe  N ,  telle  qu'elle 
intercepte,  dans  la  courbe  M ,  un  segment  d'une  aire  mi- 
nima  ou  maxima. 

Solution.  On  mène  la  tangente  de  manière  que  le  point 
de  contact  soit  au  milieu  de  la  corde  qu'elle  forme  dans  la 
courbe  M. 

Corollaire.  1.  Ainsi  de  toutes  les  cordes  qui  passent  par 
un  point  fixe,  celle  qui  a  son  milieu  en  ce  point ,  retranche 
le  segment  de  moindre  aire. 

Corollaire  II.  Les  théorèmes  énoncés  pag.  65  et  66,  appar- 
tiennent à  toutes  les  lignes  phues  continues,  il  suffit  de 
prendre  pour  N  la  développée  de  M. 

XII.  f^ia,b)=:à''hb^  +  mab'—r=0.  [^oir  p.  265, 
du  tome  1.) 


(*)  Apollonius,  lib.  m,  prop.  XLUI. 
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XIII.  Problème.  Une  corde  de  longueur  constante  élant 
Inscrite  dans  une  courbe,  trouver  le  point  où  la  corde  touche 
Tenveloppe. 

Solution.  Ayant  mené  par  Textréuiîté  de  la  corde  deux 
normales  à  la  courbe ,  la  projection  du  point  d'intersection 
des  deux  normales  sur  la  corde,  est  le  point  de  contact  cher- 
ché, (f^otr  t.  II,  p.  289.) 

Oftservolion.  Dans  une  ellipse»  ^enveloppe  est  une  ligne 
du  quatrième  degré,  {jinnales  de  Gergonne.) 

XIV .  Problème.  Étant  données  deux  courbes  M  et  N  dans 
unm^e  fdan  ;  mener  une  tangente  à  lacourbeN,  de  manière 
que  la  corde  interceptée  dans  la  courbe  M  soit  un  maximum 
ou  un  minimum. 

SoluHon.  Il  faut  que  la  normale  à  la  courbe  N,  menée 
par  le  point  de  contact  et  les  deux  normales  à  la  courbe  M 
passant  par  les  extrémités  de  la  corde  ,  se  rencontrent  en 
un  même  point. 

Coroll.  i.  De  toutes  ks  cordes  qui  passent  par  un  point 
donné,  la  corde  maxima  ou  minima  est  celle  uù  la  perpen- 
diculaire a  la  corde  passant  par  ce  point ,  et  les  deux  nor- 
males menées  par  les  extrémités  de  la  corde ,  convergent 
vers  le  même  point. 

CorolL  II.  Si  la  corde  est  elle-même  normale  en  une  de 
ses  extrémités ,  il  faut  aussi  qu'elle  soit  normale  par  l'autre 
extrémité  ;  alors  elle  est  une  corde  maxima  ou  minima. 

Si  le  point  donné  est  sur  la  courbe ,  il  faudra  de  ce  point 
mener  une  normale ,  à  une  autre  partie  de  la  courbe. 

Obsenoation.  Il  est  inutile  d'avertir  que  chaque  question 
peut  admettre  plusieurs  solutions^  et  qu'il  y  a  lieu  à  des 
maxima  maximorum ,  etc. 

Toutes  ces  questions  ont  été  résolues  à  l'aide  du  calcul 
différentiel ,  par  M.  Magnus.  (^.  Gergonne,  t.  XVI ,  p.  80.) 

Ces  diverses  sdutions  ne  se  rapportent  qu'aux  points  où 
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la  courbe  a  son  cours  ordinaire,  et  sont  susceptibles  de  mo- 
difications dans  les  points  dits  iinguKers. 

XY .  Toutes  les  fois  qu'on  a 

•p(a,6)  =  2kab*  +  2k' ba*  —  Ib"  +  2nab  —  fa»  —  m  =  0  , 

Tenveloppe  de  la  droite  ax-^bjr  =  ab  est  une  conique 
(t?otr  tom.  II ,  p.  110,  corol.  â)  ;  il  suffit  de  ren^plaoer  £^  et  c 

f  f       k     kf       l       n      t 

par  — 4" et —•'-■;  -,  -,  -,  -,  -,  sont  cinq  rapports 
0  a     m    m     m    m    m 

donnés;  les  identités  (tom.  I,  p.  490)  font  connaître  les  cinq 

B     G     D    E    F 
rapports  t  '  T  '  T  »  T»  T»  *'  l'espèce  delà  courbe  dépend 

A.       OL      A.      A.      A. 

du  signe  de  l'expression  suivante  : 

2«**'  +  r^  +  /r.f/*'       n^  —  lP 

Tm. 


THÉORÈMES 

DE  DESCARTES,  DE   ROLLE,   DE  BUDÂN   ET   FOURIER, 
DE  MM.  STURM  ET  CAUCHY, 

déduits  d'un  seul  principe. 


M.  labbé  Moigno,  savant  disciple,  lumineux  interprète 
do  M.  Cauchy ,  dans  un  mémoire  inséré  au  Journal  de  Liou- 
ville  0,  établit,  d'après  l'illustre  géomètre  O^  un  théo- 
rème fondamental  d'où  découlent  tous  ceux  que  nous  venons 
de  dénommer.  Nous  allons  essayer  d'approprier  cet  excellent 
travail  à  notre  recueil. 

1.  Définition  /.  La  racine  d'un  polynôme  entier  est  une 


(•)  Tome  V.  page  75, 1840. 

('*)  Journal  de  l'Ëcole  polylerhiiique,  cahier  XXV,  page  176,  i8S7. 
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eipressioDou  uq  nombre  qui,  subsUtaés  dans  le  polynôme, 
à  la  place  de  la  yariable ,  le  rendent  égal  à  zéro. 

Définition  IL  Deux  termes  ou  deux  résultats  consécu- 

Ub  de  mémo  signe  forment  une  permanence  ;  +  + , ; 

deux  termes  ou  deux  résultats  de  signes  diSéreats  forment 
une  variation  oicmdanie ,  lorsqu'on  passe  du  négatif  au  po- 
sitif, —  +  ;  et  une  variation  descendante ,  en  allant  du  positif 
au  négatif,  -j — .  Cette  distinction  entre  les  deux  espèces  de 
variations  est  de  la  plus  haute  importance  et  sert  de  base  à 
tous  les  raisonnements  qui  vont  suivre. 

2.  Lbmmb  I.  Dans  une  série  quelconque  de  résultats,  si  on 
représente  par  A  le  nombre  de  variations  ascendantes,  par 
D  le  nombre  de  variations  descendantes,  on  a 

1"  lorsque  les  termes  extr.  forment  une  perman.  A— DssO. 
2*  id,  variât,  ascend.  A — Dss-f"*  ' 

3*  id,  var.    descend.  A-*D= — 1. 

Démm$tr<Uion.  N'ayant  égard  qu'aux  signes  des  résultats 
extrêmes,  on  ne  peut  avoir  que  Fun  de  ces  quatre  cas  : 

+ + 

- + 

+ - 

En  quelque  nombre  et  ordre'qu'on  insère  des  signes  entre  les 
extrêmes,  on  parvient  évidemment  à  la  conclusion  énoncée 
dans  le  lenmie. 

Ohservatùm.  Nous  représenterons  dans  ce  qui  suit  la  dif- 
férence A  —  D  par  la  lettre  i  ;  de  sorte  que  c  ne  peut  avoir 
qu'une  de  ces  trois  valeurs ,  0 ,  et  ±:  1 . 

LsMiiB  II.  Lorsque  la  substitution  des  valeurs  réelles  a  et 
b  dans  un  polynôme  donnent  des  résultats ,  formant  une  va- 
riation ,  il  y  a  au  moins  une  racine  du  polynôme  comprise 
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entre  ^  et  ^.  La  démoiistratkm  est  dans  tous  les  traités  élé- 
mentaîres. 

Lbmme  111.  Si  dans  l'intervaUe  de  a  à  6,  le  pidynteie 
<^,{x)  change  m  Cms  de  si^e,  et  le  polynôme  <p{x) ,  n  fois  ; 

dans  ce  même  intervalle,  la  fonction  fractionnaire  -^ — 

passera  au  moins  m  fois  par  zéro  e(  n  fois  par  Tinfini  O- 

Ce  lemme  est  une  conséquence  îBunédiate  da  lemme  ^  - 
cèdent. 

Ohserviiiion.  La  fonction  peut  passer  par  zéro  et  par  Tiq- 
fini ,  sans  changer  de  signe ,  lorsqu'il  existe  des  racines  mul- 
tiples en  nombre  pair. 

3.  Problème  1.   Étant  donnée  la  fonction  fractionnaire 

^^—-^^rouver  la  valeur  de  c  (lemmell)dans  l'iBlervaUede^i  b. 

Solution.  On  suppose  ft  >  a  ;  et  Ton  folt  croître  x  par 

degrés  arbitraires  depuis  a  jusqu'à  b.  C'est  une  observation 

qM  nous  ne  répéterons  plus  et  qtfft  font  toi^our»  sous«eii- 

tendre  lorsqu'o»  dit  qu'une  foaelîoii  varie  entre  deui  HmHes 

données. 

9  (a)  9  (b) 

Comparons  les  signes  de  -!^^--  et  de  -^V-- 

Si  cette  comparaison  donne  une  permanence,  alors  c=0, 
Id.  variât  ascend.       >=+U 

Id.  variât,  descend,     c  s— 1  • 

Cette  solution  est  fondée  sur  le  lemme  L  Chez  M.  Gaudiy , 

c  est  Yindice  de  la  fonction  fractionnaire. 

4.  Lbmmk  IY.  Soient  deux  fonetions  réciproques  ^t^« 

ff(x) 

-i-----  ;  c  a  la  même  valeur  pour  les  deux  fonctions  :  consé- 
quenee  évidente  de  la  setetion  précédente. 

(*)  On  suppose  que  les  deui  termes  ne  deTiennent  pas  nuls  simultanément. 
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5.  RepréseotoDS  par  A „  le  nombre  de  Tariations  ascea- 

dantes  que  donne  la  fonction  ^ —  ,  dans  Tinteryalle  de  ^z  à 

b ,  en  passant  par  Tinfini ,  el  par  A.  le  nomtire  de  ces  varia- 
lions,  en  passant  par  zéro,  de  sorte  qu'on  a  A= A(«)+ A(o) 
et  de  même  D  =  D(«)4.D(o)  ;  donc  A — D=  (A^  —  D^)  + 
+  (Ao—  DJ  =  •  ;   faisant  A(«)  —  D(«)  =  E(«)  (')  ;  A (o)  — 

—  D(o)  =  E(o) ,  il  vient  E^+  E(o)  =  •. 

On  aura  de  même  pour  la  fonction  réciproque  -^^. 

F(«,)+E'(o)  =  (;  il  est  évident  qu'on  a  E'(«e)=:E(o)  et 
F(o)  =E(«). 

Donc  £(«)  +  E («)  ^  c  \  E(o)  +  E'(o)  =^  i ,  équations  fonda- 
mentales. Nous  venons  que  Ton  n'a  besoin  que  de  la  pre- 
mière, et  nous  supprimerons  l'indice  oo ,  mais  qu'il  faudra  tou- 
jours sous-entendre  ;  ainsi  la  première  équation  peut  s'^re 
E  +  F  =  6.  (1) 

La  quantité  E  est  désignée  sons  le  nom  A'excès  ;  et  nous 
appellerons  t  Vexcès  total.  L'équation  (I)  peut  s'énoncer 
ainsi  :  Uexeèê  total  d'une  fonction  fractionnaire  est  égal  à 
Yexeèê  de  cette  fonction ,  plus  Yêxeèê  de  la  fonction  réci- 
proque et  sous-entendu  relativement  aux  limites  a  et  b. 

6.  De  réquation  (I)  on  tire  £  =  —  E-f  c  ^  E  se  rapporte  à 

!l5  et  E'è  ^  ;  mais  si  Von  désigne  par  W  l'excès  relatif  à 

—  —y  on  a  évidemment  E'=  — F  et  E=F.ff;  ou 
bien  E  =  F  +  c;  (2) 
F  correspond  maintenant  à  —  -^— . 

7.  Lbhiie  y.  Si  y  dans  la  fonction  fractionnaire  -^ ,  le  de- 
gré  du  dénominateur  ^(x)  étimt  inférieur  au  degré  du  numé- 

'  Em  est  rtfuifM  intégral  de  M.  Gauchy. 
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ratear,  on  effectue ,  autant  que  possible,  la  division  ;  V^pccés 

relatif  au  reste  divisé  par  le  dénominateur  est  égal  à  Veopcés 

de  la  fonction  fractionnaire. 

Démonslratitm.  Soit  Q  le  quotient  et  R  le  reste  ;   on  a 
R 
l'identité  ^^—  =  Q  H -.  Les  deux  fractions  deviennenC 

toujours  infinies  ensemble  ;  et  pour  des  valeurs  voisines  de 
celles  qui  les  rendent  infinies,  ces  deux  fractions  étant  très- 
considérables  sont  supérieures  à  la  valeur  finie  du  quotient 
entier  Q,  et  par  conséquent  sont  de  même  signe  el  produisent 
par  conséquent  des  variations  de  même  espèce. 
8.  PaoBLiMB  II.  Trouver  la  valeur  de  E  pour  la  fonction 

fractionnaire^Vr  >  correspondante  aux  limites  aeib. 

Solution.  Supposons  le  numérateur  d'un  degré  inférieur , 
et  faisons  sur  ces  deux  fonctions  les  opérations  du  plus  grand 
commun  diviseur.  Appelons  Q^Q.^Q^f  ....  Q*» ...  Q»-i  les 
quotients  ;  «p.(  jt)  ,  <fj^x) . . . .  y  m  (^)  . . .  ?»  (^)  les  restes  successifs 
pris  en  signe  contraire  ;  «pn  (jc)  est  le  dernier  diviseur  qui 
donne  le  quotient  Q(n~o  ^^^  r^^^^*  ^^  ^  ^^^^  ^^  identités 

Disposant  ces  fractions  avec  les  excès  j  relatifs , 

' — —-y  En,  «ni  nous  avons  donc  (6) 

E  =  E.+  ., 


E.=  E.  +  .., 

En— 2  =  En— 1  -j-  «»— 2 , 
En-i==  — En  +  fn-i. 
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Or,  00  sait,  par  la  théorie  du  plus  grand  commua  divi- 
seur, que  la  dernière  fraction  est  ou  un  nombre  ou  un  poly- 
nôme entier  ;  dans  aucun  de  ces  cas ,  cette  fraction  ne  peut 
pasaer  par  Ilnflni.  Donc  E.  =«  ;  ajoutant  donc  tootet  ces 
équations ,  il  vient 

E  =  «4- «.  +  «.  +  ""if^ti 
mais  par  le  problème  (1)  on  sait  trouver  les  valeurs  de 
<  »  *M  «.  .*..  :  on  connaît  donc  la  valeur  de  E. 

Pour  faciliter  jCc  calcul ,  examinons  comment  on  parvient 
à  la  valeur  de  c(f»).  Il  faut,  à  cet  effet,  comparer  les  signes 

de»  fractions  Mii±^    ^^^^rr  î  écrivons  donc  sur  deux  lignes 

les  suites 

?W,  ?.<«),  f.(«),  ..-.  ?p(«),  ..-.  ?*-i(«),  ?*(ô);      (I) 
^à),  ç.(6),  <p.(ft),    ....  «pp(6),   ....  <p»-i(6),  ^n{b).        (2) 

Quand  à  une  permanence,  ou  à  une  variation  dans  la  suite 
^1}  correspond  respectivement  une  permanence  ou  une  va- 
fJatioQ  dans  la  suite  (2) ,  le  <  correspondant  est  nul  ;  mais 
quand  à  une  permanence  de  la  suite  (1)  répond  une  varia- 
tion dans  la  suite  (2) ,  le  c  correspondant  est  -f- 1  ;  et  dans  le 
cas  inverse,  la  valeur  de  s  est  — 1 .  SoitY le  nombre  des  varia- 
tions et  P  le  nombre^les  permanences  de  la  suite  (1)  ;  supposons 
qu'à  (^  variations  de  cette  suite  répondent  autant  de  variations 
de  la  siHte  (2) ,  et  aux  »»'  restant  répondent  des  permanences  ; 
desorteque  V=p+f''.  Partageons  de  même  P  en  deux  parts  : 
p  permanences  auxquelles  répondent  autant  de  permanences 
dans  la  suite  (2) ,  et  p'  perAianences  auxquelles  correspondent 
des  variations  ;  ainsi  E  =  »^'  —  p'.  Soit  V  le  nombre  total  des 
variations  de  la  suite  inférieure,  on  a  donc  y^z^ç+p* ; 
donc  y  —  y  =  p'  — p'  =E.  Ainsi  E  est  égal  au  ncHubre  to- 
tal des  variations  de  la  suite  (1)^  moins  le  nombre  total  des 
variations  de  la  suite  (2). 

Ami.  j>i  lUniH.  11).  1^ 
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Obiervaiim.  V  Dans  rop^atioii  da  plus  gjnM  Gommiiii 
diviaenr,  on  peal  évitée  les  quotients  numériques  fraction- 
naires en  multipliant  les  dividendes  par  des  nombres  ooDTe- 
nables. 

2^  Dés  qu'on  sera  arrivé  à  un  reste  <^p(x) ,  qui  ne  peut  de- 
venir nal  pour  aucune  valeur  comprise  entre  aeib^on  peut 

arrêter  l'opération.  En  effet,  alors,  la  fraction  "^^ — -  ne 

peut  devenir  infinie;  donc  Ep=0....  et  E=f+i,  +  ....c^-,. 
a**  Si  une  des  fonctions  ^{a) ,  par  exemple ,  est  nulle ,  comme 
on  a  <pp-i(fl)  =  Qcn^-i)  «pp(«)  —  ?(|H-i)W ,  les  deux  fractkms 
voisines  ^p^t{à)  et  <^t{a)  sont  donc  de  signes  contraires, 
et  donnent  une  variation,  à  moins  que  l'une  d'elles  ne  soit 
aussi  nulle  ;  excluons  d'abord  ce  cas-là.  Donc,  un  ioslant 
avant  que  <p(/7)  s'évanouisse,  <pp.i(a)  et  ?(fH-i)(^)  conser- 
Tant  leurs  signes,  formaient  aussi  une  variation,  et  quel  que 
fût  alors  le  signe  <pp(a) ,  il  n'y  avait  toujours  qu'une  varia- 
tion :  car,  quelque  signe  qu'on  introduise  entre  une  varia* 
tion ,  il  n'y  a  jamais  qu'une  variation  ^  donc  l'évanouissement 
d'une  fonction  uMnflue  pas  sur  le  nombre  des  variations.  Ve- 
nons au  cas  où  deux  fonctions  consécutives  s'évanouiaseat  ; 
alors  d'après  les  relations  d'identité  entre  les  fonctions, 
tontes  s'évanouissent ,  et  aussi  la  première  «p  (a).  Si  Ton  ad- 
met donc  que  (p(a)  n'est  pas  nul,  jamais  deux  fractions  con- 
sécutives ne  s'évanouiront  à  la  fois. 

(La  iuUe  proehainemenS.  ) 


QUESTION. 
83.  Une  parabole  variable  ayant  un  foyer  fixe  et  touchant 
constamment  une  conique  fixe  de  même  foyer,  le  sommet 
de  la  parabole  variable  décrit  une  conchoïde  ayant  pour  di- 
rectrice une  circonférence  sur  laquelle  se  trouve  le  pôle. 
(Limaçon  de  Pascal.)  (Chasies.) 
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PQYSIQPE.— QUESTIONS  D'EXAMEN, 

(École  normale). 

Lois  du  refroidiitemmL  —  Loi  de  Newton.  —  Loi  de  Dulong 
et  Petit  {dans  le  vide), 

9AB,  X.  UAMUqjrk  (AB.)f 
professeur  de  physique. 


1 .  Tous  les  corps  rayonnent  de  la  chaleor .  Si  un  corps  se 
trouve  placé  dans  une  enceinte ,  îl  enverra  de  la  chaleur  aux 
cQrps  environnants ,  en  même  temps  qu'il  en  recevra  d'eux: 
et  suivant  que  sa  température  sera  égale ,  supérieure  ou  in- 
férieure à  celle  de  rcnceinte  ,  elle  restera  constante ,  s'a- 
baissera ou  s'élèvera  d'un  certain  nombre  de  degrés. 

â.  Si  l'on  suppose  la  température  du  corps  supérieure  à 
celle  de  l'enceinte ,  son  refroidissement  pourra  être  suffi- 
samment représenté  par  la  loi  de  Newton,  si  l'excès  ne  dé- 
passe  pas  20  degrés.  Dans  le  cas  contraire»  on  est  obligé 
d'employer  la  loi  découverte  par  Dulong  et  Petit. 

Lorsqu'on  se  sert  de  la  loi  de  Newton ,  en  appelant  A 
l'excès  de  température  au  commencement  de  l'observation ,  fi 
qe  même  excès  au  bout  d'un  temps  ^  :  on  a  h=A'm^i  m  re- 
présente un  certain  coefficient  qu'il  faut  déterminer,  par 
expérience ,  pour  chaque  corps  qui  se  refroidit. 

La  dét^mination  de  ce  coefficient ,  et  le  calcul  du  refroi- 
dissement ,  dès  qu'il  est  déterminé ,  ne  présentent  aucune 
difficulté. 

Lorsque  la  température  du  corps  au-dessus  de  TenceÎDte 
est  telle  qu'il  faille  avoir  recours  à  la  loi  de  Dulong  et  Petit , 
on  se  trouve  également  avoir  à  déterminer  un  coefficient  m 
qui  ne  présente  pas  plus  de  difficulté  sous  le  rapport  de  l'ex- 
périence ,  mais  dont  le  calcul  est  un  peu  plus  compliqué. 
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Je  me  propose  de  donner,  à  la  fin  de  celte  note,  la  formale 
qai  pent  servir  à  le  tronver  ;  formule  qni  exprime  aussi 
l'abaissement  de  température  d'un  corps  au  bout  d'un  temps 
quelconque ,  en  suivant  la  loi  du  refroidissement  dans  le  Tîde 
de  Dulong  et  Petit. 

3.  Imaginons  maintenant  que  le  eorpaétant  à  une  certaine 
température  »  on  Tienne  à  réchauSér.  Il  est  évident  quil 
perdra  alors  plus  de  chaleur  qu'il  n'en  recevra  des  parois 
qni  l'environnent ,  et  que  par  conséquent  sa  température 
s'élèvera  moins  que  s'il  avait  été  mis  à  l'abri  tant  de  son 
rayonnement  propre  que  de  celui  de  l'enceinte.  Nous  nous 
proposons  de  rechercher  quelle  température  il  aurait  atteint , 
s'il  avait  été  placé  dans  la  dernière  condition  que  nous  venons 
d'indiquer. 

Le  problème  à  résoudre  peut  donc  s'énoncer  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Un  corps  placé  dans  une  enceinte ,  dont  la  température 
reste  constante  »  s'échauffe.  On  demande  à  quelle  tempéra- 
ture ce  corps  serait  parvenu ,  s'il  n'avait  pas  perdu  de  cha- 
leur par  voie  de  rayonnement.  On  suppose  :  1«  La  loi  de 
Newton  applicable  ;  ^  le  refroidissement  se  faisant  dans  le 
vide  suivant  la  loi  de  Dulong  et  Petit. 

4.  AppUcation  de  la  loi  de  Newton  f).  —  Si  on  appelle  T 
l'excès  de  la  première  température  observée  sur  celle  de 
l'enceinte;  T  l'excès  de  la  deuxième  température;  K  le  nom- 
bre d'unités  de  temps ,  de  minutes  par  exemple ,  que  le 
corps  emploie  pour  monter  de  T  à  T;  il  est  dair  que 
T — T  exprimera  le  nombre  de  degrés  dont  il  se  sera  élevé 
pendant  le  temps  K. 

Or,  on  peut  supposer  sans  erreur  sensible  ,  si  K  est  assez 
petit ,  que  la  température  croit  de  quantités  constantes  ;  et 

(*;  Neuloni  Opuscula.  Il,  433. 
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T— T 
alors  — = —  représente  raccroissement  pour  chaque  mi- 
K. 

DUte. 

On  peut  également  supposer  qu'elle  passe  brusquement 
d'un  excès  à  un  autre  au  commencement  de  chaque  minute , 
et  par  suite  qu'elle  demeure  inT«riable  dans  toute  la  durée, 
de  cette  même  minute. 

Gela  posé  :  en  représentant  par  -  la  fraction  de  l'excès  de 

température  dont  le  eorps  s'abaisse  dans  chaque  minute  i 

-=1  —  m   [en  effet,  pour  1'  on  a  B  =  Âm  (2),  mais  le 
n 

refroidissement  dans  une  minute,  représenté  par  -.A  est 
A-— B=(l — i»)A]  ;  les  pertes  successives  seront: 

...î(T^.'»-"f-^). 

La  perte  totale  Q  sera  la  somme  de  toutes  ces  quantités , 

formant  une  progression  arithmétique  dont   le  premier 

T— T 
terme  est  T,  la  raison  ,  et  le  nombre  de  termes  K. 

A. 

^         ^      V^    (K  — 1)(T'— T)\K 
Cette  somme  sera  donc  :  Q  =  -(  aT-f g ■  j  ~  ; 

^.     ^      i    2KT+(K— 1)(r— T) 
ou  bien  Q:=-  . ^ j 

et  en  réduisant  Q  =  -  .  ^ r — . 

Cette  dernière  formule  est  très-simple  à  calculer. 
Pour  une  seconde  observation*on  aurait 

0'  =  ^    (K  +  1)T-KK-i)r' 
^  2 
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El  en  faisant,  suivant  le  nombre  d'obsèrTations,  Q+Q'+^J'^--. 
Qi^=G,  la  températare  finale  x  dierchée  serait  x»  A-|-G, 
si  A  désigne  la  température  finale  pbaerTée. 

5*  AppUca^Hûm  de  la  Un  deDuUm§  ei  PeHt.  — -  Refiraidift- 
sèment  dans  le  vide.  —  Ces  deux  habiles  physidens  oot 
exprimé  leur  loi  par  la  vitesse  du  reTroidissement ,  c'est- 
à-dire  par  Je  nombre  ou  la  fraction  de  de^és  dont  la  tempé- 
rature s'abaisse  pendant  le  temps  choisi  pour  untt^.  Fbàr 
nous  l'unifé  de  temps  sera  représentée  par  la  minute. 

En  appelant  m ,  le  coeflBicient  à  déterminer  par  expérience; 
a ,  la  raison  delà  propression  géométrique  que 
suit  1^  viteBsedu  refroidissement  <pand  la  température  de 
Tenoeinte  croit  en  progression  arithmétique  ;  la  valeur  de  u 
a  été  trouvée  égale  à  1,0077  pour  tous  les  corps  ; 
0 ,  la  température  de  l'enceinte  ; 
t^  l'excès  de  température  du  cor|fe  sur  lencdiite; 
l'expression  m  de  la  vitesse  du  refroi(|issement  est 
i^  =  /iu»«  (a'— !)(•). 

Je  représente ,  comme  précédempuent ,  par  T  et  T  deux 

excès  consécutifs  observés  ;  par  K  le  noiiihre.  de  minutes 

nécessaires  au  corps  pour  monter  de  T  en  T'.  Pour  abréger 

T— T 
je  fais — = —  ssh. 

Je  suppose  encore ,  comme  tout  à  Iheure  ,  que  la  tempé- 
rature crott  brusquement  àîe  quantités  constantes. 

On  a  alors  les  deux  sériés  suivantes  : 
JUinuiei  iuceesHveg.  Perteë  pendant  chaqw  minute, 

1     ma«(ûT  — 1). 

2 wa«(aT+*— 1). 

3     /wa^  (aT+î*  —  1). 


K wa«(àT+(K-i)A_  I). 

O  Ànnalei  de  Chimie,  VII,  p,  952. 1818. 
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La  perle  lôtale  Q  sera  la  somme  de  ces  quantités ,  c'est 
ji-dire  *Q===ma»|aT(ï 4.0^+^2*  +  . ...aCï-0*)--K}. 

Mais  1,  a\  à^ ....  â(K-i)A  forment  une  progression  géo 
métric|uè  croissante,  dont  le  preiiiier' terme'  elt'l  et  l&'riif' 


son  a' 


j^.l.M  .   •*.'     u  ,      'f(:  ■  .      r,  f .  ..  ■'    ;      I 


Par  conséquent  Q=m.ï«(^5!^!^-yll— kY 


Q  =  fru^ 


Remplaçant  A  par  sa  valeur,  il  yient  : 

". h»,  '  •■.!  '     ,   »î    •      .,       . 

et  réduisant ,         Q  =  ma^  t — y^^j K  \ . 

\   aTT^i        / 

C^tte  dernière  formule  se  calcule  encore  assez  simplement. 
Pour  une  seconde  dMervâtion  'ôii  aurait  : 


Va  it  — I      / 


Par  conséquent  en  raisonnant  comme  plus  haut  on  trouTe- 
rait  pour  tempéflrature'bnalexEr:  a4-C!' 

6.  Il  me  reste  maintenant  à  indiquer  comment  on  peut  dé- 
terminer le  coefficient  m  pour  un  corps  donné. 

Appelons  A,  l'excès  de  température  du  corps  sur  Tenceinte 
au  commencement  dé  f  expérience  ;  B,  ce  même  excès  au  bout 
d'an  temps  K;  P,  le  refroidissement  pendant  le  temps  K. 
Nous  aurons  évidemment  A  —  B  ss  P. 

Tout  se  réduit  donc  à  observer  deux  températures ,  et  à 
calculer  la  valeur  de  P  en  fonction  de  la  vitesse  du  refroi* 
dissement.  Lés  températures  A  et  B  doivent  étï'e  atoei  t^p- 
prochées  ;  et  il  sera  bon  de  faire  plusieurs  observations. 

Or,  en  raisonnant  toujours  de  la  même  manière ,  on  voit 
que  l'on  aura  pour  pertes  succes^vpA  • 
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....  /ÎMX«(aA-(K-l)*^i). 

c'estrà-dire  de0  pertes  de  même  forme  qae  les  pi^oêdeotes. 
Leur  somme  P  sera  donc  aussi  de  même  forme  :  la  seule  dif- 
férence consiste  en  ce  que  la  progression  géométrique  est 
décroissante,  A  étant  négatif. 

Par  conséquent ,  rabaissement  de  température  d'un  oorps 
qui  se  refroidit  pendant  un  temps  K  dans  une  encdnte  vide 
entretenue  à  une  température  constante  f  est  représenté  par 
la  formule  : 

OU  bien ,  en  substituant  et  réduisant  : 

Or,  A— B  =  P;  il  suit  de  là 

A  — B= ^j 1 

f  —  aK 


d'où  Ton  tire 

(A-B)(i-aK") 


7.  Un  mot  seulement  pour  le  cas  où  le  refroidissement  sV 
pérorait  dans  un  gaz /dans  l'air  par  exemple. 

On  sait  que  la  ritesse  du  refroidissement  est  alors  la 
somme  de  la  vitesse  du  refroidissement  dans  le  Tide ,  et  de 
celle  due  au  contact  seul  du  gaz. 

La  vitesse  du  refroidissement  due  au  gaz  seul  étant  repré- 
sentée par  la  formule  u  ==  npU^^  dans  laquelle  n  est  un  coef- 
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fident  Tariable,  p  exprime  la  force  élastique  de  Tair,  t  Teicèi 
de  température  da  corps,  c=0,43  pour  Tair,  ^  =  1,233 
pour  toas  les  corps  et  poar  tons  les  gaz ,  la  vitesse  totale  du 
refroidissement  dans  an  gaz  sera  : 

Par  ane  série  de  raisonnements  analogues  aux  précédents , 
on  arrive  pour  exprimer  la  perte  de  chaleur,  pendant  un 
temps  K ,  à  la  formule  : 

Q^'^ip^^-A  +np*  jl*+(T4*)*-f-(T+îA)*+ .... 

....  (t+(K— 1)À^  j. 

Or  cette  formule  ne  peut  plus  être  considérée  comme 
simple^  parce  qu'il  faut  calculer  séparément  chacun  des 
termes  de  la  seconde  partie  et  en  faire  la  somme ,  ce  qui 
devient,  si  non  diflScile ,  du  moins  très-long.  Par  cette 
raison ,  voulant  rester  dans  les  limites  que  je  me  suis  im- 
posées, je  ne  m'étendrai  pas  davantage  sur  ce  sujet. 

En  cherchant  à  appliquer  les  lois  du  refroidissement ,  je 
n'ai  trouvé  dans  aucun  ouvrage,  des  méthodes  simples  et 
faciles.  J'ai  cru  devoir  publier  celles-K^i ,  parce  qu'elles 
m'ont  paru  susceptibles  de  rendre  quelque  service  aux 
jeunes  phyûcieoa  qui  voudraient  tenter  de  nouvelles  re- 
cherches. 
>^—  — ■*— ^=- 

QUESTION  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 
prapoiée  au  eoneaun  de  VÉeole  normak.  (p.  393, 1. 1.  ) 

PAR   M.  KAaOOir  (J.) , 
Élève  au  collège  deBeiançoo. 

Je  prends  pour  axe  des  x  le  grand  axe  de  l'ellipse ,  et  pour 
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ax0  des  ^. la.  ta^iigeotp.aq  sQfçmçt  iùg.,.  18]i;  I'^p|l^pQ,de 
l'eUipse  est  de  la  forme 

y  =  -^(2ax-x*); 
a 

€ombinaDt  l'équatîoq.d^  la  di^oite  AJ]t>  ^r^^^t  ^^^  ^'^ 
qaatpp»  dp,  l'eUijise ,  j*af  pojar  Tabscisse  du  point  £ 


a'S'  +  b^' 


or,  00 «  Xc'^"^'  oa  Jnw  ^ «f- i  déiiguilitpar  (f ,r)lçs 

coordonnées  du  point  D,  cette  relation  devient 

xia^S'-hb*)      m         ,       _     ^b*m 
^b^       «-,  dou.  -^-^(^.^^^Y 

2ab^m9 
et  y= 


conpaissant  les  coordonnées  des  points  G,  D,  l'équation  de 
FDest 

2ab*mS 

eticeDedeCQiest 

;r=^(x-àa)         (2). 

Eliminant  ^  entre  les  équations  (1)  et  (â) ,  on  aura  Téquation 
du  lieu  cherché. 

De  mi ,  jp  tir^  J=-: — ^ -,  portant  cette  yal^ur  de  « 

dans  Téquationi  (1} ,  û  yiept' 

2gfc^m(2^  —  :p)  (JT  —  g) 
r=  


Digitized  by  LjOOQ  iC 


—  a«  — 

rédnînnt  et  ordoniiant ,  il  vient 

c^(2am  —  (in)y*  +  6"(2aw  —  cai)x*  4- 
+2a^'(2a» — 2a/»  — ina)j:  +  4â'5'^ot(m  —  «)  =  0,' 

équation  du  second  degré  qui  représenté  une  ellipse ,  si  la 
courbe  primitive  est  une  ellipse,  et  une  hyperbole  dans  le 
cas  de  l'hyperbole  ;  elle  a  son  centre  sur  Taxe  des  x  et  elle 
passe  au  point  B. 
Si  m  =s  I» ,  on  retombe  sur  l'équation  de  l'ellipse  primili  ve 

Poorpesser  an  cas  où  la  courbe  donnée  est  une  parab(de , 
comme  a  et  A  deviennent  inflnts  en  même  temps,  on  ne  voit 
pas  immédiatement  ce  que  devient  l'équation  du  lieu,  alors 
on  remplace  b  en  fonction  de  a  et  de  a  ;  en  s'appuyant  sur 
la  distance  d'an  point  de  la  courbe  au  foyer ,  on  trouve 
6*s=2aa — a*;  Téqua^lou  du  lieu  devient 

a\2am—  m)  y"  +  (2tfa — a*)  (2a/»  —  an)x'  + 
•+-2a(2aa— .a*)(a(2ii— /»)— 2ai»)j:+4a"a{2aa— <?)(/»^n)=:0; 

faisant  a  inOni  dans  cette  équation ,  elle  devient 
nry^  — 4amjc+4ttX/»  —  »)  «0, 


éqofltioà  d'âne  parab(Ae.  Si  i»=/t,  on  troave  réqoation^  de 
la  parah^  primitive  j^^  =:4ax. 

Ainsi  on  voit  que  pour  le  cas  de  la  parabole ,  au  lien  de 
tirer  la  droite  BG ,  il  faut ,  par  le  point  G  »  mener  une  paral- 
lèle à  Taxe  focal. 

RECTIFICATION. 

Lé  théoréihe  80  (p.  40)  eit  de  M.  Qdetelet.  (NùHvtaux 
tnémoires  de  VAtaéémie  de  Bruxelles^  III.) 
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THÉORIE  ÉLÉMENTAIRE  DES  NOMBRES, 

lyaprèf  Euler,  Legendre,  MM.  GauM  et  Gaaehy. 


1.  Pour  donner  plas  d'ensemble  à  cette  exposition,  hoqs 
croyons  ntile  de  remonter  ans  notions  et  aux  propositions 
primitives.  Dans  tout  ce  qui  suit ,  on  emploie  les  lettres  pcNir 
représenter  des  nombres  eniien  po8Uif$i  observation  essen- 
tielle qu'il  ne  faut  jamais  perdre  de  vue. 

2.  L'unité  j  c'est  l'idée  abstraite  d'un  objet  qoeleoiique 
considéré  comme  existant  seul. 

3.  Compter  y  c'est  ajouter  l'unité  successivement  à  elle- 
même  et  donner  un  nom  à  cette  agrégation  ;  le  nombre  est 
cette  agrégation  d'unités.  L'équation  suivante  contient  la 
déGnition  du  nombre  : 

aA  =  i.a  (I) 

Il  n'existe  pas  de  dernier  nombre. 

4.  La  numération  parlée  est  un  système  limité  de  signes 
vocaux  (mots)  au  moyen  desquels  on  peut  nommer  tous 
les  nombres  dont  peuvent  avoir  besoin  les  sciences,  les  arts 
et  diverses  professions  sociales. 

5.  La  numération  écrite  est  un  système  limité  de  signes 
graphiques  (chiffres)  au  moyen  desquels  on  peut  représenter 
tous  les  nombres. 

6.  La  série  des  nombres  naturels  est  la  suite  des  nombres 

0,  1,2,  3 00.  Il  faut  se  représenter  cette  suite  comme 

écrite  sur  une  demi-circonférence  de  rayon  infini ,  de  sorte 
que  +  00  est  diamétralement  opposé  à  zéro  ;  et  sur  l'autre 
demi-circonférence ,  aussi  à  partir  de  zéro,  on  écrit  la  suite 
naturelle  des  nombres  négatifs  0,  --1,  —2 —  oo,  de  sorte 
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que  +0  et  —0, 4-  oo  et — oo  se  confondent.  C'est  une  observa- 
tion essentielle  dont  l'oubli  entraîne  à  d'étranges  hérésies  C), 

7.  La  série  des  nombres  naturels  donne  lien  à  deux  opé- 
rations principales  :  V  compter  m  avant ^  en  allant  vers  +  », 
c'est  VaddUion;  ^  compter  en  arrière ,  en  allant  vers  —  » , 
c'est  la  doustrwUon,  Quel  est. le  septième  nombre  après  13  ? 
/^djponse  :  20.  Quel  est  le  treizième  nombre  après  7  ?  Ré- 
ponse: 90;  et  le  résulUt  s'écrit  :  13+7=  7+13,  et  en  géné- 
ral a+bs=sb+a  (3).  Quel  est  le  septième  nombre  après  13 
en  allant  vers  -—od?  Réponse:  +6,  ou  13— 7=:+6.  Quel  est 
le  vingtième  nombre  après  13  en  marchant  vers  —  oo  ?  Ré- 
ponse: —  7,  ou  13 — 20=— 7.  L'addition  et^la  soustraction 
sont  deux  opérations  inverses  et  peuvent  servir  à  se  con- 
trôler mntuellement. 

8.  Problème  i .  Étant  donné  le  polynôme  a,+  a^+a^ +. .  .^ , 
les  nombres  étant  positifs  ou  négatifs^  combien  y  a-t-il  de 
manières  d'obtenir  le  résultat?  Nous  donnerons  plus  bas 
une  solution  simple  de  ce  problème  difficile  (p.  208). 

9.  Lorsque  dans  V addition  de  plusieurs  nombres  tous  les 
nombres  sont  égaux ,  l'opération  prend  le  nom  de  multipli- 
cation et  le  résultat  se  nomme prodtii/. 

Théorème  i.  ab  =  ba  (3).  Démofistration,  On  a  a.l  ==l.a, 
donca.l+a.l  =  i.a+l.a,  oua(l+l)=(1  +  l)a,  etenconti- 
nnant,  on  parvient  à  ^z6=:6â.  On  peut  aussi  imaginer  a  rangées 
defr  carrés  chacune;  le  nombre  total decarrés  sera  représenté 
par  ab  et  par  ba.  Le  même  genre  de  raisonnement  sert  à  dé- 
montrer que  les  six  permutations  de  abc  donnent  le  même 
produit  :  on  imagine  un  assemblage  de  cubes  égaux  rangés 

(')  Il  est  mile  aassi  de  remarquer  que  aS/^  et  0  se  confondent  ainsi  que 
9i[/^t  et  00.  Poar  les  distingueri  dans  Talgébre  appliquée,  il  faut  examiner 
réiat  de  cet  quantités  un  insUnt  avant  et  après  qu'elles  s'annulent  ou  de- 
viennent infinies.  Cet  examen  est  devenu  Tobjet  d'un  genre  d'opérations  que 
M.  Gauchy  désigne  sous  le  nom  de  calcul  des  réêidut  et  pour  lequel  il  a  imaginé 
un  algorithme  spécial,  li  faut  aussi  toujours  se  rappeler  que  0  et  «  sont  des 
expressions  rieiprofuti. 
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eu  forme  de  parallélfpipède  (*),  on  en  compta  un  nombre  a 
dans  le  sens  de  la  longueur,  un  nombre  h  dans  le  sans  lie  la 
largeur,'etun  nombre  c  dans  le  sens  de  la  Jiaolenr;  ily.anra 

•  six  manières,  eorrespondani  anxsix  permutations,  delvon- 
▼er  le  nombre  lotàl  des  eobes,  ^uî  est  toii|oiirs  le.  même. 

'  (Leg^ndre,  Théorie  des  nomtrw,  Jntrodaclio»,  $  9.) 

10.*  Théorème  3.  Dans  qaelqne  ordre  qu'on  eSscta^Jes 
multiplications  de  n  facteurs ,  on  parvient  toujours  jta  même 
produit. 

Démonstration.  Supposons  que  le  théorème  soit  vrai  pour 
un  nombre  de  facteurs  moindre  que  n  ;  de  qudque  manière 
qu*on'  s'y  prenne,  l'opération  se  termine  toujours  par  la 
multiplication  de  deux  facteurs»  qui  sont  généralement  eux- 
mêmes  produits  de  facteurs  simples.  Soient,  pour  un  deocs 
modes  d'opérer ,  Pr  et  P«  deux  de  ces  derniers  facteurs  com- 
posés ,  les  indices  r  et  «  Indiquent  le  nombre  de  facieors 
simples  qui  entrent  respectivement  dans  ces  facteurs  multi- 
ples; on  a  évidemment  r+5=A.  Soient  Pr'  el  P^  les  deux 
derniers  facteurs  correspondant  à  un  autre  mode  d'opérer, 
on  a  encore  r+s'=zn;  Pr  a  nécessairement  un  certain  nom- 
bre de  facteurs  simples  en  oommun  avec  Pf/  ou  avec  P/  ;  ad- 
mettons le  premier  cas  et  désignons  par  Pi  le  produit  des  t 
facteurs  communs  :  r  étant  plus  petit  que  n,  on  peut  molli- 
plier  d'abord  entre  eux  ces  facteurs  communs,  on  «.donc 

Pr  =P|  .  Pr-i;  Pr'=Pl  .  Pr--i; 
donc  Pr  .  Pi  =P|  .  Pr-I  .  Pf 

P^P^  =  Pl      Pr'.i.P/; 

or  Pr-i .  Pf  =  Pr'-i  -  Pj'  ^  car.  ces  deux  prpduiU  renferment 

•  les  mêmes  (acteurs  simples  et  encombre  moin^pe  que  n  ;  de 
quelque manièrequ'on  effectuele  produit,  il  doit  donc,  d'après 
la  supposition,  rester  le  même  ;  donc  aussi  Pr  .P«  ^='  P«^  •  Pi'. 

(*)  Il  serait  plus  conforme  à  l'étymologie  d'écrire  Hnllélepipède. 
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Or  lé'tbéorétneest'Trfll  pour  trois  facteurs,  il  subsiste  dooc 
aussi  pout  quatre  facteurs,  etc. 

li'.  Problême  2.  De  oOmbieii'dè  manfëlres  peut-oo  eSMStuer 
le  produit  de  n  fhctéurâ  inégatn? 

SoluUok,  ÏMsi^faoïïs  par  le  symbole'?»  ce  nombre  de  ma- 
nières ;'  ei  pak*  P»+i  ce  nôi&bre  loirsqti'il  survient  uDf  nottveau 
facteur  K,^  et  qde Toii  a  nH-i  fiicteùrs;  cherchons  la  rela- 
tion entre  'P'f^.i  èi  P».  De  '^ùèl^ne  tliani^é  qu'on  s'y  prenne 
pour  eiDteclner  P» ,  il  tkudra  toujours  exéMter  n  —  1  multi- 
plications. Gbci  est  évidentlorsqu'on  multiplie  le  premier  fac- 
teur par  lé  second  ;  ce  premier  produit  par  le  troisième  fac- 
teur ;  ce  second  produit  par  le  quatriènte  facteur,  et  ainsi 
de  suite  ':  il  en  est  encore  de  môme  lorsqu'on  exécute  par 
'  groupes.  Ëieniples  :  soit  7i==1Sf,  il  fadtonzemultiplicstions , 
par  le  mode  successif  ;  et  si  on  décompose  en  trois  groupes  de 
trois  ^;  quatre  et  cinq  facteurs ,  le  premier  'groupe  nécessite 
deux  multiplications ,  le  sèéond  en  etige  trois  et  le  troisième 
quatre  ;  il  quoi  il  faut  ajouter  deux  multiplications  pour  les 
^  trois  groupes  ;  ainsi,  en  tout,  encore  onze  ;  et  le  même  rai- 
sonnement s'applique  à  un  nombre  quelconque  de  facteurs. 
Cela  posé,  soient  d'abord  deux  facteurs  a,  fr,  on  a  évidem- 
mentP,=:2,  savoir  :  ab,  ba;  prenons  un  troisième  facteur  c; 
on  peut  le  combiner  comme  mulliptioiieur ,  ou  înullipiicande 
avec  ab^  entièrement  effectué ,  ce  qui' donne  deux  maiilères , 
cab ,  abc;  ou  bien  encore  faire  intervenir  c' pendant  la  mul- 
tiplication ;  ainsi ^  acXb'fCaxb^  a  X bc  ^  aXcb ,  ce  qm 
donne  quatre  manières  ,  en  tout  six  manières  ;  raisonnant 
de  même  sur  ba ,  on  voit  que  Ton  a  ?,=:  12= 2. 6  ;  prenons 
un  quatrième  facteur  d,ei  combinons^le  avecle  produit  abc  ^ 
d'abord  entièrement  effectué ,  on  obtient  deux  manières 
dabc  ,  abcd  ;  ensuite  pendant  l'opération ,  abc  exige  deux 
multiplications  ;  en  introduisant  d  pendant  là  première  ^ 
celle  de  a  par  bc^  on  obtient  quatre  manières  :  ad,  bc^  da,  bc^ 
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à  la  conditkm  de  reodre  le  second  facteur  consUmment  po- 
sitif en  écriyant  que  le  premier  terme  du  numérateur  est 
égal  an  premier  terme  du  dénominateur ,  ce  qui  reyient  à 
écrire  ^jc  £=  <f'{x)  ;  car  alors  le  premier  terme  du  numéra* 

teur  est 7;?*"(09   ^t  la  fraction  prend  la  forme 

T  TlkAN  '  ^^  ^  ®^  ^  représentent  des  fonctions  entières 
de  h  et  de  /.  Ainsi ,  pour  h  infiniment  petit  et  négatif,  c'est- 
à-dire  pour  jr  =  /— fc,  le  rapport  ^  ,.  .  ,\  est  négatif;  et 

dans  la  même  hypothèse  et  j:=  /-|-  ^,  ce  rapport  est  positif, 
et  pour  A  ss  0  le  rapport  est  infiniment  grand  ;  donc  il  n'y  a 
point  de  yariation  descendante  lorsque  la  fraction  passe  par 
rinfini;  ainsi  D^=0;  donc>K-^)=f'(jr)  donne  la  solution 
la  plus  simple  du  problème. 

Observaiim  i.  f(x)  ayant  des  racines  multiples,  ^^ 

devient  en  apparence  r-;  mais  la  valeur  effective  est  infinie. 
Obs,  2.  P  étant  une  fonction  entière  de  x^  f'x+Py(x)  =  +j: 

donne  aussi  une  solution ,  car  —  =  P + =—  et  le  signe  du 

^  fr 

•  a: 
premier  membre  est  le  même  que  celui  de   —    lorsque 

cette  fraction  passe  par  Tinfini  (lemme  5).  En  général  «  soit 

/(z)  une  fonction  entière  de  z  ne  renfermant  que  des  ta^mes 

positifs  et  des  exposants  impairs;  remplaçant  z  par  ^'(j?),  on 

obtient  encore  une  fonction  ^(x)  qui  satisfait  au  problème, 

vu  que  cette  fonction  est  toujours  de  même  signe  que  ff\x), 

10.  Théorème  1.  Le  nombre  des  racines  réelles  distinctes 

d'un  polynôme  algébrique  entier  F(a:)  comprises  entre  les 

deux  Hmites  a  et  6  est  toujours  égal  à  l'excès  E ,  relatif  au 

,  F'(x) 
rapport  ^P^^. 
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DémoméraHtm*  Supposons  m  radaes  dlstiBcles  eomprfses 

cûtrc  aet  b  ;  dans  cet  intervalle,  le  rapport  —  passe  donc 

m  fois  par  Tinfini,  et  pas  davantage  j  et  toujours  pour  des 
▼ariations  ascendantes  (problème  3  )  -,  donc  E=in. 

Théorème  de  M.  Siurm. 

11.  Problème  4.  Trouver  le  nombre  des  racines  réelles 
distinctes  de  Téquation  F(^}  es  0  comprises  entre  1«8  deux 
limites  tfct  fc?  a <^. 

SoluMMi,    On  calcule    ks  restes  successifs  —  F.(a:), 

-^F,(j:] —  Fr  (:r),  que  l'on  obtient  en  cherchant  le 

plus  grand  commun  diviseur  de  F(j:)  et  de  sa  dérivée  F(a:)  ; 
on  écrit  sur  deux  lignes  les  suites 

F(a),  F(a),F.(a),  F,(a) Fr  (a) , 

F(fc),F(fc),F.(6),  ¥Ab) Fr(A), 

on  seulement  les  signes  de  ces  diverses  quantités  :  autant  la 
seconde  ligne  a  de  variations  de  moins  que  la  première ,  au- 
tant il  y  a  de  racines  réelles  comprises  entre  a  et  b.  Cette 
solution  est  une  conséquence  du  théorème  précédent  et  du 
problème  3. 

Obitnxaion.  E  étant  égal  à  m  essentiell^nent  positif,  la 

seconde  suite  ne  peut*jamais  avoir  mon»  de  variations  que 

la  première. 

Thé^ème  de  MfMe. 

12.  Théoréme2.Ld  nombre  de  racines  réelles  de  Véquation 
'F(x)=0,  comprises  entre  lesSmites  aei  b^ne  peut  jamais 

surpasser  de  plus  d'une  unité  le  nombre  de  racines  réelles 
der  l'équation  dàrivée  ¥\x)  ^  0 ,  compriaes  enire  les  mettes 
limites. 
DémonetroHon.  Soient  É  et  F  les  excès  relatifs  auxfonc- 

lions  réciproques  —-  et  p^  ,  on  a  E  +  E'=ai  (6)5  or  soit 
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encore  m  le  nombre  de»  racines  réellet  distinctes  de  F(jr)  =£  0, 

comprises  entre  a  et  A,  et  m'  le  nombre  des  racines *dc 

F(j:)  =  0   comprises   entre   les    mêmes    limites  \    donc 

E=m=  —  F-|-t  (théorème  1).  Si  tontes  les  variations 

F  (x)  • 
relatives  à  ^^t-^t  étaient  ascendantes,  ou,  ce  qui  revient  an 

F  (j:)     , 

F(x) 
même,  si  toutes  les  variations  relatives  à  — r-~--  étaient 

¥'(x) 

descendantes ,  dans  ce  cas  on  aurait  — E=m!.  Ainsi  m' csi 

donc  la  pins  hante  valeur  que  puisse  avoir  — F,  et  + 1  ?st 

la  plus  haute  valeur  de  c  ;  donc  la  valeur  la  plus  élevée  de 

OTestm'-f-l,C.  Q.  F.  D. 

Théorèmes  de  Faûrier  et  Budan. 

13.  Théorème  3.  Le  nombre  des  racines  réelles  de  l'équa- 
tion, F(j:)  =  0,  comprises  entre  les  limites  a  et  b^  est  tout  au 
plus  égal  à  la  différence  entre  le  nombre  des  variations  des 
deux  suites 

F(a),  F(a),  FXa) r(a)  (1) 

FW,  F(é),  FXb) r^ib)  (2) 

dans  lesquelles  F,  F' F  représentent  les  dérIVées  suc- 
cessives de  ¥(x)  et  n  le  degré  de  l'équation  F(x}=0. 

Démonstration.  Soient  m,  m\  m" m(»)  le  nomtoe  des 

racines  des  équations  F(x)s=0,   F(a:)  =  0,  F"(x}=0 

F*(x)=0,  comprises  entre  les  limites  ^  et  6 ,  et  t ,  c',  t" 

cC»)  les  excès  totaux  relatifs  aux  rapports 

F{x)       F"(x)       r'jx)  F(jr) 

Fx'      F(x)'      FV) F^*(a:)" 

L'équation  étant  du  degré  n,  on  a  m(»)=rO,  f(»)  =  0,^le  - 
théorème  de  RoUe  donne 

m  <  ^'  -f  e , 
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donc  w*<i  4- •'+*«"+ •(•-•);  mais  cette  somme  est 

égale  au  nombre  des  yariations  de  la  seconde  suite  y  moins 
celle  de  la  première  (  problème  2]  ;  donc.  ..  C.  Q.  F.  D. 

Théorème  de  Descartei. 

14.  Théorème  4.  Le  nombre  des  racines  positives  de  Té- 
quation       ^ 

ne  peut  surpasser  le  nombre  de  variations  de  signe  que  pré- 
sente la  suite  des  cœflBcienls  1 ,  A,,  A« A»-i,  An. 

Démonstration.  Dans  le  tbéortoe  de  Fourier,  prenons 
a  =  0,  b  =  (x>  :  la  suite  (1)  devient  An,  A»— i ,  1.2.3.  A».^  î 
1:2.3. An-3 [«— 1]A.5  [/»].l,  et  la  suite  (2),  entière- 
ment composée  de  tapies  positifs,  n'o£Ere  aucune  variation  ; 
donc 9  d'après  le  même  théorème,  le  nombre  des  racines 
^temprises  entre  0  et  00  ne  peut  dépasser  le  nombre  des 

Yariations  <(ue  présente  la  suite  des  coefficients  A«,  A».i 

A, ,  + 1 ,  etc.,  C.  Q.  F.  D. 

Corollaire.  Le  nombre  des  racines  positives  de  l'équation 
F(x}=rO  ne  peut  surpasser  que  d'une  unité  le  nombre  des 
racines  positives  de  l'équation  F'(j:)=:0,  lorsque  les  deux 
derniers  termes  de  la  fonction  F(x)  forment  une  variation 
de  signe. 

Observation.  Ainsi,  de  l'équation  fondamentale  £ 4-£' = « , 
on  a  déduit  tous  les  théorèmes  énoncés;  il  reste  encore  celui 
deM.Gauchy.  Tm. 

(  La  suite  prochainement.  ] 
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THÉORIE  ÉLÉMENTAIRE  DES  NOMBRES, 

D'apréf  Ealer,  he%enire,  HH.  Gaass  et  Gauchy. 
(  Suite,  ▼.  page  204.  ) 

Division,  diviseurs ,  rendus, 

13.  La  division  est  une  opëraiion  par  laquelle  oo  troQTe 
combien  de  fois  on  peut  sonstraire  un  nombre  d'nn  antre 
jusqu'à  ce  que  le  reste  soit  devenu  plus  petit  que  le  nombre 
soustrait.  Le  dividende  est  le  nombre  duquel  on  soustrait  ; 
U  diviseur  y  le  nombre  qu'on  soustrait;  le  quotient  marqae 
le  nombre  de  soustractions  à  effectuer  ;  le  résidu  de  deux 
nombres  est  le  reste  de  la  division  du  faraud  nombre  par  le 
petit.  Ainsi,  pour  les  deuk  nombres  19  et  5, 19  est  le  divi- 
dende, 5  le  diviseur ,  3  le  quotient  et  4  le  résidu. 

Soient  a ,  dividende  ;  p ,  diviseur  ;  g,  quotient  ;  r,  résidu , 
on  a  Fidentité  a=spq  -|-  r. 

Observation.  La  division  et  la  multiplication  sont  deux 
opérations  inverses  et  peuvent  se  contrôler  mutuellement. 

14.  Lorsque  le  résidu  de  deux  nbmbre^  est  zéro,  le  divi- 
dende est  dit  multiple  du  diviseur ,  et  le  diviseur  est  un  sous- 
multiple  du  dividende.  On  dit  aussi ,  dans  un  sens  restreint, 
qu'un  nombre  est  divtieur  d'un  autre,  lorsque  leur  résidu 
est  nul;  ainsi  5  est  diviseur  de  15,  et  15  est  un  multiple 
de  5.  Zéro  est  divisible  par  un  nombre  quelconque. 

15.  Notation.  Nous  proposons  de  désigner  le  multiple 
quelconque  d'un  nombre  par  un  point  placé  sur  ce  nombre  -, 

ainsi  5,/?  désignent  des  multiples  quelconques  de  5  où  iep, 

et  l'équation  a=p  signifie  que  a  est  un  multiple  de  p. 

Observation.  Le  point  est  déjà  employé  pour  désigner  nne 
multiplication  quand  il  est  placé  à  côté  du  nombre. 
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^il)  ^^fP^  ^  fàtik  eotidre  da qpiotieat  de  a  divisé 

par  6 1^  ainsi  £  (y j   =2,    E^y)  =  6. 

16.  Lorsque  le  même  nombre  divise  d'antres  nombres,  on 
dit  qu^l  est  diviseur  commun  à  ces  deux  nombres  j  ainsi  3 
est  diviseur  commun  à  15 ,  21 ,  S6. 

Un  est  diviseur  commun  à  tons  les  nombres. 

17.  Un  nombre  premier  est  celui  qui  n'est  divisible  que 
par  lui-même,  7,  11 ,  13, 17,  etc.,  sont  des  nombres  pre- 
miers; les  autres  nombres  sont  dits  non  premiers  ou  com- 
posés. 2  est  le  seul  nombre  premier  pair;  1.2.3  sont  trois 
nombres  premiers  consécutifs ,  il  ne  saurait  y  en  avoir  d'au- 
tres aussi  consécutirs. 

18.  Deux  nombres  sont  premiers  entre  eux  lorsqu'ils 
n'ont  d'autres  diviseurs  oommuns  que  l'unité;  ainsi  25  et  36 
sont  premiers  entre  eux. 

Corollaire  1.  Un  est  premier  à  l'égard  de  tous  les  autres 
nombres. 

Corollaire  2.  Un  nombre  premier  est  nécessairement  pre- 
mier avec  tout  nombre  {dus  petit  ;  avec  un  nombre  plus 
grand,  il  est  premier  ou  il  en  est  un  sons-multiple. 

19.  Théorème  3.  La  somme  algébrique  de  tant  de  nombres 
qu'on  voudra^  multiples  chacun  du  môme  nombre,  est  un 
ipultiple  de  ce  nombre. 

Ce  théorème  peut  s'écrire  ainsi  :  as=:/7,  ^=^  c^p\  etc.; 
ona  a-j-ft+c-j-...  .issp, 

20.  Théorème  4.  La  somme  algébrique  de  tant  de  multi- 
ples d'un  même  nombre  qu'on  voudra,  et  affectés  chacun 
d'un  coeflBdent  entier,  est  un  multiple  de  ce  même  nombre. 

Ce  théorème  peut  s'écrire  ainsi  -.  a=^,  b=p^  c=p^  etc., 

on  a  aussi  ma-f-/iJ-f-rc4- ;=/?. 
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Corollaire.  Si  a=sp,  b=ip^  c=j»...ona  û*6V...  .=/y, 
m^n^r  étant  des  exposants  entiers  positifs. 

Ohurvatùm.  Nous  omettons  la  démonstration  trop  fadie 
de  ces  théorèmes. 

21.  Théorème  5«  Le  diviseur  commun  à  deux  nombres  est 
aussi  commun  à  leur  résidu. 

Démonstration.  Ce  résidu  est  égal  au  dividende ,  moins  le 
diviseur  multiplié  par  le  quotient  ;  donc (  théorème  4  ). 

Corollaire.  Le  résidu  de  deux  nombres  premiers  entre 
eux  est  toujours  premier  avec  le  diviseur. 

22.  Théorème  6.  Le  résidu  de  la  somme  algébrique  de  plu- 
sieurs nombres  relativement  à  un  même  diviseur,  est  égal  à  la 
somme  des  résidus. 

Démonstration.  Soit  a  =:p  -{-r,  b  =p  -hs,  c  =^-|- /,  etc.  ; 
p  étant  le  diviseur  et  r,  s^  t  les  résidus ,  on  a 

a-\'b-\'C+ =rp  +  r-|-5-|-/ ; 

donc,  etc. 

Observation.  Si  la  somme  des  résidus  surpasse  le  diviseur 
Py  on  prend  le  résidu  de  cette  somme. 

23.  Théorème  7.  Le  résidu  d'un  produit  est  égal  au  pro- 
duit des  résidus  des  facteurs. 

DémonstrcUion.  Soient  a,  ^ ,  c  les  facteurs ,  p  un  diviseur, 

a=zp^r^  b^-p-^s^  c=p-^e^  On  a  abc =:zp-i-rst  .... 

si  rst...  est  plus  grand  que  /?,  on  en  prend  le  résidu.         « 

Observation.  Les  preuves  dites  par  9  dont  on  se  sert  pour 
contrôler  les  opérations  de  l'arithmétique  sont  fondées  sur 
les  deux  théorèmes  précédents. 

24.  Théorème  8.  Le  produit  de  deux  facteurs  premiers  avec 
un  troisième  est  premier  avec  ce  troisième  nombre. 

Démonstration.  Soient  a,  6  tes  deux  facteurs  «premiers 
avec/;,  et  admettons,  s'il  est  possible,  que  q  soit  un  facteur 
commun  entre  ab  el/>,  de  sorte  qu'on  a  ab  =  fj^  pt=iq. 
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Sappofions d'abord p< a,  on  adoiic/;=â+r;  le  résidar 
est  pins  petit  que  a.  Celte  équation  donne  celle-ci  : 
pbs=ab  +  br;  pb  et  ab^  par  hypothèse,  ont  le  facteur  com- 
mun q  \  ce  même  facteur  divise  donc  br.  De  ce  produit,  on  dé^ 
duirait  semblablement  un  produit  br*  divisible  par  ^ ,  et  où 
/  <  r;  on  parviendrait  donc  enfin  à  un  produit  1  X  A,  divi- 
sible par  y  :  p  et  6  auraient  donc  le  diviseur  commun  q ,  ce 
qui  est  impossible;  donc  ab  et  p  n'ont  pas  de  diviseur  com- 
mun. 
^  Si  a'>p^  on  a  a==p+r^  où  r  est  plus  petit  que  j^  et 

premier  avec/?  ;ab=:bp+br'^  si  ab  n'est  pas  premier  avec/?, 
alors  brue  serait  pas  non  plus  premier  avec  p  ;  mais  r  étant 
plus  petit  que  p  ^  br  est  nécessairement  premier  avec  /?; 
donc,  etc. 

Qe  théorème  8  est  la  proposition  26  du  septième  livre 
dTuclide. 

25.  Théorème  9.  Si  tous  les  facteurs  d'un  produit  sont  pre- 
miers avec  le  nombre  /?,  le  produit  sera  premier  aussi  avec 
ce  nombre/7. 

Ce  théorème  est  un  corollaire  du  précédent  ;  propositions 
16^  17, 18,  19  du  neuvième  livre  d'^clide. 

Corollaire.  Si  a  est  premier  avec  p,  oT  est  aussi  premier 
avec/?;  on  en  déduit  qu'il  est  impossible  que  la  racine  d'un 
indice  quelconque  d'un  nombre  entier  soit  un  nombre  frac- 
lionnahre ,  et  de  là  l'existence  des  quantités  irrationnelles. 

26.  Théorème  10:  Un  nombre  composé  ne  peut  se  résoudre 
que  d'une  seule  manière ,  en  fiicteurs  premiers. 

Démonstraiion.  Soient  a,  6,  c,  d les  nombres  pre- 
miers, suivant  l'cnrdre  de  grandeur,  qui  divisent  le  nombre 
composé  N  ;  ainsi  Ji=za^  b^c/  d^ :  soit  un  autre  nom- 
bre premier  a',  différent  Aea,  b,  c^  d ;  étant  premier 

avec  a ,  ^,  c,  1^.  ...  il  sera  premier  avec  N  -,  ainsi  N  n'admet 
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pa$  d'autres  nombres  premier».  S<HtdcmcNssa"'^c^ , 

eta'>a;  on  aura  t^V =»  a'^l^  e^ Mab  cette 

éqaation  est  impossible ,  car  le  second  membre  est  divisible 
par  a  et  le  premier  ne  Test  pas  ;  donc ,  etc. 

27.  Problème  4.  0>mbien  un  nombre  composé  a-t-U  de 
dîTisenrs ,  et  qnelle  est  la  somme  de  ces  diTisenrs? 

Solution.  Soit  comme  dans  le  théorème  précédent. 


N«a"6^ 


Efféctnant  le  produit  des  polynômes 

(1  +  a  +  a*  +  ....  a")  (1  +  ô  +  b'  +  ....  b^)  (1  ^- ....  O  .... 
tous  les  termes  de  ce  produit  sont  inégaux  ;  chacun  est  diri* 
seur  de  N ,  et  réciproquement  tout  diviseur  de  N  est  né- 
cessairement un  de  ces  termes  ;  or  le  nombre  de  ces  tenues 
est  évidemment  (1  +  «)  (i  +  p)  (1  +  7) ....  j  tel  est  donc  le 
nombre  des  diviseurs  de  N»  l'unité  oynprise,  et  la  somme  de 
tous  ces  diviseurs  est  donc  égale  fc 

{a  —  \){b—i){c—i)... 

CoroU.  Soit  N  =r  2*  (2"  ^  *—  1),  et  supposons  que  ST  +  *  —  i 
soit  un  nombre  pren^er  ;  ainsi  a  s  2;  6  =  a*+ *_|;  psri; 
la  somme  de  tous  les  diviseurs  est  donc,  tonte  réduction 
faite,  égaleà2N;  le  nombre  N,  qui  jouit  de  cette  propriété 
d'être  égale  à  la  somme  de  ses  diviseurs ,  est  dit  un  nombre 
parfait  f  ces  nombres  sont  ainsi  dénommés  à  raison  de  leur 
rareté;  voici  les  11  premiers  mwibr^  r 
Valeurs  de  «. 

0—1 

1—6 

2—28 

4  —  496 

6  —  8126 
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12  —  33  550  336 

16  I  85  898  691  328 

18  I   137  438  691328 

30  I  2  305  843  008  139  952  128 

40  I  2  417  851  639  228 15Ç  837  784  756 

46  I  9  903  520  914  282  971  830  448  816 128. 

Si ,  dans  on  nooibre  parfait ,  on  ajoute  eoaembie  tooi  le» 
diifires,  on  obtient  nn  second  nombre;  si  on  a  fait  de  même 
poor  ce  second,  nombre ,  on  obtient  un  troisième  nombre 
qui  est  divisible  par  10.  Observation  deEraft.  (M.  de  Péts  , 
1734—35).  Sans  démonstration. 

Entre  1  et  un  seltillion,  il  n'y  a  que  10  nombres  parfaits. 

Cette  solution  se  trouve  dans  Euclide.  (Prop.  36 ,  liv.  9.) 

1m,  suite  prochainement 

NOTE  SUR  L'AIRE  DU  TRIANGLE 

el  fur  Voire  du  quadrilaièrt  intcr^tible  en  fonction  dei  côtéi. 

La  méthode  oifiëmom^tie  pour  retrouver  certaines  aires  ou 
des  volumes  {voir  1. 1  ^  p.  117^  t.  II,  p.  23 ,  t.  III ,  p.  93) , 
peut  servir  à  retrouver  Taire  d'un  triangle  et  du  quadrila- 
tère inscriptible  en  fonction  des  côtés ,  lorsqu'on  sait  que  les 
carrés  de  ces  aires  sont  des  fonctions  entières  de  ces  côtés  ; 
en  efiet,  soit  S  Faire  du  triangle  ayant  a ,  6 ,  c  pour  côtés  ; 
S*  est  donc  une  fonction  symétrique  des  côtés ,  du  quatrième 
degré  ;  lorsqu'un  côté  devient  égal  à  la  somme  des  deux 
autres ,  l'aire  est  nuUe  ;  donc  S*  renferme  les  trois  facteurs 
a+b — c,  a+c — 6,  b+c-^a-,  le  quatrième  facteur  ne  peut 
donc  être  que  de  la  forme  m{a  -j-  6  -)-  c),  m  étant  un  nombre 
constant  ;  donc  S*=zm{a+b+c)  (^-f-6— c)(fl+c— 6)(^+c— a)  ; 
lorsque  les  trois  côtés  sont  égaux  ,  on  a 
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3  1 

S'  =  t:-  a4  =  3/?ia*i  donc  m  =  t:;. 
16  16 


Observation,  ÂYec  deux  côtés  inégaux  et  un  troisièiiie 
côté ,  plus  petit  qu'une  quantité  donnée ,  il  est  impossible  de 
construire  un  triangle;  ainsi  en  faisant  a  =  0,  S  devient 
imaginaire;  mais  si  Ton  âf  en  mém^  temps  6  =  c,  alors 
S =0  ;  car,  arec  deux  côtés  égaux ,  on  peut  toujours  ooo- 
straire  un  triangle,  quelque  petit  que  soit  le  troisième oôté. 

2*  QtMdrilatère  inscriptible.  Lorsqu'un  côté  est  égal  à  la 
somme  des  trois  autres ,  Taire  est  nulle  ;  donc 
S*=/»(a+&+c— iO(a+&+rf— c)  (a+c+df— i)  (ô+c+rf— a); 
les  côtés  devenant  égaux ,  on  a 

S*  =  a*=  16  ma'';  donc  »!  =  --. 

Tm. 


NOTE 

SUR  LES  INTERSECTIONS  SUCCESSIVES  DES  UGNES  DE  CONTACT. 


ancien  élève  de  l'École  polytechnique  ('). 

Deux  courbes  algébriques  étant  données ,  si  des  divers  points 
de  rum  on  mène  des  tctngentes  à  Vautre,  déterminer  le  lieu 
géométrique  des  intersections  successives  des  lignes  qui  unis^ 
sent  les  points  de  contact. 

Les  équations  des  oocirbes  étant 

F(xr)=o      ^3^)=o, 
les  tangentes  à  la  première  courbe  sont  représentées  par 
l'équation 

ou 


n  V.  1. 1,  p.  263. 
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1*  j:',y  désignent  les  coordonnées  d'an  point  de  contact  ; 
2*  Y',  X'  sont  les  polynômes  dériyés  pris  par  rapport  ày  ei 
à  X  ;  on  démontre  que  la  position  sur  la  première  oonrbe  du 
point  o/y ,  opère  toujours  une  réduction  dans  le  polynôme 

yy+x'x'. 

Si  nous  nommons  j:",y  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
courbe  (f{a:j^)=^  0 ,  et  si  la  tangente  passe  en  ce  point ,  l'équa- 
tion de  la  ligne  des  contacts  sera 

yr  +  Jc"X'  —  (/Y'  +  a?'X' )  =i=  0 , 
ou  en  posant  y  as/(x") , . 

(A)  î7(y')+x'x"-(yY"+^X')  =  o; 

si  nous  donnons  à  j/'  l'accroissement  h,  Téquation  de  la  nou- 
velle ligne  sera 

(B)  r/{x")+Yf{x")h^Y'/{jc^')^^eic.,  + 

+  X'a:''+X'>k^(yY'+:c'X')=0  ; 
l'abscisse  du  point  d'intersection  des  deux  lignes  est  donnée 
par  l'équation 

Yy"{x")h  +  Yy"(ay')  ^  +  etc.,  +  X7* =0. 

Si  1*^  on  divise  par  À,  étalon  suppose  A  =  0,  l'abscissedu 
point  d'intersection,  de  deux  lignes  infiniment  rapprochées, 
sera  donnée  par  l'équation 

Yy»(x")+x'=:0, 

ainsi  le  lien  géométrique  des  intersections  sncoessives  des 
lignes  de  contact  sera  obtenu  en  éMminant  x"^  y  des  trois 
équations 

Yy^(x")+X'=0,    Yyiar")+XV— CrT+a/X')c=o;    " 

'  et  l'équation  finale 
seira  l'équation  du  lieu  géométrique  cherché. 
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.  Première  applicaUm.  Les  deux  courbes  données  sont  des 
sections  coniques»  et  sont»  pour  faciliter  les  calculs,  rappor- 
tées au  même  sommet  pris  comme  angine,  au  même  axe; 
leurs  équations  sont 

l'équation  de  la  tangente  à  la  première  courbe  est 

^ry  —  (m + 2nx')x  —  mx'=  0  ; 

la  condition  de  passer  par  un  point  x'jy  de  la  seconde 
courbe  donne 

2y y  —  (/»  +2nx)x"  --  /H jc' = 0 ,       j^"*  =  px"-^  qx"^  ; 
ainsi  les  deux  cordes  de  contact  sont  représentées  par  les 
équations 

(C)  %-y(^") — {'n + 2nx')x"  —  mx'  =  0 , 

(D)  SJry(x")  +  2yfXx")h+  etc.  —(/!»+ 2iM?')a:"  — 

—  {m+2nx')h  —  mx'=  0  ; 

l'intersection  de  ces  deux  droites  donne,après  avoir  Indivise 
par  ^,  â"*  supposé  A==  0, 

y 
on  doit  donc  éliminer  xy  des  trois  équations 

(E)  py+ 5tqyx^'  —y  (m + ^nx/) = 0 , 

^y—  (m  +  2i»j/>r" — mx'  =  0 ,  y^^px^'^qx^^^  0  ; 
des  deux  premières  on  déduit 

„^^"^mx'{m^^x^  ,  _pyim^^nx')*^'3tmqyx' 
^         (in+2na/)*— 4yy»  '  -^  (w  +  ânx^  —  f^ry    ' 

ces  valeurs,  subtituées  dans  la  troisième  équation  du  groupe  £, 
donne  l'équation  du  lien  géométrique  cherché  : 
(M)  mpx*{m+2nxy-^{nt'qx'*+py^)  {m+^nx^y-^mpqx^z^Oi^. 

(*)  Cette  équation  est  le  résultat  que  l'on  obtient  après  la  suppression  do  fae- 
leur  m+2fu;' .-  ce  facteur  est  étranger. 'i<'  il  ne  peut  éirê  nul  lorsque  la  première 
courbe  donnée  est  une  parabole;  2°  si  cette  première poufbe  est  une  ciSp*  4mi 
une  byperbole,  il  représente  une  droite  i^ass^nt  au  centre  et  parallèle  àJ'axedes 
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SiaminoDs  qaelqne»  cas  particiiliers. 
l""  Si  les  deux  figues  données  sont  des  paraboles,  on  a 
n  =0,  q  =  Oyei  leliea  géométriqoe est 

r'  =  — ^; 
P 

si  à  la  condition  précédente  on  ajoute  la  condition  /?=  —  m , 
le  lien  géométrique  est 

donc  si  les  deux  paraboles  sont  identiques ,  mais  opposées  au 
sommet,  le  lieu  cherché  est  la  seconde  parabde  donnée. 

2^  Si  la  première  courbe  est  une  hyperbole  et  la  seconde 
une  para)K>le ,  on  doit,  dans  l'équation  générale  M ,  suppo- 
ser 9=0;  la  nouvelle  équation,  divisée  par  le  facteur 
m+2nx,  donne 

m"         2inn   . 
/^  P 

y  Si  la  première  courbe  est  une  ellipse ,  la  seconde  une 
parabole»  on  doit,  dans  TéquationCM) ,  1*  changer  le  signe 
de  n,  2^  supposer  9  =  0,  on  a 

m*  2m» 

jr'  s-  —  jc  —  *_  j:*. 

P  P 

Nous  pourrions  ainsi  examiner  les  modifications  apportées 
dans  Véquation  M  par  les  divers  assemblages  de  deux  sections 
coniques,  mais  Texamen  des  courbes  à  centre ,  fait  en  pre- 
nant ce  centre  pour  origine,  facilite  le  calcul  et  fait  mieux 
ressortir  qadqoes-unesdeBparUcnlarilés  que  présentant  les 
lieux  géométriques  obtenus. 

Les  denx  courbes  primitives  sont 


y  «t  «n  peoi  fàeileaiMit  démontrer  qm  eelta  droite  eet  le  Uen  géométrique  dot 
inlenecUonB  laocotiiTee  des  cordes  do  contact  lonqoe  le  point  de  déptrt  des 
Uflgeatei  est  un  point  qaelconquo  de  l'axe  des  x. 
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si  nous  conserTODS  les  notatkNU  précédentes ,  les  deax  eordes 
de  contact  seront  représoitées  par  les  équations 

y  \/q—px"'  +  mx'x"— «  =  0 , 
y'ya—px"* ^-^  h  —  eic.4-mx'j:"4-mx'h—n=:0. 

La  rencontre  des  deax  cordes  donne,  après  la  diviâon 
par  h  et  la  supposition  ^  =  0 , 

^pyx"-¥mxY  =  0; 
Félimination  doit  donc  avoir  lien  entre  les  trois  équations 

réquation  finale  est 

(N)  q^py  +m'xy  —  nyy'—m'n'px'^:s^O. 

V  Si  les  courbes  données  sont  des  ellipses,  on  doit  omser- 
ver  les  signes  attribués  aux  quantités  m,  n^p^q;  on  peat, 
à  cette  première  condition ,  en  ajouter  une  seconde ,  admet- 
tre ,  par  exemple ,  que  la  deuxième  courbe  est  un  cerde  par- 
ticulier, c'est-à-dire  est  le  lieu  des  rencontres  deux  à  deux 

des  tangentes  normales;  on  a  alors /^ssi,  qs= ; 

m 

l'équation  N  est  alors,  après  la  sufqpression  du  facteur 

y'*^ni'x^^ 


^1%  i  ^»  -*,«  ^    '*"* 


TO+1' 

les  foyers  de  cette  dernière  ellipse  sont  ceux  de  TeUipac 
donnée.  ' 

2°  Si  les  courbes  données  sont  des  ellipses  ou  des  bjrper- 
boles  semblables,  le  lieu  géométrique  est  une  ellipse  ou  une 
hyperbole  semblable  aux  courbes  données. 

3**  Si  la  première  courbe  est  une  ellipse ,  la  deuxième  une 
hyperbole,  et  si  les  axes  sont  égaux,  oo  doit  l""  changer  les 
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signes  àep et  de  7 ; 2* sapposer  p=:m^  q=sn^  l'équation 
générale  N  devient 

jr  — mx  =  —  n; 

le  lien  géométrique  est  donc  Thyperbole  môme  qui  est  le 
point  de  départ  des  tangentes. 

4*  Si  les  conditions  précédentes  sont  renrefsées,  le  ré- 
sultat est  également  renversé  :  le  lieu  géométrique  est  l'el- 
lipse même  qui  est  le  point  de  départ  des  tangentes. 

Deuociéme  applicatian.  Nous  donnerons  comme  dernière 
application  Vexemple  de  deux  courbes  appartenant  à  une 
famille  remarquable,  citée  souvent  dans  les  premières  re- 
cherches sur  le  calcul  diflérentiel  : 

la  tangente  à  la  première  courbe  est 

^  — /im?(j:'— a)"*~*a:  —  m6  +  (m  —  i)x*'i'amc{jc' — a)**"'  =  0; 
les  lignes  de  contact  seront  représentées  par  l'équation 
(S)  p+q(x"—  d)^—mc{x'—aT^'af'^  mb+ 

-f- (/»  —  i  )y  +  amc{x'  —  af''  =  0. 
Si  on  fait  osciller  cette  ligne  en  donnant  à  x^'  Taecroisse- 
ment  A ,  on  a 

(T)         p+y(x"— «;)R  +  Ry(j/'— fl?)^-»A+etc.,  — 
—  mc(x'—  ay^x"  —  mc(x' — aT'''h — w»^  + 
+  (/»  — l\y'+ainc(j/— fl)"^'  =  0; 
l'intersection  de  ces  lignes  donne,  après  la  division  par  h , 
et  la  supposition  A  s=  0 , 

l'élimination  doit  donc  avoir  lieu  entre  les  trois  équations 

y'^p^q{x'—d)^==^0 
km.  Dl  llATitlI.  111.  i6 
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Les  deux  premières  donnent 
,,      Tip  —  Vimb  +  ^y{m^i)  +  mc{aïi^d)  (x'—a)^^ 

•^'"'  me(K  —  i)(x'  —  a)'^' 

„  _  l^'-mb'{'(m—i)y'\'mc(a  —  d)Çx'  —  ar^' 

ces  valeors^  sabstitoées  dans  la  troisième  éqoation  du  groupe 
(Y) ,  donnent 

(U)       j^— j q- 

On  peut ,  de  ce  cas  général,  dèdnire  l'exemple  des  deux 
paraboles  données  dans  la  première  applicalion,  on  doit 
alors  supposer 

6=0,     a  =  0,    />  =  0,     û?=0,     m  =  2,     R  =  2, 
on  a  alors  Téqaation  finale 

Si  on  suppose  c  =  — ,  ^  =  - ,  si  on  change  les  j:  en j^,  et 

vice  verMt,  les  deux  paraboles  sont  y^z=zmx^  y^zpx^ 
c'est-à-dire  sont  celles  qui  ont  été  indiquées  primitivement, 
et  le  lien  géométrique  donné  par  Féquation  (U)  est ,  comme 

dans  rexemple  cité , 

.      ^^ 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  65  (p.  454 ,  tome  II). 

PAA  X.  BXBPAIi, 

Élève  du  e«i(ég0  dé  Rouen  (  ineatotieii  Lév;  ). 


1*  On  fait  tourner  l'angle  6  de  manière  que  ses  côtés  soient 
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toujours  tangents  à  aac  section  conique  ;  quel  est  le  lieu 
décrit  par  un  point  du  plan  de  l'angle? 

T  On  fait  tourner  une  section  conique  de  sorte  qu'elle 
touche  constamment  les  deux  côtés  d'un  angle  6  ;  quel  est 
est  le  lieu  décrit  par  un  poîfit  de  la  courbe? 

Indiquer  une  équation  qui  puisse  résoudre  à  la  fois  les 
deux  questions  ;  faire  des  applications  à  des  cas  particuliers. 
(Le  Bcsgue.) 

Soit  une  ellipse  {fig,2^),  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes; 
yAx'  un  angle  6  tangent  à  cette  courbe  ^  M  un  point  tel  que 

MQ=p     AQ  =  a. 
Si  je  puis  trouver  en  fonction  des  données  de  la  question , 
une  relation  telle  que 

je  dis  que  cette  équation  répondra  à  la  question  En  effet, 
si  on  y  suppose  a  et  p  constantes ,  tandis  que  y,  et  x.  sont  va- 
riables ,  elle  représentera  le  lieu  du  point  M  se  mouvant 
en  demeurant  invariablement  attaché  au  plan  de  Tangle  A , 
qui  se  ment  avec  lui.  Si ,  an  contraire ,  on  suppose^,  et  jc, 
constantes ,  a  et  p  variables ,  on  aura  le  lieu  du  point  M  in- 
variablement attaché  à  la  courbe  qui  se  meut  en  restant  con- 
stamment tangente  aux  côtés  de  Tangle  6. 

Appliquons  ce  procédé. 

Soient  les  équations  des  droites  A  j:'  et  A/ 
(1  )  (Ax')        jr  =  mjr  +  \/a^m'+ù' 

(2)  (A/)   •    ^  =  /?^'x+^/âW^^^ 

liées  entre  elles  par  la  relation 

nt  +  m' 

(3)  tango  ou    ^=T-——r 

1  +  ntm 

*      D'après  un  théorème  connu,  la  distance  MQ  d'un  point  M 
à  une  droite  AQ  suivant  un  angle  6 ,  sera 
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(4)  MQ  OU  p  = -p===  ; 

de  même,  AQ  =:  MV=  a  donne 


,-,  y.—nixr-Va^m'^-'fV 

(5)  «=■ 


V/T+^'Y/i+^ 


et  il  ne  s'agit  plus  que  d'éliminer  m  et  nC  entre  les  trois 
équations  (3)«  (4) ,  (5).  Or,  dans  le  cas  général ,  cette  élimi- 
nation est  extrêmement  compliquée»  car  les  deux  équations 
en  m  résultantes ,  sont  toutes  deux  du  quatrième  degré.  Mais 
faisons  application  k  quelques  cas  particuliers. 

1*  Lieu  du  sommet  d'un  angle  constant  tournant  tangen- 
tiellement  à  une  ellipse.  Dans  ce  cas ,  le  point  M  coïncide 
avec  A,  etona  a=s|3=0. 

Alors  les  équations  deviennent 

1  +  mm 


Elles  se  réduisent  à 

m^ ^ m  -^ =  0, 

::5  '"  +  zrs — r.  **  *>» 


X.  —  a 


è  == :    OU    oit  +  mm')  =zm  ^  m. 

Les  deux  premières  rentrant  l'une  dans  l'autre. 

Donc  mm'  est  le  produit  des  racines  de  l'une  d'elles ,  et 
m  —  m'  est  la  diflèrence  de  ces  mêmes  racines.  On  en  tire 

2  \/x,\r:-{y:-b^)  (jr;-«*). 
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oa        y^  +  X,'  —  a*  —  6*  = i — ; — i 


Cette  équation  est  da  quatrième  degré  dans  le  cas  général. 
Si  les  tangentes  deviennent  perpendiculaires  entre  elles  , 
^  s  00  ;  d'ailleurs  le  numérateur  ne  peut  jamais  devenir  nul 
pour  aucune  valeur  réelle  de  y,  et  de  x,  ;  il  est  toujours 
réel,  et  l'équation  devient  alors 

ce  que  Ton  savait  déjà. 

^  Lieu  du  centre  des  ellipses  tangentes  à  deux  droites 
faisant  un  angle  0. 

.  Dans  ce  cas  nous  prenons  les  deux  tangentes  pour  axes, 
et  X.  =iy, = 0  ;  les  équations  deviennent  ainsi 

P  = 7='      «=     '  —  ) 

ou 

r  (i  +  *»')  (l  +  j,)  =  «•''»'+  *N 

don 

(y— V)y— «'  _  (y— «')^'— a'; 
*"''  ="«•(!  +  ^•)  —  «M*      a-  +  (et*  —  a*)  ^ 
d'ailleurs 

m'  = r— . 

Nous  n'essayerons  pas  l'élimination  dans  le  cas  général  ; 
mais  si  nous  supposons  que  l'angle  des  tangentes  soit  droit , 
alors  ^=:  »,  et  en  divisant  par  $*  les  deux  termes ,  on  aura 
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d'ailleurs,  à  caase  de  la  perpendicularité,  on  a  m9n!=. — 1 , 

^,4_a«^»_P*fc>=  a4__a*p*— aV, 
ou  (a'  —  **)p'  +  (a*  —  é')  «•  =  fl*—  *4, 

et  enfin  p'+ a' =  «•+*', 

résultat  que  Ton  pouTait  aussi  aisément  prévoir. 

Ces  exemples  suffisent  pour  faire  yoîr  avec  quelle  facilité 
on  peut  déduire  tous  ces  lieux,  si  connus,  des  trois  équations 
que  nous  ayons  données.  Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  on  au- 
rait les  mêmes  résultats,  avec  cette  seule  différence  qu'il 
faudrait  partout  changer  b*  en  —  b\ 

On  pwt  faire  le  même  calcul  dans  la  parabole ,  en  parlant 
de  l'équation  de  la  tangente 


on  a  alors  les  trois  équations 

P 

,      m  —  rn  ^  ^'  '      Ow 

(?= ;,  8  = 


VT^ 


nV 


'\/*4> 


•^■-'"'^-fe 


y\ 


+/»' 


V'4. 


L'élimination  donne  encore  deux  équations  en  m  du  qua- 
trième degré. 

Nous  remarquerons  seulement  que  le  lieu  des  sommets 
d'un  angle  constant  tangent  à  la  parabole  est  une  bjperbolc; 


Digitized  by  LjOOQ  IC 


—  231- 
duit  ce  eaa,  pasa=o,  et  les  équatiom  deriennent 

ou  I»'— *î^/l»+^=:0, 

alors 


SLr.'  X. 

,(c!^)=^';?=çî^,■  ■ 

Cette  équation  représente  une  hyperbole  dont  le  centre  est 
situé  sur  Taxe  de  la  parabole  et  ayant  avec  la  parabole  une 
directrice  et  un  foyer  communs;  comme  il  est  facile  de  le 
voir.  Pour  9=z  oo ,  elle  se  réduit  à 

p*+ipx,-^^;=0 ,      ou      X.  =  — |, 

comme  on  le  savait  d'ailleurs. 


DÉMONSTRATION  GÉOMÉTRIQUE 

De  lapraposUion  de  la  note  {i),  p.  116,  t.  III ^  relative  à  la 
nmlliêeeêian  du  cube. 


Professear  liceacié  et  scienoei  physiques  et  malhénuitlques. 

Il  faut  démontrer  qu'on  a  DB^rDH'-DBrDE  (fig,  â3). 

Pour  cela ,  il  n'y  a  qu'à  mener  DL  perpendiculaire  à  GK  ; 
DQ  y  et  HN  perpendiculaîres  à  AE ,  et  joindre  HL. 

D'après  cette  construction ,  L  est  milieu  de  CK  ;  d'ailleurs 
H  est  par  construction  milieu  de  GK ,  donc  LH  est  parallèle 
àGC. 
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Ensuite  NH  et  CK  sont  piraUâes,  i 
àAK; 
Donc  dans  le  triangle  DLH ,  OE  est  parallèle  à  LH. 
Et  dans  le  triangle  DLG ,  NO  est  paraUèle  à  CL. 
D'après  cela ,  et  à  canse  qae  ADH  est  rectangle ,  on  a 

DA*:DH*::AQ:QH::AD:DN::DG:DN::DL:D0::DH:DE; 
donc  DA':DH*::DH:DE, 

et  comme  D  A  =  DB , 

DB':DH'::DH:DE; 

multipliant  les  antécédents  par  DB,  les  conséquents  par 
DH,  il  vient 

DB':DH»::DHXDB:DEXDH5 

divisant  les  deux  termes  du  dernier  rapport  par  DH ,  on  a 
finalement 

DB':DH'::DB:DE, 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

■  ■■■■'■  I    '  '  '    , -  ,1  I  ..  I  - 

LIMITES  DU  PÉRIMÈTRE  D'UNE  ELLIPSE, 

ET  RECTIFICATION  D'UNE  GYaOÏDE. 


PA&  X.   M 

Cféf  e  Interne  du  collège  de  SaintrLoniB  (  claue  de  M.  Vincent  ). 


THÉOa&MK. 

Le  périmètre  d'une  ellipse  dont  les  demi-axes  principaux 

sont  a  et  6  est  toujours  compris  entre  ic(a + b)  et  itK  Sl(a'+fr*). 
Soient  OA.=a  {fig.  S2)  et  OB=b  les  demi-aies  princi- 
paux de  Fellipse.  Considérons  deux  points  P  et  F  ayant 
même  abscisse  et  situés,  l'un  sur  le  cercle  circonscrit,  et 
Tautre  sur  Fellipse;   menons  ensuite  deux  tangentes  qui 
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▼iendront  couper  Taxe  OÂ  en  ud  même  point  0.  Si  «,  a'  re- 
présentent les  angles  PGO^  P'GO,  K  et  K'  l'élément  da  cercle 
an  point  P  et  celui  de  l'ellipse  an  point  F,  on  aura 


K_^8a|_i     /t  +  tang'tt 
K'^^cosa^V     i+tang*af' 


ou,  en  posant  tang'ass in%  et  remarquant  que         i=^â"- 


Ainsi,  si  m,  w!^  m" représentent  les  tangentes  de  tous 

les  angles  compris  entre  0^  et  90*',  n  leur  nombre  et/?  le  pé- 
rimètre de  l'ellipse ,  dont  celui  de  la  branche  AB  n'est  que  la 
quatrième  partie ,  on  pourra  poser ,  en  Tertu  de  la  relation 


p  _  jt^     i  »    /  a'+Vm*     \    /g'  +  yw'' 
4~2n'*)  V    a'(OT*+l)"*'\/   «'(»»''+ 1) 

G(Mnme  à  une  valeur  m  de  la  tangente  en  correspond  une 

autre  -,  les  deux  tormesX  /  4;-^ — t:  «*  \  /  *,  «  .  ^x 
se  trouveront  dans  la  suite  qui  constitue  le  coeflBcient  de 
^  a ,  et  la  relation  précédefite  deviendra  alors,  après  la  sup- 
pression du  facteur  a , 

+ etc.,  en  nombre- 
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forme  k  a+\/b  devient 

Pour  msO,  cette  fonction  atteint  son  minimom,  qui 
est  (a+b),  et  son  maximam  p^2(a*+6*)  répond  à  l'hypo- 
thèse m=:l. 

On  aura  donc ,  en  remplaçant  chaque  expression  par  la 
Talenr  minimnm  (a  +  6) ,   pais  par  la   yaleor  maximnoi 

^>î(û+6)        ou       p>it(a  +  b)y 

I<7^'2(^Nh^        ou        /i<irK2(a'+6*). 

(I^  mie  prochainemefU.  ) 

Note.  Lesdeux  limites  deM.Peyronny,et  d'autres  plus  rap- 
prochées ,  ont  été  données  la  première  fois  par  J.  Bemoidli , 
d'après  une  génération  (nrganiqae  d'une  courbe  rampant  sur 
une  autre,  moyen  simple  et  d'une  extrême  fécondité  pour 
les  périmètres  des  courbes ,  sur  iesqueb  la  géométrie  ordi- 
nafare  et  celle  des  projections  ne  nous  apprennent  absolument 
rien  ;  nous  en  entretiendrons  nos  lecteurs.  Tm. 

NOTE  SUR  LES  RAQNES  CUBIQUES. 


PA&  X. 

Ancien  professeur  dans  les  Collèges  royaui. 


Les  traités  d'arithmétique  contiennent  des  méthodes  pour 
rendre  plus  rapide ,  au  moyen  de  divisions  successives,  l'ex- 
traction de  la  racine  carrée  des  nombres. 
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L'extraction  de  la  racine  cubkiQe  est  snBcepUble  de  sim- 
plifications analogues ,  et,  comme  la  méthode  à  suivre  pour 
les  effectuer  n'a  encore  été  traitée ,  à  notre  connaissance , 
dans  aucun  ouvrage  élémentaire,  nous  croyons  utile  de 
faire  connaître  et  de  développer  par  quelques  exemples  le 
procédé  qui  suit. 

Nous  ferons  voir  d'abord  comment  doit  être  modifiée , 
pour  la  rendre  plus  facile  et  plus  prompte,  la  méthode  usitée 
pour  la  détermination  successive  des  chiffres  de  la  racine. 
Puis  après,  comment,  par  une  suite  de  divisions,  on  pourra 
rendre  plus  rapide  encore  la  méthode  indiquée. 

Soit 

N  =  (û + *)3  =  a»  +  3a«ô  +  ^ab*+b\ 

Supposons  pour  le  moment  que  la  racine  a+  b  soit  entière 
et  que  b  désigne  le  chiffre  des  unités,  de  l'égalité  précédente 
on  déduira  celld-ci  ; 

N  — a»  =  AX  \^[a-hb)'hb'\. 
Faisons 

3fl(a  +  *)  +  6'  =P, 
nous  aurons 

N  — a»  =  W. 

Admettons  maintenant  que  (a+b)  ne  soit  qu'une  partie  de 
la  racine  totale ,  et  que  le  chiffre  suivant  soit  c  ;  de  sorte  que 
l'on  ait 

Alors 

sera  le  reste  au  moyen  duquel  il  faudra  déterminer  c.  Pour 
cela  nous  savons  qu'il  faudra  diviser  une  partie  convenable 
de  ce  reste  par  3(a+^)%  et  que  le  quotient  indiquera,  au 
moins  approximativement,  le  chiffre  à  vérifier  c.  Or  le  pro- 
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doit  connu  P  est  évidemment  mie  partie  de  ce  nottTeea 
diviseur,  et  leur  diflërence 

ajoutée  à  P  donnera  le  diviseur  cfaerdié. 
Cette  différence  revient  à 

et  peut  s'écrire  ainsi 

3ô(a  +  6)-.6«; 
faisons  pour  abréger 

3ô(a+ô)=U, 
et  prenons  la  somme 

P+U, 

pour  diviseur.  Celui-ci  quoique  trop  fort  de  6%  n'en  sera  que 
plus  utile  dans  la  pratique;  parce  que  le  diviseur  exact 
S  (o+fr)'  donne  presque  toujours  j  oonune  l'indique  la  théorie, 
un  quotient  entier  supérieur  au  chiflfre  cherché. 

Quelques  apfdications  numériques  en  familiarisant  avec 
l'emploi  de  ces  formules ,  vous  en  démontreront  l'utilité. 

Pour  que  l'on  puisse  suivre  comnHMlément  les  calcula ,  et 
en  saisir  l'ensemble  avec  plus  de  facilité ,  nous  écrirons,  en 
dehors  dh  texte,  le  tableau  ou  le  type  de  chaque  opération. 
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Premier  exemple. 
Soil  è  troQTer  la  racine  cobique  de  f  2  00^000  000. 


Opératûm  principale, 
12  000  000  000 


8 


4  000 
P.  =  1  324 


2 


2 


i  352  000 
P^=      150  544 


8 


147  648  000 
P,=       15  656  841 


6  736  431 


1^12  000  000  000  =2289. 


Opération»  partielles. 

23 
50 


P,  =  1389 


60 


P.=  1324 
22 


U.  =  132 
S.=  P.  +  U.=  1456 


229 
660 

13  821 
1374 


P,  =  151  221 


228 
24 

912 
456 

U,  =  5472 


660 

13  744 
1368 

P^  =  150  544 
U,  =  5  472 

S^  =  156  016 


2  289 
6  840 


91641 
18  31  2 
137  34 


P,=  156  56  8il. 
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Le  premier  chiffre  de  la  racine  est  2;  le  reste  correspon- 
dant est  4.  DesSéndant  la  tranche,  Ton  a  40  à  diviser  par  12, 
le  quotient  est  3 .  Alors  a+&  =  23  ;  multipliant  ce  nombre 
par  3a  =  60,  et  ajoutant  9,  l'on  a  pour  première  valeor 
deP,  le  nombre  1389  qui  multiplié  par  6  =3  donne  on 
produit  supérieur  à  4000.  La  soustraction  est  donc  im- 
possible ,  et  le  chiffre  3  est  trop  fort.  Mais  avec  2  la  sous- 
traction peut  s'effectuer,  et  le  reste  correspondant  1352, 
suivi  d'un  zéro,  donnera  le  nouveau  dividende.  U  =  132, 
par  suite  P  +  Uk  1456;  le  quotient  correspondant  est  9. 
Mais  le  produit  frP  ne  peut  se  soustraire  du  reste;  essaymisS» 
la  soustraction  devient  possible  et  147648  est  le  reste  corres^ 
pondant.  La  division  de  1476480  par  S^  donne  le  chiffre  9, 
que  l'on  vérifie ,  et  Ton  a  enfin  2289  pour  la  racine  cubique 
demandée. 

Deuxième  exemple. 

Soit  à  extraire  avec  4  décimales  la  racine  cubique  de  40. 
L'opération  se  fera ,  d'après  la  méthode  indiquée,  conformé- 
ment au  tableau  ci-joînt. 
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Opération  principale. 


40 
27 

3 

13000 
3076 

4 

696  000 
347  821 

1 

348  179  000 
34  986  451 

9 

34  301  041  000 
3  507  791  511 

9 

2  730  917  401 

1/40  ==  3.4199 


Opérations  partielles. 


S,  =  27 
34 
90 

P,  =  3076 
340 


341 

1020 

6821 

341000 


68  P,=  347821 


S.  =  3684 

3  419 
10230 
10^651 
683  8 
3419 
P4  =  34  976  451 
34199 
102  570 


2394  011 
170995 
68398 
34199 
P,=:  35  077  91511 


Emploi  de  la  divigion  pour  abréger  les  calculs. 

Lonqa'oD  aura  calcalé  par  la  méthode  précédente  plas  de 
la  moitié  des  chiffres  de  la  racine  cabiqae  d*un  nombre,  on 
pourra,  en  s'appuyant  sur  les  mêmes  formules,  déterminer 
plus  rapidement  par  la  division  les  chiffres  restants. 

En  effet,  soit  a  un  nombre  de  n  +  1  chiffres,  suivi  de  n 
zéros  et  6  un  nombre  de  n  chiffres.  Nommons  N  le  cube  de 
la  somme  a  +  6 ,  la  racine  aura  2/i+ 1  chiffres ,  et  l'on  aura 


TH^a^ 


,     b*       b^ 


D'après  ce 


Ba* 

/ï>10»%       i^<l0*, 
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d'où 

'       a 
De  plus ,  pQMqae  l'on  a 

6'<10**,      a«>10<% 
il  suilqae 

**    ^   10»-  _     1 


3a'  ^  3.10**  ^  3.10* 

D'où  l'on  Toit  que  la  somme 

a  +  3a«' 
en  général  moindre  que  l'unité ,  n'en  pourrait  différer  en 

plus  que  d'une  quantité  <  . 

On  détermine  par  la  méthode  préeédcnte  la  partie  2,71 
formée  par  les  trois  premiers  chiffres  de  la  racine  cubique 
de  20. 
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OpératÙM  prineipak. 


90 

8      2 

lâOOO 

1669 

7 

317000 

219511 

1 

97489  I 


OpéraUom  partielle$. 


â8 

60 

1746 


Première  division. 

972  I  220 
96  l    44 
97i.89000  000 
97099601984 

389  398016 

Deuxième  diviiian. 


27 
60 


1669 

540 

27 

223» 

271 

810 

2711 

2168 

219511 

813 

220324 


38939 

22103 

16836 

1761 

1364 

31 

16 

1720  =  2,71441761. 

Les  deax  chiffres  44  qai  soivent  2,71  s'obtiennent  par  la 
division.  Ponr  cela  on  écrira  deux  zéros  à  la  droite  du  reste 
97489  et  l'on  divisera  le  nombre  résultant  9748900 par  220324. 
On  sait  que  dans  une  division  dont  les  deux  termes  sont  de 
grands  nombres,  les  premiers  chifCres  à  la  droite  du  divi- 
Am.  DU  Matbémàt.  m.  17 
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dende  et  da  diTtsenr  n'ont  qu'une  faible  influence  sur  les 
diiffres  du  qaotient.  On  pourra  dooc  se  borner  ici  à  diviser 
974  par  '220 ,  en  faisant  usage  de  la  méthode  approximative 
connue,  et  le  quotient  44  donnera  les  deux  chifflnes  ttotdiég 
de  la  racine  dont  la  partie  connue  deyiendra  pa^  conséquent 
27144.  Pour  la  vérifier,  on  retranchera  le  produit  ^P  de 
974890&0000  et  Ton  anra  le  reste  correspondant  389398016. 
Écrivant'  4  zéros  à  la  droite,  et  divisant  le  nombre  qui  en 
résulte  parla  valeur  correspondante  de  P  +  U,  ou  seule- 
ment 38939  par  22103,  le  quotient  1761  complétera  l'ex- 
traction, et  l'on  aura  ainsi 

^/20  =  2,7144176!  , 

à  moins  de  \^^^^^,^^  d'unité  près. 
100000000  "^ 


SOLUTION 

PROBLÈME  SUR*  LE  BlktARD  CIRCULAIRE. 
(  QuèiHon  d'escamen.  ) 


On  donne  un  cercle  et  deux  pinnis  inUriewrê  kj  B  (fig.  25)  ; 
ces  points  étant  considérés  comme  des  billes  infiniment  petites  ^ 
et  la  circonférence  comme  une  ligne  matérielle  parfaitement 
élastique:  onpr(q>osé  dé  dUmninef  sur  la  circonférence  un 
point  D  tel  que  la  bille  A ,  dirigée  vers  le  point  D ,  remenme 
au  point  B ,  aprA  s^itre  réfléchie  sur  la  drconférenee. 

1 .  Supposez  le  problème  résolu  ^  et  menez  les  cordeM  fi&F, 
DBE,  et  les  tangentes  HDG^  IPH,  EG.  Les  aëglcs  FDH, 
ÉDG  seront  égaux  iècmc^  les  cordes'BAF,  DfiE;  îluronria 
niéine  longueur ,  et  par  conséquent  le  triangle'  DBF  sera 
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égal  na  triangle  DGE.  D'ailleurs,  les  points  H,  G,  appar- 
tiennent aux  polaires  OX,  OY  des  points  donnés  A^B  : 
ainsi  ^  la  question  se  ramène  à  inscrire  dans  l'angle  donné 
YOX,  une  droite  HDG  qui  toncbe ,  en  son  milieu  D,  une 
drconférenee  située  dans  l'intérieur  de  Tangle. 

Pour  mettre  en  équaitions  ce  dernier  problème ,  je  dirige 
les  axes  de  coordonnées  suivant  les  oôté^  OX,  OY  de  l'angle 
donné  YOX  ;  et  je  prends  pour  inconnues  les  deux  coordon- 
nées ar'^y,  du  point  D ,  milieu  de  SDG.  Le  coe£Bcient  de 

rindinaison  de  la  droite  HDG,  snr  TaxeOX,  sera  — ^, 

opnmie  ilest  facile  de  s'en  assurer.  De  plus ,  on  sait qae  si 

f{x^y)  =;  0  est  l'équation  de  la  courbe  FDE ,  et  X\  Y'  les 

dérivées  de/(x ,  y) ,  relatives  kxeiy,  dans  lesquelles  les 

variables  x,  y  sont  remplacées  par  a/,  y\  le  coe£Bcient  d*in- 

X' 
dinaison  de  la  tangente  HDG  a  aussi  pour  expression  — ^,  : 

donc  ^=*^5  d'où  Yy  — XV  =  0.  Par  conséquent,  on 

aura  »  poor  déterminer  les  valeurs  des  inconnues  :x!^y\  les 
équations /(x',/)  =  0,  Yy — XV=  0, 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  courbe  FDE  dont  l'équation  est 
J'{x,y)  =  0^  le  point  D  auquel  il  faut  mener  la  tangente 
HDG  est  situé  sur  la  ligne  Yy  —  Xx=:  0. 

Dans  la  question  proposée,  la  courbe  FDE  étant  une 
drconférenee,  réqualion/(j:,^)  =  0  devient r*  +  J?* -f 
2aycosB-\-ay'{'bx-\'C=:0.  L'angle  B  est  Tangle  YOX 
que  forment  les  polaires  OX^OY  des  points  A,  B.  Les  coef- 
ficients tf ,  & ,  diangés  de  signe ,  représentent  les  doubles 
des  distances  du  point  0,  pôle  de  la  droite  AB,  aux  pieds  des 
perpendiculaires  CL,  CI,  abaissées  du  centre  G  sur  les  axes. 
Et  le  ooefBdent  c  est  le  carré  de  la  tangente  menée  du  point  O 
i  la  drconférenee.  On  a  d'ailleurs  Y=2^+2xcosO+a, 
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X=2Lr+î{rcosO+&i  et  par  suite  réquatioiiT^—XjrsrO 
défient  ^*  — 2a:' -h ay—bx=0. 

Elle  représente  nne  hyperbole  èqnilatère  d<Hit  les  asymp- 
totes sont  paraUèles  aux  bissectrices  des  angles  formés  par 
les  polaires  OX,  OY  ;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les 
asymptotes  sont  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  que 
forment  les  droites  GÂ,  CB.  Cette  hyperbole  passe  par  les 
quatre  sommets  du  quadrilatère  OIGL  ^  elle  a  son  centre  au 
milieu  de  la  diagonale  IL.  Enfin ,  les  tangentes  à  la  conriie , 
aux  points  L,  I ,  où  elle  coupe  les  polaires  des  points  B,  A , 
sont  parallèles  à  la  droite  BA.  En  effet ,  ces  tangentes  doi- 
vent être  perpendiculaires  à  Thypoténuse  des  triangles  rec- 
tangles OLG^  OIC,  dont  les  côtés  de  l'angle  droit  sont  des 
cordes  de  Tbyperbole  équilatère  ;  et  la  droite  AB  est  aussi 
perpendiculaire  à  CO,  car  le  point  O  est  le  p6le  de  AB. 

Dans  le  cas  particulier  où  CA  =  CB  ^  on  a  :  CI  =  CL  ; 
01  =0L;  a=&,  et  alors,  Tèquation  SJ;^"— Ste'+^f— 6x  =  0 
représente  les  deux  diagonales  CO ,  IL  du  quadrilat&re  COLI. 

Si  Ton  suppose  CA>»CB,  on  aura  GI<CL,  l'angle 
ICO  >  l'angle  LCO.  La  bissectrice  de  l'angle  ACB  sera  si- 
tuée dans  Fintérieur  de  Tangle  ICO ,  et  comme  cette  bissec- 
trice est  parallèle  à  Tune  des  asymptotes,  il  faudra  que  les 
deux  points  C ,  I  se  trouvent  sur  une  des  deux  brandies  de 
l'hyperbole,  et  les  points  O,  L  seront  situés  sur  l'autre 
branche.  La  première,  qui  passe  par  le  centre  du  cercle, 
coupera  nécessairement  la  circonférence  en  deux  points  D, 
D'.  Et  il  est  facile  de  reconnaître  que  ces  deux  points  satis- 
font à  la  question  proposée.  C'est-à-dire  que  si  Von  dirige  la 
bille  A  vers  un  de  ces  points ,  par  exemple  au  point  D,  elle 
reviendra  en  B,  après  s'être  réfléchie  sur  la  circonférence. 

Car  le  rayon  CD  étant  moyen  géométrique  entre  CA  et  CI; 
les  triangles  CD  A,  CDI  sont  semblables,  et  l'angle  ADG  = 
=rDIC.  De  même,  la  similitude  des  triangles  GDB,  CDL 
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donne  BDC  =  DLC.  Mais  Thyperbole  considérée  étant  éqni* 
latère,  la  diflTérence  des  angles  DIL,  DLf  est  ^ale  à  la  dif- 
férence des  angles  CIL,  GU  f) ,  on  a  donc  DIG  =  DLG,  et 
par  conséqnent  ADG  =  BDG. 

D'après  cela,  on  voit  que  la  question  proposée  admet  au 
moins  deux  solations. 

2.  Le  nombre  des  solations  est,  dans  tons  les  cas,  égal  à 
celai  des  points  communs  à  la  circonférence  et  à  Fbyperbole. 
Afin  de  déterminer  le  nombre  de  ces  points  par  le  calcul  le 
plus  simple ,  je  transporte  Torigine  des  coordonnées  au  centre 
G  de  la  circonférence.  Puis  je  dirige  Taxe  des^^  suivant  la 
bissectrice  GY  de  l'angle  AGB  des  deux  droites  GA  ,.GB ,  me- 
nées du  centre  aux  deux  points  donnés  A ,  B  (/!gf.  26) ,  et  je 
prends,  pour  axe  des  x  ,  la  bissectrice  de  l'angle  adjacent 
BGA',  en  supposant  toujours  GB  <CGA.  Epfin,  je  nomme  a , 
€  ,  les  coordonnées  x^  ^  du  centre  de  l'byperbole ,  situé  au 
milieu  M  de  la  droite  IL ,  qui  unit  les  pieds  I ,  L  de»  perpen- 
diculaires abaissées  du  centre  du  cercle  sur  les  polaires  des 
points  A ,  B  i  et  r  le  rayon  de  la  circonférence. 

L'équation  de  la  circonférence  sera  y  +  x*  =  ^,  et  cMe 

de  rbyperbole  :  j?r  — «r  — 6j:=0.  La  première  donne 

y           r— J?                               y              r^x 
-:i—  = ;  et,  en  posant =z,  =  z,  on  en 

^rz  r(i — z*) 

déduit  :  y  = ; ,  x  =     .  ■     ,  .  Substituant  les  valeurs 

^  1  +  2  1  +  z 

dex,^dans  a^r  —  s^r  — 6-2^  =  0,  il  vient: 

2r'z  (1  —  z')      2arg  +  6r(i  —z*)_ 

(i+zr  (1+*')     ■"  ' 


(*)  La  différence  des  angles  formés  par  le  diamécre  IL  avec  les  ooides  sup- 
ptémentaires  menées  à  ses  extrémités,  est  égale  à  l'angle  de  ee  diamètre  et  de  la 
ungenie  menée  par  l'une  de  ses«xtrémitéB.  La  tangente  à  rbyperbole  au  point  I 
étant  parallèle  k  AB ,  Tangle  dont  il  s'agit  est  précisément  celui  des  deux 
droites  AB,  M, 
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Posons -î^  =  À,a(!:=^  =  B,  il  eo  résulter. 

l'équation  2*+ As'+Bz  — 1=:0,  qui  a  déjà  été  discnièe 
(t.  ll,pag.  18-21). 
On  a  démontré  que  si  les  coefficients  A ,  B  de  cette  der- 

(A+B\-     /A     B\* 

1  <  0 ,  ses  quatre  racines  sont  réelles  et  inégales. 
Deux  de  ces  quatre  racines  réelles  deviennent  égales. 

Deux  des  racines  de  Téquation  sont  imaginaires,  si  Ton  a 

m'-(^)'->»- 

Or,le8ég*Jité8  A=— ?i?^,  B  =  ^^''~''^  dooaent 

A+B  a         A— B  r 

-j— =  irg,  et— j—=  —  -.  Par  suite,  on  a: 

m'-(^y-.=\>?-N/?-> 

on  en  oonclaera  que  : 

L'équation  ï«—  H^i^ ^3  +  ^(''  —  o)^  _ i  =  o  avses 
quatre  racines  réelles  et  inégales,  lorsque  les  coordonnées 
a ,  6  du  centre  de  l'hyperbole  satisfont  à  Finégalité  vâ?+ 

l/ê'  <  v^.  Deux  des  racines  réelles  de  cette  équation 
deviennent  égales  entre  elles,  lorsque  les  coordonnées  s€ 

donnent  k  ?  +  v¥  =  V?.  Deux  des  racines  sont  imagi- 
naires ,  si  l'on  a  K?  +  \/?">  V/?. 
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Dans  le  premier  cas ,  chacune  des  branches  de  l'hyperbole 
coupe  la  circonférence,  et  alors  le  problème  admet  quatre 
solutions,  déterminées  par  les  quatre  points  E,  F,  D,l>', 
communs  aux  deux  courbes. 

Dans  leseoondylabranchederbyperbolçEE' qui  ne  contient 
pas  le  centre  du  cercle ,  devient  tangente  à  la  circonférence. 
Et  enCn,  cette  branche  n'a  aucun  point  de  commun  avec  la 

circonférence  quand  l'inégalité  1^  +  i/ê  >  )/r^  a  lieu. 

La  condition  k7"4-  ^^^'  <  ^^  montr#dans  quelle  par- 
tie du  plan  du  cercle  doit  se  trouver  le  milieu  M  de  la  droite 
IL,  pour  qu'il  soit  possible  de  déterminer  sur  la  circonfé- 
rence quatre  points  E^  E*,  D,  ly  satisfaisant  à  la  question 
proposée.  En  effet,  construisez  la  courbe  PQRS  {fig.  26) , 

dont  l'équation  est  yx'  +  t/y  =  i/r\   Si   la   condition 

Il î 

J^+  Ke*  <  yl^  est  remplie,  le  point  M  devra  être  situé 
dans  l'intérieur  de  la  partie  du  cercle  terminée  par  cette 
courbe.  C'est  le  cas  particulier  où  le  problème  admet  quatre 
solutions.  Lorsque  le  point  M  est  sur  la  courbe,  le  nombre 
des  solutions  se  réduit  à  trois  ;  et  il  y  en  a  seulement  deux , 
si  ce  point  est  extérieur  à  la  partie  du  cercle  terminée  par  la 
courbe.  On  conçoit,  d'après  cela,  que  le  nombre  des  solu* 
tions  est  égal  à  celui  des  tangentes  que  Ton  peut  mener  par 
le  point  M  à  la  courbe  PQRS.  C'est  d'ailleurs  ce  qui  résul- 
tera des  considérations  suivantes. 

Je  prolonge  la  droite  CM ,  d'une  longueur  MM  =  CM  ;  le 
point  N  sera  sur  l'hyperbole.  Je  joins  le  point  N  à  un  des 
points,  E',  communs  à  Thyperbole  et  à  la  circonférence',  par 
la  droite  NF,  dont  le  prolongement  coupe  les  asymptotes 
aux  points  O,  0',  et  les  axes  des  coordonnées  en  H,  G.  Je 
mène  encore  le  rayon  CF,  et  la  droite  MF  parallèle  àCF.  Le 
point  F  sera  le  milieu  dé  la  corde  MF,  puisque  M  est  le  mi- 
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lieu  de  CN.  De  plus ,  NO  =  VOf,  oomme  parties  d'ane  sécante 
à  rhyperbole,  comprises  entre  la  coarbe  et  ses  asymptotes  ; 
donc  f  le  point  F  est  an  milieu  de  la  droite  OCÏ.  D'où  je  con- 
clus ,  à  cause  du  parallélisme  des  droites  CE',  MF,  que  E  est 
aussi  le  milieu  de  Tbypoténuse  HG  du  triangle  rectangle 
HCG.  Et,  par  suite ,  HG  =  2CE.  Ze  qui  montre  d'abwd 
qu'on  obtiendra  les  points  cherchés  E',  E ,  D',  D ,  en  menant 
par  le  point  N ,  donné  dans  l'intérieur  de  l'angle  droit  YGX  , 
des  droites  telles  que  leurs  parties ,  comprises  entre  les  o6tés 
de  l'angle  prolongés ,  soient  égales  au  diamètre  du  oerde ,  et 
en  prenant  les  milieux  de  ces  droites. 

Gela  posé ,  si  Ton  conduit  par  le  point  M ,  milieu  de  CN , 
une  parallèle  à  HG ,  terminée  à  la  rencontre  des  axes  OX , 
OY,  elte  sera  égale  à  la  moitié  de  HG  ,  c'est-à-dire  au- rayon 
r  de  la  circonférence.  Or,  toute  droite  égale  à  r,  et  inscrite 
dans  les  angles  formés  par  les  axes ,  est  tangente  à  la  courbe 

PQRS  dont  l'équation  est  yp  +  U^=  V^  (t.  I,  p.  265). 
Donc,  à  chacun  des  points  E,F,  D,iy,  correspond  nne 
tangente  à  la  courbe  PQRS ,  menée  par  le  point  M ,  et  réci- 
proquement. (Test  ce  que  nous  Voulions  démontrer. 

3.  Lorsque  GA.=CB  (fig.  27),  on  aCIsCZi  ,•  le  triangle  CIL 

étant  isocèle,  la  bissectrice  GY  de  l'angle  ICL  passe  par  le 

milieu  M  de  la  base  IL  du  triangle,  et  a  =  0.  L'équation 

2(r+a)  2(r — a) 

z*  +  — ^-^ —  2'  +  — - —  2 —  1  =  0  est  alors  une  équation 

o  o 

2r         2r 
réciproque  2*—  --25  +  ---a— 1  =0;  et  il  est  facile  delà 

résoudre ,  et  d'obtenir  les  coordonnées  des  points  cherchés , 

au  moyen  des  relations  ^  =  - — ; ,  j:  =    ■        ,    .Mais, 

1  +  2  \  "T  Z 

dans  ce  cas  particulier,  l'équation  x^— «r  —  6j:=0  devient 
jcy — 6jc =0  ;  cite  représente  les  deux  droites  j:=0 ,  ^^  =  6. 
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La  première  est  la  bissectrice  de  l'angle  ACB ,  la  seconde  est 
la  droite  IL.  La  droite  a:  =  0  coupe  toujours  la  circonfé- 
rence en  deux  points  D ,  IV  (fig.  27) ,  qui  satisfont  éyidem- 
ment  à  la  question  proposée.  Si  la  distance  CM  ou  6  est 
moindre  que  le  rayon  du  cercle ,  la  droite  IL  rencontrera  la 
drconférence  en  deux  points  E ,  F,  qui  conviendront  aussi  à 
la  question.  Cest  ce  que  l'on  peut  vérifier  en  conduisant  les 
droites  EA ,  EG ,  £B.  Car  le  rayon  £G  étant  moyen  géomé- 
trique entre  GA  et  CI ,  les  triangles  EGA ,  IGE  seront  sem- 
blables ;  donc,  Tangle  AEG  =  Tangle  GIL.  I)e  même ,  la  si- 
militude des  triangles  GEB ,  GEL  donne  BEG  =  GU.  Mais 
les  angles  GIL,  GLI  sont  égaux,  puisque  GL=GI.  Par 
conséquent  AEG  =  BEG.  On  prouverait,  de  même,  que 
AE'G  c=s  BEG. 

4.  Si  les  points  donnés  A ,  fi ,  sont  en  ligne  droite  avec  le 
centre  G  du  cercle  [fig.  28)  :  la  droite  IL  coïncidera  avec 
Taxe  GX;  Fordonnée  €  du  milieu  M  de  IL  sera  nulle.  Alors 
l'équation  xj- —  ay  —  6jr  =  0  se  réduit  kjcy  —  a^  =  0  ;  elle 
représente  les  deux  droites  ^  =  0 ,  x  =  a.  La  première  ren- 
contre la  circonférence  aux  points  D ,  ly,  qui  répondent  à  la 
question  proposée.  La  droite  x  =  a  rencontrera  la  circonfé- 
rence en  deux  points  E ,  E',  lorsqu'on  aura  «  <  r.  Et  ces 
deux  points  satisferont  encore  au  problème.  Pour  le  vérifier, 
je  mènerai  la  tangente  HEG ,  qui  coupe  aux  points  H ,  G  les 
polaires  IH,  LG  de  A,  B.  On  aura  HE  =  EG,  puisque 
IM=ML.  D'ailleurs ,  la  corde  des  contacts  EK  des  tangentes 
HE ,  HK  passe  par  le  point  A ,  et  celle  des  tangentes  GE ,  GF 
contient  le  point  B.  Les  triangles  isocèles  KEH,  FGE  étant 
égaux ,  on  aura  l'angle  HEK«=:  FEG.  G'est  ce  qu'il  fallait 

démontrer. 

G. 
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DE  QUELQUES 
PROPOSITIONS  SUR  LES  NOMBRES. 


Profeatear  à  l'École  lutTiJe. 


Le  carré  d'un  nombre  entier  qaelcoqque  n  est  ^al  à  La 
somme  de  tous  les  nombres  impairs  depuis  l'unité  josqu'an 
double  de  ce  nombre  diminué  d'une  unité. 

(Test-à-dire  :    /»*  «  1  +  3  +  5  + ....  +  (2»—  1). 

n  est  d'abord  éyident  que  la  proposition  est  vraie  poor  I , 
'fk)nr  2  dontlecarTé4estégalàl  +  3,poor3dont  le  carré 
9  est  égal  à  f  +  3  +  ^9  ^^  il  ^t  Eaciie  de  prouver  que  si  la  loi 
est  vraie  pour  le  nombre  n ,  elle  est  encore  vraie  pour  n-\-\, 
car  si 

1+3  +  5  +  ....  +  (2i»  — l)  =  n% 

on  obtient  aisément  -. 

1  ■4-3+5+.... +  (2n—l)+(2/i+i)  =  (/i'+2/i+l)=(n  +  l)\ 

Donc  la  suite  des  nombres  impairs  rq>résente  un  carré  quel- 
conque ,  et  en  prenant  un  nombre  quelconque  de  termes  de 
la  série  1+3+5+ ....  +(2n+l)+etc.,  on  a  néoessaironent 
un  carré.  On  voit  aussi  que  les  carrés  sont  alternativement 
pairs  et  impairs  ;  ce  qui ,  au  reste ,  est  évident  à  priori. 

Si  on  considère  la  série  qui  représente  les  cubes  de  tous 
les  nombres  entiers  :  1  +  7  + 19  +  37+61  +  91  +  etc.^on 
voit  aussi  que  tous  les  termes  de  cette  série  sont  des  nombres 
impairs  ;  et  même  tous  ceux  que  j'ai  écrits,  et  bien  d'autres 
encore,  sont  des  nombres  premiers  absolus;  ce  qui  ferait 
croire  que  la  formule  3r'  +  3/i  + 1  ne  représente  que  des 
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nombres  premiers,  si  on  ne  sayait  qu'il  n'existe  aucune  for- 
mule algébrique  propre  à  n'exprimer  que  des  nombres  pre- 
miers. (  Legendre ,  Théorie  des  nombres.  ) 

Mais  si  la  formule  Zn*  -{-  3n + 1  ne  contient  pas  seulement 
des  nombres  premiers,  elle  en  contient  on  si  grand  nombre 
qu'on  peut  les  ranger  h  côté  de  ces  formules  rernsorquables 
citées  par  Enler ,  Legendre,  etc. 

Il  est  aisé  de  yoir  que  3n*  -j-Zn+i  représente  toujours 
un  nombre  impair  ;  mais  à  priori  on  yoit  que  les  nombres 
entiers  étant  alternatiyement  pairs  et  impairs,  il  en  sera  de 
même  de  leurs  puissances  d'un  ordre  quelconque,  et  que  par 
conspuent  la  ditTérenoe  entre  deux  puissances  n«  consécu- 
cutiyes  est  toujours  un  nombre  impair  ;  de  sorte  que 

(n  +  l)-— n-=i»ii— +^!îi^^=ll2/»-^'+etc +  1 

est  toujours  un  nombre  impair. 

On  peut  se  demander  si  3n'  +  3n  -f  1  ne  peut  pas  être  un 
carré  parfait?  ce  qui  reyient  à  dire  :  L'équation  indéterminée 
3j:'+  Zx + l=r^«  est-elle  susceptible  de  donner  pour  x  eijr 
des  yaleurs  rationnelles  ? 

On  peut  appliquer  à  la  recherche  des  solutions  rationnelles 
de  cette  équation  un  procédé  qui  conyient  à  tous  les  cas,  et 
qu'en  conséquence  je  yais  déyelc^per  sur  l'équation  générale. 

Soit  :  00^  +  bxy  ^cy+dx  +  ey  +/=  0  dont  il  s'agit 
do  trouyer  les  solutions  rationnelles  pour  x  et  pour  y. 

Résolyons  l'équation  par  rapport  à  x.  On  a 

«a         Un 

Pour  que  les  yaleurs  de  j:  et  de^  soient  rationnelles ,  il 
faut  et  il  suJDBt  qu'il  existe  des  yaleurs  rationneUes  de^  qui 
rendent  la  quantité  sons  le  radical  un  carré  parfait. 
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Proposons-noos  donc  de  troayer  des  Taleun  de  ^^  qui  : 
dent  ny^  +py  +  ^  un  carré  parfait. 

Egalons  ny+py-i-q kO,  et  supposons  d'abord  que  les 
valeurs  de  j^  tirées  de  cette  équation  soient  réelles  et  ^ales 
à  p  et  P'-  On  aura 

i^ny  ^py  +  5  «  \^{ny—  np)  {y  —  p')  ; 

on  pourrait  trouver  tout  de  suite  une  solution  en  égalant  les 
deux  facteurs  sous  le  radical  \  mais  remarquons  que,  sans 
changer  Féquation ,  on  peut  multiplier  Tun  de  ces  faclears 
par  une  quantité  arbitraire ,  pourvu  qu'on  divise  Vautre  par 
la  même  quantité.  On  a  ainsi 


V 


^!^^^fy-ms 


et  si  nous  posons  : 

nous  obtiendrons  des  valeurs  Aty  fonctions  dey*,  et  qui  sa* 
tisferont  à  la  question  toutes  les  fois  que/ sera  rationnel. 
De  Féquation  précédente  on  tire  : 

substituant  cette  valeur  de  y  sous  le  radical ,  on  a 

et ,  par  suite , 

2a  2a 

• 

Donc ,  pour  toute  valeur  rationnelle  de/,  on  a  une  valeur 
rationnelle  pour  y  et  deux  valeurs  rationnelles  pour  x. 

Mais  il  pourrait  se  faire  que  p  et  ff  fussent  imaginaires , 
alors  il  faudrait  modifier  notre  méthode. 
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Il  pourrait  se  faire  aasri  que  3  et  ^'  fimeat  irrationneb  ; 
ces  deox  cas  se  présentent  à  la  fois  pour  Féquation  3x*+ 
3ar  +  i  =  r*  9  car  si  on  égale  3 x'  +  3^:  -f  1  à  0  ^  on  tire 

Yoid  comment  on  pent  opérer  dans  ce  cas  : 

On  soppose/de  la  forme  fl+6\/— 1.  Alors  évidemment 
la  valeor  générale  de  y  devient  en  partie  réelle ,  en  partie 
imaginaire  ;  mais  le  coefficient  de  la  partie  imaginaire  con- 
tient h ,  on  pourra  donc  profiter  de  l'indétermination  de  b 

pour  égaler  à  0  le  coefficient  de  \/ —  i  ;  ensuite  on  disposera 
de  tf  de  manière  à  rendre  le  radical  un  carré  parfait.  Et  il 
est  dair  que  y  ayant  une  valeur  réelle,  x  aura  aussi  une 
valeur  réelle  ;  car  le  produit 

est  toujours  réel  quand  y  est  réel. 

Resterait  à  séparer  les  valeurs  entières  de  x  et  de^  :  ce 
pirocédé  est  en  général  insuffisant  ;  mais  il  peut  servir ,  dans 
certains  cas,  à  trouver  un  grand  nombre  de  valeurs  ration- 
nelles ;  et  comme  il  est  infiniment  plus  simple  que  le  procédé 
indiqué  par  Legendre,  dans  sa  Théorie  des  nombres,  il  sera 
peut-être  utile  que  j'y  revienne  dans  un  prochain  article. 


ANALYSE  D'OUVRAGES. 


VrograWÊM  développé  d'un  cours  d'arithmétique  élémentaire 
renfermant  ^  ùutre  les  questions  nécessaires  à  tout  examen , 
des  tableaux  comparatifs  des  anciennes  et  nouvelles  mesures 
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ei  âM  $akul  4e$  inlérUs  (pr^ière  partie);  par  L.  Gai- 
TELNàu,  professeur  de  mathématiques  (*}. 

Le  progpramme  qae  nous  annonçons  ne  consiste  pas  mn- 
qaement  en  une  table  des  matières  traitées  dans  la  plupart 
des  ouvrages;  c'est  un  exposé  méthodique,  une  analyse  rai- 
sonnée  des  principales  questions  dont  l'ensemble  forme  un 
cours  d'arithmétique  élémentaire.  L'auteur  a  su  faire  entrer 
dans  l'énoncé  même  des  questions  proposées  une  indication 
sufllsante  du  moyen  de  les  résoudre;  en  rapprochant  les 
principes  par  tous  les  points  qui  leur  sont  communs,  il  a  fa- 
cilement établi  leur  liaison,  et  mis  en  évidence  les  avantages 
qui  résultent  d'une  théorie  bien  fiiite. 

Ce  programme  est  destiné  à  des  commençants.  Il  se  com- 
pose de  six  chapitres  subdivisés  en  leçons,  dont  l'étendue  a 
toujours  été  proportionnée  à  la  di£Bculté  du  sujet  qu'on  y 
traite;  plusieurs,  des  leçons  se  terminent  par  des  applications 
numériques  très-hien  choisies  pour  donner  uoe  idée  précise 
des  simplifications  dont  les  règles  générales  sont  parfois 
susceptibles. 

Le  programme  de  M.  Cagielnau  sera  Irès-utile  aux  âèves 
de  première  année,  il  convient  parfaitement  à  l'enseigiieoiient 
des  écoles  primaires. 


ANNONCES. 


1.  TraiU  d^anthmétique  à  Vu9age  des  élèves  qui  Bede^ine^ 
f  école  militaire ,  à  V  école  des  mines  ^  au  génie  dvit  eià  la 


(*)  Se  trouTe  chez  A.  Allouard ,  libraire-eommiMioDDaire.  Parts,  quai  Vol- 
taire, 21.  Prix,  i  fr. 
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inarîfte;parG.  Becml,  professeur  de  mathématiqpês  supé- 

rieores  au  collège  royal  d'Ara  (*) . 

Le  gouveniement  belge  a  souscrit  pour  80  exemplaires  à 
cet  ouvrage.  Nous  en  rendrons  compte  dans  un  de  nos  pro- 
cbains  numéros. 

3.  Leçons  de  géométrie ,  suivies  de  notions  élémentaires  de 
géométrie  descriptive  ;  par  L.*P.  Girodde  ,  professeur  de 
matliématlques  au  collège  royal  de  Henri  lY  ;  ouvrage  au- 
torisé par  le  conseil  royal  de  Tinstraction  publique , 
deuxième  édition;  Paris,  chez  Hachette,  libraire,  rue 
Pîerre-Sarrazin ,  12;  18^4.  (On  en  rendra  compte.) 

^.  La  deuxième  édition  iesÉlémentsde  géoméiriede  M.  Lion- 
net ,  professeur  au  collège  Lonis^le-Grand,  vient,  sur  le 
rapport  de  M.  Sturm ,  et  sur  la  proposition  de  M.  Poinsot , 
d'être  adoptée  par  le  conseil  royal  de  l'instruction  publique, 
pouf  Tusage  des  collèges  ;  chez  Dézobry,  libraire ,  rue  des 
Maçons-Sbrboùne,  i.  (Voir,  1. 1,  p.  431.) 

4.  ÉléhiAvi^  o*ÂiiG*BRE /par  M.  iBourdofi,  inspecteur  général 
de  l'Université  ;  9*  édition.  1  vol.  in-8%  1843.  —  Chez 
Bachelier j  libraire ,  quai  des  Augustins,  55. 

5.  CoBBS  DB  GAoMdTRiB  ÉLteBriTAiRBi  pBrM«  jé.J.  H.Fincmi^ 
professeur  au  collège  royal  Saint-Louis;  revu  conjoinle- 
ment  par  l'auteur  et  par  M.  Boiirdm,  inspecteur  général 
de  l'Université;  5*  édiiion.  1  voL  in-S^'avec  pbindies7i8A4. 
(Ouvrage  adopté  par  l'Université.  )  —  Chez  Bachelier^  li- 
braire ,  quai  des  Augustins^  55. 


(*)  3  TOI.  in-«.  Setroore  à  Paris,  chez  Btobelier,  imprimeur-libraire,  quai 
des  Grands- AugniUns ,  $9.  Prix ,  s  fr. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES. 


QUESTION  84. 

On  a  mis  dans  une  urne  20  billets  namérotés  1,2,.... 
âO.  Sur  ce  nombre,  il  y  a  5  bons  billets  et  15  maoTais. 
20  p^sonnes  doivent  puiser  successiyement  dans  l'urne  et 
prendre  un  des  billets.  La  chance  de  prendre  un  bon  billet 
est-elle  la  même  ponr  toutes  ces  personnes  ?  (  Fodot.  ) 

OOBSTION  85. 

On  a  un  jeu  complet  de  52  cartes  ;  on  les  jette  suooesaive- 
ment  sur  une  table  ^  en  les  retournant  et  prononçant  à  me- 
sure,  1,2,  3 , ....  13,  et  recommençant.  Quelle  est  la  pro- 
babilité de  rencontrer  juste?  L'os  compte  pour  1 ,  le  vaUi 
pour  11 ,  la  dame  pour  12,  et  le  rot  pour  13.  (  Fodot.  ) 

QUBSTION  S6. 

Inscrire ,  dans  un  triangle  donné ,  une  ellipse  dont  la  sur- 
face soit  égale  k  celle  d'un  cercle  donné. 

En  discutant  cette  question ,  on  déterminera ,  comme  cai 
particulier,  Véllipse  inscrite  dont  la  surface  est  un  maximum. 
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STATIQUE  APPLIQUÉE  AU  MAGNÉTISME 

(École  normale). 

* 

Note  sur  la  manière  de  corriger  le  défaut  de  centrage  de$ 
boussoles  d'inclinaison. 


VAa  M. 

Profeiseur  au  collège  de  Gbarlemegne. 


Oq  sait  quil  est  presque  impossible  de  constraire  ane  ai- 
guille dlndinaison  de  manière  qne  l'axe  autour  duquel  elle 
est  mobile  passe  exactement  par  le  centre  de  gravité  de  celte 
aiguille.  Pour  constater  ce  défaut  de  cenirage ,  on  fait  coïnci- 
der le  plan  de  rotation  avec  le  méridien  magnétique,  et  Ton 
observe  l'angle  a  que  l'aignilie  en  équilibre  fait  avec  l'bori- 
zontdle  menée  dans  ce  plan  ;  puis  on  change  le  sens  de  l'ai- 
madrtatkmdefaigniUe,  et  l'on  reconnaît  que  dans  le  même 
méridien  elle  fait  avec  rhorizontale  un  angle  a\  qui,  dans 
les  appareils  les  plus  précis ,  diffère  peu  du  premier  angle  a , 
mais  qui  ne  lui  est  jamais  égal.  On  a  coutume  de  prendre 

pour  mesure  de  l'inclinaison  la  moyenne  — - — .  Je  me  pro- 
pose ici  d'apprécier  cette  ccnrection ,  et  en  outre  de  la  mo- 
diier  dans  les caa  où  elle  serait  insuflSsante.  Pour  cela,  je 
n'aurai  qu'à  résoudre  et  à  discuter  un  problème  fort  simple 
de  statique ,  dont  voici  l'énoncé. 

Une  aiguille  aimantée,  qae  Ton  suppose  réduite  à  son 
axe,  étant  suspendue  par  un  de  ses  points  F  voisin  de 
son  centre  de  gravité  G,  a  fait  avec  rhorizontale  un  angle  a 
dans  le  méridien  magnétique.  La  même  aiguille  suspendue 

ARN.  DB  MATBÉM    m.  18 
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par  le  même  point  F,  mais  aimantée  inégalement  et  en  sens 
contraire ,  a  fait  avec  rtiorizontale  un  angle  d  dans  ce  méri- 
dien. On  demande  Tinclinalson  yraie  de  raigniUe,c*est-iH 
dire  Fangle  i  qn'elle  ferait  avec  rhorizontale  dans  le  même 
méridien,  si  elle  était  saspendne  par  son  centre  de  grayité. 
On  admet  que  dans  les  deax  cas  la  distribation  da  magné* 
tisme  libre  soit  la  même  suivant  la  longueur  de  raignille.  De 
{dus,  lorsqu'on  la  suspendait  horizontalement  (^)  soos  Tin- 
fluence  seule  du  globe,  èl  ^'ou  Técartait  de  sa  directioo 
d'équilibre,  elle  eiLéeotait  en  une  minute  n  oscillations  dans 
le  premier  cas,  et  n'  dans  le  second. 

Jotuliofi.  Plaçons  l'observateur  à  Paris  ou  en  un  point 
quelconque  de  notre  hémisphère  magnétique.  Soit  a  >•  41',  ce 
qui  revient  à  supposer  qUe  dans  le  premier  état  magnélfa|iie 
de  l'aiguille  son  centre  G  soit  situé  sur  sa  partie  oiMfraie, 
c'est-à-dire  sur  celle  qui  s'abaisse  vers  le  nord.  Alors  la  pe- 
santeur doit  augmenter  l'ioelinaison.  Désignons  par /y  le  poids 
de  l'aiguille ,  par  d  la  distance  inconnue  du  centre  6  an  poÉil 
ixe  F,  par  /  la  distance  FA  du  point  fixe  au  p61e  aualnl  A 
de  l'aiguille,  et  par  f  la  distance  FB  du  même  poiat  fixe  au 
pèle  boréal  B  {fig.  29).  Chacune  des  forces  du  coqde  teneslre 
appliqué  à  l'aiguille  pourra  être  représentée ,  d'après  la  théo> 
rie  du  pendule,  par  crC^  c  étant  un  poids  constant  dans  le 
même  lieu  pour  une  aiguille  dans  laquelle  la  distribution  du 
magnétisme  litoe  ne  change  pas.  Égalons  le  moment  du  poids 
à  la  somme  des  moments  des  florces  magnétiques  du  globe, 
forées  qui  font  avec  l^horizonlale  FH  l'angle  i  demandé  ;  il 
viendm 

pdcosa  =  cn^làn{a — i)  4-ciiVsin(a  —  i). 

Dans  le  second  état  magnétique  de  l'aiguille,  le  centre  G 


(*)  Celle  SQspeniion  s'opère  à  l'aide  d'on  étrier  de  fiapier  lopporté  par  ■■ 
loîf  SI  de  aolc  noi  iorda. 
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sera  situé  sur  sa  partie  boréale ,  c'est-à*dire  sur  celle  qui  s'é- 
lève vers  le  sod,  et  la  pesantear  diminoera  rindinaison. 
Chacune  des  forées  terrestres  aura  pour  valeur  en'*,  et  Té- 
quation  des  moments  sera  (*) 

/irf  cps  a'  =  cn'U  sin  (i  i-  ^')  +  en"  F  sin(i  —  a). 

Eu  divisant  «9S  dénx  équations  menbre  à  membre ,  nous  éli- 
asinerms/y,  d^a^l-^t^éi  nous  aurons 

cosa  __n*sîn(«  —  0 
De  là  on  déduit  sans  peine 

Discussion.  Cette  formule  montre  que  Tindinaison  réelle  i 
dépend  non-seulement  des  inclinaisons  apparentes  a  et  a', 
mai^  encore  des  intensités  relatives  du  magnétisme  développé 
dans  r.9iguiile  par  les  deux  aimantations  inverses.  Il  sera 
Xacile  de  rendre  n'  aussi  peu  différent  de  n  (|ue  l'on  voudra , 
en  prenant  une  aiguille  qui  ne  soit  pas  trop  fortement  trem- 
pée, en  l'aimantant  chaque  fois  avec  des  faisceaux  d'aimauts 
tsès-énergiques,  et  en  multipliant  les  friclîonà  de  manière  à 
saiurer  l'aiguille  dans  les  deux  cas.  Il  fai^dr^  aussi  que  \^  m^ 
tbode  d^airoantation  soit  es^acUQiuent  la  méni^  V^Aoal^  sw>Dd 
cas  que  dans  le  premier,  afin  que  rintervalle  ABof^I-J^H 
des  deux  pôles  demeure  constant.  Me«s  supposerons  donc, 


C)  D«ns  U  pratique  l'«ji«le  a  on  Fangle  âf  n'ait  pas  le  rétsltat  4^kne  tetle 
obiervaUoB  ;  a  ou  a'  eat  la  moyenDe  des  angles  que  Ton  obtient  en  présentant 
aneeeiaitemeot  la  même  face  de  l'aiguille  à  Test  et  à  l'ouest,  et  en  lisant  chaque 
fois  sur  le  limbe  gradué  aux  deux  extrémités  de  raiguille.  On  eorrige  ainsi 
i*  la  df&fma  possible  de  eolneldeDee  de  l^e  magnétique  avec  Taxe  de  figure, 
9»  la  faible  eonrbure  que  peut  avoir  ce  dernier  axe.  Pour  saTOir  jusqu'où  vont 
ordinairement  les  écarts  offerts  par  ces  diverses  déterminations  du  même  angle 
^p^a\  yojea  1»  TtmU -êxpétimfnt^  de  FéMriHié  pt  êièwuipUti»mê^  nar 
M.  Becquerel ,  t.  7 ,  p.  S7.  Vous  y  trouvères  des  exemples  numériques  1res- 
bien  choisis,  que  l'auteur  a  empruntés  aux  oj^fervatians  du  cepltaine  Duperrey. 
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claos  ce  qui  ra  suiyrc ,  n  =  n\  et  la  formule  deriendra 
tanga  +  tanga' 

Ainsi  la  tangente  de  la  véritable  inclinaison  e0  égale  é  la 
demi-somme  des  tangentes  des  deux  inclinaisons  observées. 

11  eM  aisé  de  conalraire  Tanglo  i  géométriqnemeat ,  ocw- 
naissant  a  et  a^  :  on  tracera  une  circonférence  de  cercle  avec 
un  rayon  égal  à  Tanité.  Soit  F  (fig,  30)  le  centre  ;  smt  FH 
on  rayon  horiiontal;  soient  HT  =  tanga  et  UT  =  tango'. 
On  prendra  le  milieu  O  de  la  différence  TT'  des  deux  tan- 
grates ,  on  joindra  ce  point  O  an  centre  F,  et  Tangte  HFO 
sera  évidenmient  l'angle  demandé  L 

De  cette  construction  résulte  l'inégalité 

.       a  +  fl' 

Car  si  Fou  menait  la  bissectrice  F(y  de  l'angle  TFT  ou 
a—a'y  elle  diviserait  la  base  TT'  en  deux  parties  TO'  et  OT, 
qui  seraient  entre  elles  comme  les  côtés  adjacents  FT  et  FT 
ou  comme  seca  est  à  seca'.  OT  serait  donc  plus  petit  que 

OT  ou  — ,  et  partant  HFO'  ou  —^  serait  plus  petit  que 

HFO  qui  est  notre  angle  i. 
On  déduirait  encore  cette  inégalité  de  Téquation   non 

résolue 

cosa  _  sin  (g  —  i) 
cosa' ""  sin(i— a')' 

En  eflbt ,  de  ^  >  a'  on  conclut  cosa  <  cosa'  ;  donc  on  doit 
avoir  sin {a  —  i)  <sîn  (i—a!) ,  et  par  suite,  a^i<Ci—a\ 

on  i  ^  fLt_ ,  c.  Q.  F.  T.  On  voit  donc  que  Tapproxima- 

a*^ii 
tien  usitée  qui  consiste  à  poser  i  =  ■      ■■  donne  une  incli- 
naison un  peu  trop  faible. 
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L'expression  qoe  j'ai  oblenoe  pour  tangî  n'étant  pas  im- 
médiatement  calculable  par  logarithmes,  on  pourra  la  rem- 
placer par  celle-ci  t 

8in(a  +  a') 
°        âcosacosa 

Mais  il  Tant  mienx  prendre  pour  inconnue  l'excès  de  i  sur 

- — ^.  Des  transformations  faciles  conduiront  à  la  formule 
u 

tang \i ^j  =  tang-^  tong  —^. 

Cette  ex|»easion  est  toujours  positive,  quel  que  suit  le  signe 
de  <t— #'  ;  ce  que  l'on  pourait  prévoir.  Elle  servira  à  calcu- 
ler i  très-simplement  en  fonction  de  la  demi-somme  et  de  la 
demi-différence  des  angles  observés  (*).  Cette  expression  a 
aussi  l'avantage  de  donner  la  mesure  de  Terreur  que  l'on 
commet  ordinairement  dans  la  pratique.  Pour  la  même  dif- 
férence a — a',  l'erreur  croit  à  mesure  que  l'inclinaison  aug- 
mente. On  conçoit  que  cette  erreur  soit  négligeable  pour  des 
inclinaisons  faibles  ou  même  moyennes.  Mais  pour  les  gran- 
des inclinaisons,  elle  devient  trop  forte  pour  qu'on  la  laisse 
subsister.  Appuyons  cette  remarque  de  quelques  exemples 
numériques. 


(*)  Si  Ton  ioppoMlt  A'  différent  de  f»,  00  fMinriendrait  à  la  formule  plue  gé- 
nérale 

[(nH»^«)  Unge  Ungy +(ii«-A'»j]  tong  y 
UDg(<-a)  -        »i^.|»'i  ^(„a_i»»t)  ungtt  laogi»' 

«4.0^  a — ûf 

dans  laquelle  j'ai  remplaeé  peur  abréger  -—-  par  0  et  — —  par  6^'. 

Si  Ton  faisait  »'— f»  dana  celle  ezpreasion ,  on  retomberait  sur  celle,  qui  est 
iodlquée  dans  le  texte.  Il  serait  aisé  aussi  de  trourer  le  rapport  qui  devrait 
•lister  entra  «.et  %\  pour  que  Ton  eût  rigoureusemeot 

04  a' 
tang  («^  0)  —  0 ,  ou  en  d'autres  termes  « — — — 

Mais  le  cas  où  celte  condition  serait  remplie  est  bciiucoup  trop  particulier  pour 
s«  présenter  dans  les  obserrations. 
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Vue  boussole  dlneliùaboû  peut  être  regardée  comme  iTi%- 
bonne ,  si ,  poar  des  incllaafsoiis  voisines  de  4&*,  la  ditfèrence 
a  — a'  n'est  que  de  T.  Posons  donc 

-1^  =  45"        et 

â 

nous  trouyerons  (*)  i r — =  15",72. 

L'errenr  ne  tombant  que  sor  les  secondes  a  pea  d'impor- 
tance; car  ici  ^  la  nature  des  observations  ne  permettant 
pas  d'atteindre  nne  précision  illimitée ,  il  est  pent-étre  inu- 
tile de  éftpasserlea  ■Hniile»  dans  révalnation  daa  an^es,  et 
un  Smrorott  d'exactitude  qaà  ne  porte  qoe  aw  les  seconde» 
eat^ns  doole  ilhuoire.  Mais  sopposons  qu'à  nne  haiile  laU- 
lude  rexpérieaœ  ait  donné 

a  — a'      _. 
—-—=88°        el 
2 

Il  tiendra 

On  commettrait  donc  une  erreur  notable  si  Ton  posait 
dans  ce  cas  1 2±= — — -.  Il  en  serait  de  même  à  fonkni  si 

la  différence  a --a!  surpassait  un  degré. 

a — ci 


(*)  L'angle  • ^--  élast  trés-peUl,  oA  pe«t  fMjoort  le 

2 

moyen  de  la  première  partie  des  tables  trigonométriques ,  qui  comprend  let 
togariUtdaed  des  sinus  et  des  tangentes  de  seconde  en  seconde  ponr  les  cinq 

a-f  a' 
premiers  degrés.  Le  ealenl  de  «  — offre  donc  un  peu  moins  d'îMeniUMie 

que  le  calcul  direct  de  Tanglet ,  pour  lequel  il  faudrait  généralement  recourir  à 
la  seconde  partie  des  tal^ies,  où  les  logarithmes  sont  espacés  de  dix  en  dix  seoon- 
des.  Toutefois  celle  remarque  n'a  de  valeur  qu'en  théorie,  parce  que  la  seconde 
partie  des  tables  donne  une  approximation  plus  que  suffisante  pour  les  angles 
déduits  de  Tobservalion. 
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a -h  a* 
Ainsi  la  moyenne  — - —  des  deux  angles  serait  trop  faible  de 

z 

près  d'un  deminiegré. 

Enfin  supposons  raiguille  asseï  mal  cttUrée  pour  qu'à  une 
certaine  latitude  elle  se  dirige  boriiontalement  dans  le  méri- 
dien magiiéyfae  après  le  renYersement  de  ses  pôles.  On  fe- 
rait alors  a'  =  0 ,  et  les  formules  se  réduiraient  à 


tangî  =  —^-^ ,  ****(*"  5)  "*  •*"«' 


â  f  '  ^\      2J  "  2 


Ces  foramles  seraient  alors  d'mie  aéeessité  ineontesCaUe. 
Ajoutons  cepenésnt  que  les  boossoles  d'incUnidsoa,  teUes 
qo'on  les  fabrique  aujourd'hui ,  ne  pourraient  présenter  cette 
ciroonatance  que  si  Tangle  'a  était  fort  petit,  c'est-à4ire  si' 
elles  étaient  transportées  dans  le  Toisinage  de  Féquateur 
magnétique. 

Notre  mode  de  oorrecfion  serait  encore  applicable ,  si ,  au 
lieu  de  chercher  à  mesurer  directement  Tindinaison  abso- 
lue i  dans  le  méridien  magnétique,  on  évaluait  les  inclinai- 
sons retottoes  H  et  S' dans  deux  {dans  verticaux  faisant  entre 
eux  un  angle  t.  Dans  cette  méthode  indirecte ,  on  calculerait 
i  par  la  formule  connue 

V/cof'  a  +  cot"  *"  —  2  COS  f  cot  i'  cot  *" 
COtl  = : , 

8m« 
et  ai  l'angle  c  était  droit,  ce  qui  est  le  cas  ordinaii;^,  on< 

aurait  

cot*  =  l/cofi'  +  cotV. 

Gomme  il  faut  renverser  les  pMes  de  l'aiguille  dans  cha- 
cune des  deux  observations ,  notre  calcul  donnerait 

-      •  ^       ^      tangtf  +  tangrt' 

dans  le  premier  cas ,    tang  v  =  — - — - — 2— , 

1  j       •  ^  .       n     ^ng  b  +  tang  y 

et  dans  le  second ,       tang  *"  =  — 2 — ^ — S—  ^ 
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b  et  b'  désignant  les  angles  homologues  aax  angles  a  et  ^. 
On  obtiendrait  ainsi  V  et  r"  pins  eiiactement  qac  si  Ton  se 
contentait  de  prendre 

et        *"=-2-> 

et  Fon  serait  conduit  à  nne  valenr  pins  rigonroisede  lindi- 
naison  absolue  L 

En  résumé  y  je  pense  que  le  mode  de  correction  qae  je 
proposé  aurait  quelque  avantage  même  pour  les  obserrations 
que  Von  fait -avec  les  meilleures  boussoles,  et  que  4e  plus 
il  servirait  à  utiliser  des  aiguilles  d'inclinaison  dont  le  défaut 
de  centrage  est  trop  grand  pour  être  suffisamment  corrigé 
par  l'emploi  des  moyennes ,  auquel  on  s'est  borné  jusqu'ici. 


MÉMOIRE 
SUR  LES  POLYGONES  RÉGULIERS. 

PAR    a.    ABIZOTi 

Professear  de  malhémaiiqnes  aa  collège  Saint-Louis. 


1.  Lorsqu'une  circonférence  est  divisée  en  un  nombre  m 
d'arcs  égaux ,  les  cordes  qui  sous-tendent  ces  arcs  forment  le 
polygone  régulier  ordinaire  de  m  côtés.  Mais  il  existe  plu- 
sieurs espèces  de  polygones  dans  Tordre  de  m  côtés.  (  Yoycr 
Mémoire  sur  les  polygones  et  les  polyèdres^  par  M.  Poinsot, 
Journal  de  V École  polytechniq%ie,  10*  cahier,  page  16.) 

Soit  a  un  nombre  entier  inférieur  et  premier  à  m,  toute 
corde,  qui  sous-tend  un  arc  égal  à  une  fraction  de  la  circon- 

fén^nce  marquée  par  --,  peut  être  considérée  comme  le  côté 
ni 

d*un  polygone  régulier  de  m  côtés.  Si  a  =3 1 ,  on  aura  le  po- 
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lygone  régulier  ordinaire ,  et  dans  tout  autre  cas ,  ce  sera  un 
polygone  régulier  étoile.  L'espèce  de  ce  polygone  est  mar- 
quée par  le  nombre  de  fois  que  le  périmètre  fait  le  tour  en- 
tier de  la  circonférence,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  par 
le  nombre  d*um(és  conteones  dans  le  numérateur  de  la  frac- 

lion  -. 
m 

â.  n  et  n'  étant  deux  nombres  entiers  quelconques  pre- 
miers entre  eux,  supposons  que  Von  connaisse  les  Taleurs  de 
tous  les  côtés  des  différentes  espèces  de  polygones  réguliers 
de  l'ordre  n  ainsi  que  de  Tordre  n\  et  proposons-nous  de 
déterminer  les  valeurs  des  côtés  des  différentes  espèces  de 
polygones  réguliers  inscrits  au  même  cercle  et  contenus  dans 
Tordre  marqué  par  le  produit  nn\ 

Rappelons  d'abord  la  proposition  suivante  démontrée  par 
M.  Poinsot.  (  rayez  Mémoire  déjà  cité.  ) 

Dans  Tordre  des  polygones  de  m  côtés,  il  y  a  autant  d'es- 
pèces différentes  qu'il  y  a  de  nombres  premiers  à  m  depuis 

Tanité  jusqu'au  nombre  — - — . 

Si  Ton  désigne  ce  nombre  par  M ,  et  que  Ton  suppose 

111  =  a**.  €*.  v** ,  a,  6,7  représentant  les  facteurs  simples 

ou  premiers  de  m ,  ou  sait  que  Ton  a  : 

M=î(-00-l-)(-l> 

3.  Soient  deux  nombres  entiers  n  et  n!  premiers  entre 
eux  ;  soient  en  outre  a  un  nombre  entier  premier  à  n  et 

moindre  que  ^yela^  un  nombre  entier  premier  à  n'  et  moin- 

dre  que  —  ,  si  Ton  forme  les  deux  fractions  -  rt  -i  ==  — r  > 

A  représentant  Tuu  ou  Tautrc  des  deux  nombres  an'àn^n , 
et  que  Ton  remplace  successivement  a  par  tous  les  nombres 
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premiers  à  n,  depois  l'anité  jasqa'i  — — ,  et  a!  par  tous  ks 

n'—i 
nombres  premiers  à  n'  depuis  runité  jusqa'i  — — ,  il  s'a- 
git de  prouver  que  Too  obtiendra  pour  A  tous  les  BoaibreB 
premiers  à  nn'  compris  depuis  Tunilé  jusqu'à  — - — ,  poilnni 
toutefois  que  Ton  preone  ni»'  — A  an  lieu  de  A^  toutes  les 
fois  que  ce  dernier  nombre  eicédera  — p- . 

D'abord  il  est  manifeste  que  A  =  an'dba'n  est  toujours 
un  nombre  premier  avec  n  et  n\  et  par  conséquent  ayee  le 
produit  nn'.  Car  si  l'on  supposait  qu'un  certain  facteur  pre- 
mier p  diyis&t ,  par  exemple,  A  et  n,  ce  facteur  dÎTisenit 
an'  et  par  suite  a  ou  n',  ce  qui  est  Clément  contraire  à 
rhypotbdse.  11  en  résulte  que  na'—  A  est  aussi  un  nooilwe 
premier  à  un'. 

Je  dis,  en  second  Ueu,  que  tous  les  nombres  obtenus  pour 
A  sont  différents  les  uns  des  autres. 
En  effet ,  soient  les  valeurs  de  A 

A,  =  aji'  +  a/n , 

A,  =  tf,n'-f-a>, 

A,  SE=  a^n!  -t-  ajn , 

A4  =  ii,n  —  a^n  , 

A,  =  a,ii'  — fl>, 

A«=tf.»'  — tf>, 

A,  =  etc. 
Il  est  évident  que  A,  diffiire  de  A, ,  de  A^ ,  etc.  Mais  suppo- 
sons  que  Ton  eût  A,  =  A, ,  il  en  résulterait  (a,  —  a J n'  = 
3B  ( a/  —  al)n,  et  par  conséquent  n  diviserait  <i,  —  a. ,  ce 
qui  est  impossible ,  puisque  chacun  des  nombres  a,  et  a.  est 

moindre  que  - .  On  verrait  exactement  de  la  même  manière 
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que  deux  antres  quelconques  de  ces  nombres  sont  nécessaire- 
ment diflKrents  l'un  de  Tantre. 
Mais  il  peut  arrif  er  que  A, ,  par  exemple ,  soit  pln/grand 

que      '■"^-  ■  ;  alors ,  au  lieu  de  A,  on  prendra  nn'—  A,,  et 

je  dis  que  oe  nombre  difière  pareillement  de  A,^  A, 

En  efifet ,  supposons  que  Ton  ait  nn'  —  A,=:  A.,  il  en  résnl- 
lera  »' (« — û.)  ^nia^-^-  2a/),  et  par  suite  n  devra  diviser  a„ 

ce  qui  est  impossible,  puisque  Ton  suppose  a,  <  -.  Si  Ton 

supposait  nn!  —  A,  =  A„  il  en  résulterait  ri  {n — a, —  aj  = 
=  n(a/  +  a/);  et  par  suite  n' diviserait  a/-h0«\  oaquinase 
pral,  puisque  cette  somme  est  moindre  que  i/. 

Enfin,  si  Ton  supposait  n/i'-—  A,  s=  A^ ,  il  en  résulterait 
n  =  sut, ,  ce  qui  est  encore  inadmissible. 

4.  Cela  posé,  soient  N  le  nombre  des  nombre  premiers 

n  —  I 

à  n  depuis  l'unité  jusqu'à  •— — ,  et  N'  celui  des  nombres 

premiers  à  /t'  depuis  1  jusqu'à  — ~  ;  si  Ton  donne  succès- 

n— 1 
sivement  à  a  les  N  valeurs  comprises  de  t  à  — — ,  on  aura , 

à  cause  du  double  signe,  âN  valeurs  de  A  correspondantes  à 
une  même  valeur  de  a\  On  en  aura  le  même  nombre  pour 
chacune  des  valeurs  de  a',  et  par  conséquent  en  tout  on  ob* 
tiendra  âNN'  valeurs  qui  seront  premières  à  nn',  différentes 

.  _  f       .       .      .         jt  un*—! 

les  unes  des  antres  et  comprises  depuis  1  jusqn  à  — - — ,  en 

ayant  soin  de  prendre  nri — A ,  au  lieu  de  A,  chaque  fois 

que  A  excédera  — - —  . 

Or,  si  Ton  désigne  par  a,  6 , 7  les  facteurs  simples  de  n , 
par  a',  6',  7'....  ceux  de  11!,  de  sorte  que  l'on  ait 

n  =  (x^  6^7^...         el         n'  =  a"".  6'".  f' 
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il  en  résultera 

et  »i  Ton  désigne  par  N,  le  nombre  des  nombres  |ireoiier»à 

.  ••     ...        •«  ^^  —^  ^ 
/m' et  compris  depuis  1  nnite  jasqn  à  — - — ,  on  aura 

-.=t('-:)('-;.)(-i)0-^)- 

D'ailleurs,  on  a 

■'=î(-o(-î>-'- =K'-^)('4)- 

ei  par  conséquent  N,  =«  SNI}'. 
Donc  enfin  les  différentes  valeurs  obtenues  pour  A.  ou 

nn! — A  ,  chaque  fois  que  A  excédera  — - — ,  sont  bien  les 

diffiftrenis  nombres  premiers  à  nn'  compris  depuis  runité 

„  nn  —  1 
jusqu'à  —^—' 

5.  Soient  maintenant  BC=x  {fig.i)  lec6té  d'un  poly- 
gone régulier  de  n  côtés ,  et  AB  =x  celui  d'un  polygone 
régulier  de  n'  côtés,  inscrits  l'un  et  l'autre  à  un  cercle  de 
rayon  r,  de  sorte  que  les  arcs  BG  et  BA  soient  des  fractioDs 

a      a' 
de  la  ciroonrérence  eiprimées  par  -  et  -7  ;  il  s'agit  de  calcu- 

n      n 

a     a'       A 

1er  la  corde  AC  =  z ,  qui  soos-tend  Tare  AC= 3  =  — j 

n     n      Alt 

de  la  circonférence. 

Si  l'on  abaisse  BI  perpendiculaire  sur  le  prolongement  de 
AG,  on  a  dans  le  triangle  ABC, 

(1)  j:'=^'+z'  +  2z.A1; 

les  deux  triangles  semblables  KOB  et  ABI  donnent 

AI  :  KO  :  :  AB  :  BO... .      d  où      Al  J^     '[~''\ 

2r 
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et  par  suite ,  l'équation  (1)  devient 

(2)  z*  +  -K4r'  — j:».  z+^'— ar"  =  0. 

r 

On  en  déduit 

(3)  ^^-j^V^4;^^=^±a:t/47^^^ 

Une  deces  yalenn  eat  positive  et  correspond  à  AC  ;  on  a,  en 
effet, 

quantité  évidemmeiit  positive ,  puisque  l'on  suppose  x^y. 
L'autre  valeur 

^V/4r^^  X'  +  x\/4r'— y 

z« -; 

est  visiblement  négative.  Pour  l'interpréter,  je  change  z  en 
—  z  dans  l'équation  (i),  ce  qui  donne 

x*=y+«'— âz.A'I, 

en  prenant  Al  =  AI.  Or ,  dans  le  triangle  GBA',  on  a 

x'sr^'+CÂ'*— âCA'.A'Ij 

et  par  conséquent  CA'  est  bien  en  valeur  absolue  la  2*  ra- 
cine de  l'équation  (1)  ;  c'est-à-dire  que  l'on  a 

Pour  interpréter  géométriquement  cette   solution,  je 

pilsnds  BA,  =  BA,  et  le  triangle  CBA.,  égal  au  triangle  • 

CBA'  donne  GA,  =  GA'.  D'ailleurs,  arc GABA.  =: GAB  + 

a      a' 
+  AB  =  -  -f"^i  de  1a  circonférence.  Donc  enfin  : 

71  7t 

De9  deux  racines  de  Véquation  (1] ,  Fune  représente  la  corde 
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qui  sous'tend  Varc  AC  = , ,  rt  Vautre  la  corde  qui  souê- 

a       a' 
tend  CA.  =  — h  -7  de  te  circonférence, 
n   '   n' 

6.  Sopposons  maintenaiit  que  Ton  connaisse  les  N  Taleurs 

X.,  X x^  des  eûtes  des  diflEéreats  polygones  de  Tordre  A, 

ainsi  que  les  N'  yaleors  ^,, ^,  •— ^j^  *«  <»«^  ^  polygone» 
de  l'ordre  n\  il  suffira  de  remplacer  dans  la  formnle  (3)  x 
soccessiyement  par  les  yalenrs  x,^x x^^  ei  y  par  les 

valeurs^,,^^.  ....j'j^,  pour  obtenir  les  SNN' c6tés  des  £ff^ 

rents  polygones  de  Tordre  nn'. 

7.  Ainsi ,  polir  obtenir  les  côtés  des  4  pentédécagones  ré- 
guliers inscrits  au  même  cercle ,  nous  prendrons  le  côté  da 
triangle  équilatéral  et  les  côtés  des  deux  pentagones  régu- 
liers inscrits  à  ce  cercle,  qui  sont,  le  rayon  étant  pris  ponr 


unité 


1^    ,  \/n^Vl  \  /b^\/l 

,^.  =  K3  et  x.==Y/   — 2— ••^•=V   ^a~- 

Ces  yaleors  élant  8iat>stitnées  dans  la  formule  (3),  nous 
ayons  les  4  yaleors  suiyantes  : 

2«  =  -4(1^15- 1/3— */td+a\/5)  » 


*»  =  -i(l/l5-V/3  +  l^lO  +  2V/5)^ 

^*  = -- 4  1/Î5  +  \/3  +  1^10  —  21/5)- 

8.  On  pourrait  obtenir  de  même  les  yaleors  des  4;6tés  d'on 
grand  nombre  de  polygones ,  en  partant  des  yaleora  oofuioes 
des  polygones  de  3,4,5  côtés  ou  deleur»  multiples  6,  8, 
15,  etc.,  qoe  Ton  combinerait  deaxàdenx,  de  manière 
à  ne  prendre  jamais  qoe  des  nombres  premiers  entre  >eax. 
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Mais  les  différents  polygones  qie  Fon  oblie»!  ainsi  peuvent 
être  également  caleolés  par  les  fannules  ordinaires  de  la 
géométrie.  Par  exemple ,  en  prenant  les  côtés  des  polygones 
de  4  et  5  côtés ,  de  8  et  de  15 ,  etc. ,  on  trouve  ceux  de  20, 
de  120,  etc.,  et  Ton  peut  obtenir  ces  mêmes  polygones,  en 
doublant ,  pour  le  premier,  une  fois  le  nombre  des  côtés  du 
décagone,  et,  pour  le  deuxième,  trois  fois  le  nombre  des 
côtés  du  pentédécagone. 

9.  Mais  les  polygones  de  3,  4  et  5  côtés  ne  sont  plus  les 
seuk  que  Ton  puisse  inscrire  géométriquement,  c'est-à-dire 
avec  la  règle  et  le  compas,  et  dont  on  sache  par  conséquent 
calculer  les  côtés  sans  se  servir  d'aucune  équation  de  degré 
supérieur  au  deuxième.  M.  Gauss  a  démontré  que  Von  peut 
inscrire  géométriquement  dans  un  cercle  tous  les  polygones 
dont  le  nombre  des  côtés  est  expflmé  par  2''4*  1 9  pourvu 
que  ce  nombre  soit  premier  ;  il  a  donné  des  méthodes  gé- 
nérales pour  ramener  le  calcul  des  côtés  de  ces  différents  po- 
lygones à  la  résolution  d'une  suite  d'équations  du  deuxième 
degré.  Ces  méthodes  sont  fort  belles  et  ne  laissent  rien  à  dé- 
sirer quant  à  la  théorie  -,  mais  elles  reposent  sur  les  considé- 
rations les  plus  élevées  de  la  théorie  des  nombres ,  et  ne  in- 
duisent pas  à  des  résultats  très^simples ,  même  pour  le 
polygone  de  17  côtés. 

Nous  av^is  donc  pensé  qu'un  prœéAi  partimUer»  par 
lequel  on  peut  ealciiler  et  consUruire  le»  valeurs  des  cAtés 
des  8  polygones  de  17  côtés  sans  sortir  des  notions  les  plus 
élémentaires  de  l'algèbre ,  ne  sera  pas  dépourvu  de  tout  in- 
térêt :  il  offrira ,  du  moins  ^  un  exercice  utile  de  calcul  et  de 
construction  géométrique. 

10.  Supposons  un  cercle  O  (/!</.  32)  >  de  rayon  égal  à 
l'unité ,  divisé  en  17  parties  égales ,  nous  aurons  dans  le 
triangle  AOB, 

AB*  =  2'— j/4— "ÂC', 
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«n  observaDt  qae  BB*  =  AC. 
Kons  aoroas  pareilkment  dans  le  triangle  AOG  , 

parce  que  AD  =  CC.  Pais,  dans  le  triangle  AOD , 

ÂD*  =  2— V^i— ÂÊ' ; 
et  enGa  dans  le  triangle  AOE , 

Âl*— a  +  V^A— âb', 
parce  que  AB  =  £E'. 
Si,  poar  simplifier,  nous  posons , 

a==>^*  — ÂB*    d'où  résulte  ÂB  =  4  — a% 

A  =  >^4  — ÂC*  Âc'=fc— 6% 

e  =  l^4— Âd'  Âd'=4  — c", 

<i=^^4— ÂË'                 '  ÂË  =  4  — <f, 
nqvfi  «nrons  les  <piatre  équations , 

ia'=6-f  2, 
*'«c+2, 
éP  =  — a+2. 

Si  noos  oonsMérons  pnreiUemeBt  les  quatre  trimgles 
A<ni,  AOK,  AOL  et  AOM,  et  que  nous  posions 

a'=V4  — AK",      b'  =  l/\  —  AL\ 
e  =  |/4  — AM",      rf'sï  K4  — AH% 
nous  aurons  les  quatre  équations 

a''  =  -.i'  +  2, 

*   ^  ^    c"=-d'+2, 

rf"  =  +  «'+2j 
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système  qui  m  diflère  du  précédeat  qu'eu  ce  que  a ,  Z^,  c  et 
d  y  sont  remplacés  par  —  a'^—b'^  —  c*  ei—d'. 

1 1.  Si  Ton  éliminait  directement  ù^ceid  entre  les  équa- 
tions (A) ,  on  aurait  une  équation  du  16«  degré  en  a,  dont 
les  racines  seraient  non-seulement  toutes  les  valeurs  cher- 
chées ,  mais  encore  celles  qui  correspondent  aux  polygones 
le  5  et  de  3  côtés.  Car,  en  faisant  b=zd  et  c  =  —  a^  les 
leux  dernières  équations  du  système  rentrent  dans  les  deux 
premières,  et  Ton  retombe  sur  le  pentagone  régulier.  I>c 
Froéme,  en  supposant  a  =  fr,  b=^c^c  =  d  et  d  =  ^a,  on 
a  la  seule  équation  a*  =  a  +  2  qui  convient  au  triangle  équi- 
latéral. 

Pour  supprimer  ces  solutions  étraçgères  à  la  question,  je 
[  soustrais  d'abord  la  troisième  équation  de  la  première ,  et  la 
[quatrième  de  la  deuxième ,  puis  je  multiplie  les  deux  équa- 
tions ainsi  obtenues  et  je  supprime  les  facteurs  b — d  et  c+/z , 
I  qui  me  donne 

(ot)  {a — c)(b  +  d)=^i  ou  bien  ab-^ad—bc — cd=U 
Je  soustrais  ensuite  la  deuxième  équation  de  la  première , 
troisième  de  la  deuxième ,  la  quatrième  de  la  troisième ,  et 
première  de  la  quatrième  ;  je  multiplie  membre  à  mem- 
bre, et  je  supprime  les  facteurs  communs  b  —  c^c-^d^ 
i+a  et  —  (a  +  6) ,  ce  qui  fourait 

(6)  {a  —  b)  (c+  ii){6  +  c)  (a  —  é^=  1 

|u  bien 

{ac  —  bd-^ad  —  bc)  {ac—  bd-^ab  —  cd)=:i. 

^  Si  nous  posons 

j:=:c  —  a      et      z  =  —  ac 
y  ^b-^d  tz=zbd  ^ 

\  équations  («)  et  (6)  deviendront 
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et  la  qaestk»  sera  ramenée  à  calcnhar  x^y,  zett^oa  sira- 
pleroeDt         X = x-fj^,  Y  =  £  +  a  et  Z  =  rz, 
puisque  déjà  nous  ooDiiaisscMM  xy. 
Or,  en  Terta  de  (a) ,  Téqnatioii  (€'}  devient 

-et  comme  on  déduit  des  équations  (A) 

^W+W+ca"— ûc*  =  — i+2(6  +  rf  +  c  — a)=s  — I4-2X, 

on  a  enfin,  entre  Y  et  X,  l'équation 

(Y)  Y'4-3Y  +  2X  =  2. 

Si  Ton  élève  au  carré  Téquation  X=:6  +  c  +  ^  —  a,  en 
observant  d'ailleurs  que  b*  +  ^+  «•+a'=  j:+^  +  8=5X  +  8, 
on  obtient  sans  peine  la  deuxième  équation 

(X)  X"-2Y  — X  =  6. 

Pour  avoir  Z,  j'élève  paieiUement  a»  carré  lea  deux 
membres  de  l'équation  Y=:bd  —  /se ,  et  j'ai 

Y'=r  a'c'+  6'^—  2abcd  =  a'c'+  6'^+  2Z. 
Or 

aV  +  ^'rf*  =  i^/i — ûC  +  2  (6  +  rf  4-  c  —  £i)  +  8 , 

et  par  conséquent ,  on  trouve  ,  après  quelques  réductions, 

(Z)  Z=  — a(X  +  Y)— 3. 

12.  Pour  obtenir  les  valeurs  de  X  et  de  Y,  je  remarque 
que  les  équations  (X)  et  (Y)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 
suivante  : 

Y(Y  +  3)  =  2(i— X)      et      X(X  — l)  =  2(Y  +  3). 

Si  on  les  multiplie  membre  à  membre ,  on  a 

(XY  +  4)(X-i)(Y  +  3)=0. 

Et  l'on  voit  qu'à  la  valeur  X  —  1  correspond  Y = — 3 ,  sys- 
tème qui  ne  peut  convenir  à  la  qoestien  ;  attendu  que  la  va- 
leur correspondante  de  Z  serait  +4  —  3=1,  et  que  Z  doit 
élre  négatif. 
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Reste  donc  réquation  XY  s=  —  4 ,  laquelle  combinée  avec 
(X)  donne ,  par  réliminalion  de  Y, 

X^  — X'^6X  +  8=0. 

€ette  équation  est  du  troisième  degré ,  mais  on  yoit  sans 
peine  qu'elle  admet  la  racine  2  ;  par  conséquent  elle  se  dé- 
compose dans  les  deux  facteurs 

(X-2)(X*  +  X  — 4)  =  0. 

Ala  yaleur  X  =  2  correspond  Y  =  — 2 ,  et  ce  système 
doit  encore  être  rejeté.  En  effet,  la  valeur  correspondante 
de  Z  serait  —  3 ,  et  il  est  facile  de  reconnaître  que  l'on  doit 
aYoir,  en  valeur  absolue ,  Z  <  2.  Car  la  corde  d ,  qui  sous- 

tend  l'arc  A'E»  ~  de  la  cta«0BfëreM6,  est  moiadre  que  la 

moitié  du  côté  du  décagone  ;  la  corde  c ,  qui  aous-tend  l'arc 

4         1  9 

A'D  =  t;:  +  7J  d€  C  =  —  C  est  plus  petite  que  le  côté  du 

3 
décagone  étoile  qui  sous-tend  tt  G,  et  par  conséquent  on  a 

Restent  donc  les  deux  valeurs  de  X  fournies  par  l'équa- 
tion X*-f  X--43sO.  Or,  si  nous  substituons  dans  l'équa- 
tion (Y)  la  valeur  X = —*  -^ ,  et  que  nous  supprimions  la  ra- 
cine étrangère  Y  =s  — 2,  jious  obtenons  encore  l'équation 
Y^-)-Y— •4:££0.  Par  oouaiquent,  desdeut  racines  de  cette 
équation,  Tune  est  la  valeur  de  X,  et  l'autre  celle  de  Y;  et 
l'on  a ,  pour  la  valeur  correspondante  de  Z ,  Z  =  —  l . 

13.  D'après  cela,  pour  résoudre  la  question  qui  nous  oc- 
eupe,  il  suflBra  de  résoudre  ou  de  construire  le  système  d'é- 
<|uations  suivantes  :  . 
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(1) 

X'+X— 4=0, 

(2) 

x*  —  Xx—i=0, 

(3) 

z'  — Y»  — 1  =  0, 

(♦) 

à'—ax  +  z<=0, 

(5) 

b'^br  +  t  =  o. 

La  racine  positif e  de  Téqnaiion  (i)  sera  la  yalear  de  X,  et 
la  négative  celle  de  T  ;  les  deux  radnes  de  l'équation  (2)  se- 
ront positives  et  représenteront ,  la  plus  petite,  la  valeur  de 
x,  et  la  plos  grande,  celle  de^  ;  Téqnation  (3)  donnera  deax 
valeurs  de  signes  contraires ,  la  positive  sera  z  et  la  négative 
t  ;  enfln ,  les  deux  racines  de  (^)  seront  —  a  et  c ,  et  celles  de 
(5),beid. 

En  eSBCtnani  lercalcals,  on  trouvera  aisément 

x=i(r^-i),     ï=_î(i/ï7+i), 

•^=4  (\/Î7  — 1— v/m— 2I/Ï7)' 

'—=4  (v^r? +1+1^^3*+ 2  v/i?)' 

-<»  =  8  (v/n— 1— %/  34— 2V/Ï7— 
— V  68+i4V/r7— 4|/i7o— seJ/ÏT+ieV^s»— 21^17) , 

c=  i(  |/Î7-l-\/  34-2k'i7+ 
4- V  68+U V/ Î7— 4^^1 70— 26 V/Ï7+ i  6l^M+UKÎ7 ) , 
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b  =i  (  KÎ7-1  -l-Vsi— 2|/Ï7+ 

+ V  68+14\/Ï7+k\/  t70-26\/Ï7— 16\/3»+2V/t7/, 
<i=  î  (\/nl-i+|/34— 2\/Ï7— 

—V  68+14 V/T7+4V^  170--a6l/Î7--l6 V^  34+2VA7) . 

14.  Si  au  lieu  da  ftystème  d'équations  (A) ,  on  avait  consi- 
déré le  système  (B) ,  on  aurait  effectué  les  mêmes  calculs  en 
posant  jrrsa'— .c\^  =  — (6'+£f),  4  =  — aV  et  t^zb'd, 
d'où  serait  résulté  que  la  racine  négative  de  Téquation  (1) 
aurait  représenté  X  et  la  radne  positiye  Y.  II  s'ensuit  que 
les  valeurs  de  af,  —V,  —d  et  d  se  déduiront  de  celles  de 

—  a,  byceid^  en  changeant  \/77  en  —  \/l  7  dans  les  qua- 
tre dernières  formules. 

15.  Une  fois  les  valeurs  de  a,  b.,..a'....  ainsi  obtenoet,  on 
aura  aisément  celles  des  cùtés  AB,  AC  ...  des  huit  polygones 
de  17c6tés;  et  en  les  combinant  avec  les  valeurs  connues 
des  côtés  des  polygones  de  S,  4,5,  6,8,  10, 15  ....  côtés, 
on  obtiendra  tous  les  polygones  de  51,  68,  85, 102,  136, 
170,  255 ....  côtés. 

16.  Au  lieu  de  résoudre  les  équations  du  n**  13 ,  on  pour- 
rait les  construire  et  arriver  assez  simplement  aux  valeurs 
des  lignes  cherchées.  Pour  cela ,  l'équation  (1)  se  met  sous  la 
forme  2*  =  X  (1  +  X),  et  donne  visiblement  (Fig.  33)  X  =  OX 

etY  =  OY,  sironsupposeOM=r2etMl  =  ^=2i^  De 

même ,  les  équations  (2)  et  (3)  se  mettront  sous  la  forme 
r  =  jr(jc— X)   et    r=2(z  — Y),   et  l'on  a,  en    posant 

OL==ixet  OL'=iY(^Sf.33):a:=:A'x,^=:A>,2=:A'* 

eti  =  AV. 
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Pour  rétablir  rhomogénéité  4aiif  les  é^ptUans  (4)  et  (5) , 
je  pose  2  X  t  =  *',  /  X  1  =s  A%  et  je  constrais  k  =  A'k  et 
A  =  Â'A  ;  ce  qui  me  donne  A:*  =  a(a— x)  et  h*=b(jr  —  b). 

X 

Par  conséquent,  en  prenant  A!k,  ss  A:,  et  ^.i^s -r,  oo  aura 

Ma^a,  et  A'c  =  c;  de  même,  en  prenant  Ay,a=^  et 

A'À.as  A,  on  aura  Md^d  et  A6=:^.if =6  ;  de  sorte  qa'en 

portant  les  cordes  h!d^  A'c,  Mb  et  Ma  snr  la  droonférence 

1  S  4 

O,  on  aura  les  arcs  AB=b  --,    AC=:  — ,    AD=  r=   ^ 

17  17  17 

Q 

aE=--  de  la  circonférence. 
17 

Si  Ton  change  ensnile  X^ea  Y  •!  rédproqwoMiil,  poin  que 
Ton  répète  d'ailleurs  b  même  construction  y  on  aoft  les  qua- 
tre cordes  AV=c',  Ma'^dy  MV=V  et  Mdf^d,  teUes 
qu'en  les  portant  de  A  en  M  {fig.  32),  en  K,  en  Leten  H,  onob- 

tiendra  les  arcs  AH  s:^,  AL=1;,  AK>^:^  et  AM»:^ 
17  17  17  17 

de  la  circonférence. 


QUESTION  D'EXAM£N 


AiSOLOI 


9MM  MU  &. 

Ancien  éléTe  de  l'Éeole  polytechnique,  répétiteur  au  collège  Louit-ic-Grand. 


Tra/WMr  Im  éUimnts  d'un$  niche  eylindripêe  dota  la  stur- 
face  et  la  capacité  $€nt  donnéee^ 

i"   PARTIS. 

Soient  x  le  rayon  et  y  la  hauteur  du  demi-cylindre  for- 
mant cette  niche ,  x  est  aussi  k  rayon  du  quart  de  sphère  qui 
la  termine. 
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Soient  encore  ira'  la  surface  de  cette  niche  e!  r^fr'  sa  ca- 

3 

pacité  f  les  équations  du  problème  seront 

114 

40  «f  9 

OU       ay-HJ:*  =  a*        et      Jjt*j^  + 1  x*  «  8*\ 

Pour  éliminer  j",  multiplions  la  première  équation  par  Sx 
et  retranchons-en  la  seconde ,  on  aura 

j:»— 3a'x+86»  =  0. 

La  condition  de  réalité  ou  d'imaginarité  des  racines  est  ici 

donnée  par  4.27  (1 6^'  —  a^ ,  c'est-à-dire 
t 
V  a>b  1/4»    J  racines^réelles el  inégaleSt 

2«  a  =:  6  K  4,    2  racines  réelles ,  dont  une  double , 

3*  fl  <  6  V/4,    1  seule  racine  réelle 

s 
1"ca«.  a>6\/4,  les  trois  racines  réelles.  Dansx*  — 

—  3a"x  + 8*3  =  0,  le  dernier  terme  +8*^  est  positif  ^  le 
second  terme  manque  ;  donc  une  racine  est  négative  et  une 
seule. 

Le  résultat  de  la  auhatHation  de  4>  a  à  la  pince  do  xesl 

t 

—  2  (a^ — 46*) ,  quantité  négative  par  l'hypothèse  a>b  I/4. 
Ainsi ,  des  deux  racines  positives ,  l'une  est  plus  petite  que  a , 
l'autre  est  plus  grande. 

La  hauteur  du  cylindre  est  donnée  par  ^  = ,  dans 

laquelle  on  substitue ,  à  la  place  de  x,  ces  racines  de  l'équa- 
lion  précédente.  Donc,  pour  x>a^y  c»i  négatif;  les  élé- 
inenis  de  la  niche  ne  pouvant  élre  que  positifs ,  il  en  résulte 
que  des  trois  racines  trouvcos ,  la  première  doit  élre  rejetée, 
comme  donnant  un  rayon  négatif  ;  la  troisième  doit  l'être 
aussi,  oonme  donnant  une  hauteur  négative,  et  la  seconde 
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est  la  Mole  admissible.  Ainsi ,  quand  le  problème  est  poasî' 
ble ,  il  n'admet  qa'une  seule  solution  ;  c'est-à-dire  que  deux 
niches  ne  peuvent  avoir  même  surface  et  même  capacité  sans 
coïncider* 

3   _ 

^^  eaa.  aszb  \/i ,  â  racines  réelles  y  dont  une  dooMe. 
Letrinômejc»— 3a'x+86»=j:^— 3a»J:+2a»=(j:+afl)(x— tf)». 
La  première  racine  donne  un  rayon  négatif  j:  =  —  2a  ;  les 
deux  autres  donhent  un  rayon  positif  x=  -f  a  ;  mais  à  ce 
rayon  correspond  une  hauteur  nulle  j^=  0 ,  c'est-inUre  que 
la  niche  se  réduit  au  quart  de  sphère  qui  la  surmonte  :  et  en 
effet  les  données  des  problèmes  peuvent  s^écrire  ^ 

.a*  =  ^.4.««      et      -.6^  =  .... ^3^  , 

I 
qui  expriment  bien  la  surface  et  la  capacité  du  quart  de  la 
même  sphère. 

Tel  est  le  cas  du  maximum  de  capacité  pour  une  surface 
donnée,  ou  du  minimum  de  surface  pour  une  capacité  donnée. 

3  _ 

di^eas.  a<b\/^^  1  seule  racine  réelle.  Cette  radiie 
unique  est  négative,  puisque  le  dernier  terme  de  réquation 
est  positif.  Ainsi ,  dans  ee  cas ,  le  problème  n'est  pas  possiMc  ; 
ce  qui  s'accorde  avec  la  solution  du  2«  cas. 

2*    PARTIR. 

Si  maintenant  Ton  suppose  que  le  rayon  x  de  la  niche  et 
sa  hauteur  y  soient  les  coordonnées  du  poiht  commun  des 
deux  courbes  qui  auraient  pour  équations  les  équations  du 
problème,  ces  coordonnées  donneront  en  unités  linéaires  les 
valeurs  numériques  de  ces  éléments  de  la  niche ,  et  nous  al- 
lons établir  l'identité  de  ces  deux  modes  de  résolution. 
2a:^  -4-  3xV  ^  8^^  -^^  q       [fig,  34). 

Cette  courbe  est  du  troisième  degré  et  s  ctond  indéfiniment 
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dans  tous  les  sens  ;  seolemenl  chaque  valeur  numérique  né- 
gative de  j^  donne  pour  x  une  valeur  réelle  positive  et  une 
seule  (quand,  dans  une  équation /(j:)  =  0,  il  manque  un 
terme  entre  deux  termes  de  même  signe ,  celte  équation  a  au 
moins  deux  racines  imaginaires)  ;  c'est-à-dire  que  toute  pa- 
rallèle à  Taxe  des  x,  et  menée  au-dessous  de  cet  axe,  ren- 
contre toujours  la  courbe  en  un  seul  point  situé  a  droite  de 
Taxe  des  j^. 

La  métbode  générale  des  asymptotes ,  appliquée  à  cetic 
équation ,  donne  pour  le  coefficient  d'inclinaison ,  3c+S=0 , 

et  0  pour  l'ordonnée  à  l'origine.  Ainsi ,  ^  =  —  -•  j:  est  Ta- 

symptote  de  cette  courbe.  Toutefois  il  faut  se  rappeler  deux 
choses  : 

1*  Si  le  lieu  représenté  par  l'équation  se  compose  d*une 
courbe  et  d'une  droite  »  la  méthode  générale  des  asymptotes 
donne  évidonment  cette  droite,  puisque  au  delà  de  la  courbe 

le  lieu  se  réduit  à  cette  droite.  Ainsi  y^—--x  ou  ToT' 

•> 

n'est  asymptote  que  parce  que  ^y  -f-  ^x  n'est  pas  diviseur  de 

2°  Si  l'équation  de  la  courbe  était  complète  ,  l'équation  en 
c  serait  du  degré  de  l'équation  de  la  courbe,  c'est-à-dire  du 
troisième  degré;  et  comme  elle  est  du  premier  degré,  elle  a 
deux  racines  infinies.  Ainsi,  si  la  méthode  générale  des 
asymptotes  ne  donne  pas  les  asymptotes  parallèles  à  Taxe  des 
y  y  du  moins  elle  avertit  de  leur  existence.  En  changeant  j^ 
en  X  et  X  en  y,  on  trouve ,  en  effet ,  c/  (2c,+ 3)  =  0  ou  c,*= 0 
avec  ^,=  0  ;  c'est-à-dire  que  deux  branches  de  la  courbe 
sont  asymptotes  à  la  même  partie  de  Taxe  des^. 

Car  si  l'on  trouve  une  valeur  double  de  c,  [c~a]'  =  0,  à 
laquelle  corresponde  une  valeur  double  de  r/,  (il  —  Sf  =  0 , 
deux  branches  de  la  courbe  sont  asymptotes  à  la  même  ex- 
trémilé  de  la  droite  y  =  %x  +  ^, 
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Pour  miem:  saivre  ie  coors  de  la  ooorbe 

cherchons  le  coefficient  d'inclinaison  de  sa  tangente  -. 

*****  "^  Sx'      ""  3x5       ~      3        3^3  » 

2(4fc3--,3^)_      2         8é' 
•^"^         3x«         ^       3'^"'^3a:'' 

3   __ 

Foar  xtmbV^^=xoB^  ona  ^^^0;  B  est «n poioC de  la 

courbe ,  si  x  décroît  de  6  k  4  à  0  ;  la  fraction  -r~,  reste  toa- 

2 
jours  plus  grande  que  -r*  a:  et  crott  de  plus  en  plus  en  oon- 

2 
yeif  eant  vers  Tinfini ,  tandis  que  ~x  décroît  de  plus  eo  plus 

3 

en  convergeant  vers  séro  >  donc  x  converge  vers  llnfei. 

Ainsi,  la  courbe  part  de  B  pour  devenir  asymptote  à  Pase 

des^ ,  du  côté  des  x  positifs. 

Zx* 

de  plus  en  plus  en  convergeant  vers  zéro ,  de  sorte  que  la 

2 
valeur  de^  se  réduit  à  j^  =  —  -  x  pour  x  =  oo .  Ainsi  la 

«s 

courbe  part  de  B  pour   devenir  asymptote  à   la  droite 

2 
yz=z  —  ^xoa  ToT  au-dessus  d'elle. 

3 

Au  reste ,  le  coefficient  d'inclinaison  de  la  tangente  pour 
toute  valeur  positive  de  x  reste  toujours  négatif  ;  donc  la 
courbe  dans  tout  le  cours  de  cette  branche  tourne  sa  conca- 
vité vers  la  région  supérieure  et  à  droite  du  plan. 

Pour  dessiner  la  courbe  du  côté  des  x  négatifs ,  changeons 
X  en  —X,  et  portons  les  valeurs  absolues  de  x,  à  gauche  de 
l'origine  et  sur  l'axe  des  x.  L'cqualton  devient 


Si  X  croit  de  6  K  4  jusqu'à  Vinfini,  la  fraction—,  décroît 
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6bi 
et  le  coefficient  d'inclinaison  de  la  tangenie  devient 

jr  restant  toujours  positif  pour  toute  valeur  de  jt.  ,  la  courbe 

est  tout  entière  située  au-dessus  de  Taxe  des  x ,  au-dessus 

2  2 

de  la  droite  ^  «-x.  =*  —  g x,  ou  ToT',  estasyinptQteà  cette 

droite,  et  l'est  aussi  à  l'aie  des^, 
pour    jr,<  26  ;  tang  a  est  positif  ; 
pour    X,  >2fr  ;  tang  «  est  négatif  ; 
pour    X.  s=  26  =  oC  on  a  r  ^  ^  Bs  CD  et  tang  a  =5  0  ; 
douce  la  reiKootre  D  de  la  courbe  et  de  la  bissectrice  GoG' 
de  Tcagle  des  coordonnées  de  signes  contraires,  la  tangente 
est  parallèle  à  Taie  des  jc  ,  c'est  le  point  le  plus  bas ,  cette 
branche  tourne  sa  concavité  vers  la  région  supérieure  du 
plan,  et  la  courbe  se  trouve  ainsi  complètement  tracée. 
La  deuxième  équation  xr +  ^  ="  ^*on 


est  l'équation  d'une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  Vunc 
Taxe  des^,  l'autre  la  bissectrice  ^  ==: — jr  ou  GoG'  de  Fangle 
des  coordonnées  de  signes  contraires  ;  et  comme  pour  la  même 
abscisse  l'ordonnée  de  la  courbe  est  moins  longue  que  celle  de 
la  droite ,  cette  hyperbole  est  tout  entière  contenue  dans  les 
angles  G'oY'  et  YoG  opposés  au  sommet ,  die  rencontre  né» 
ceasairement  la  première  courbe  en  un  point  M.  situé  dans 
l'angle  G'oy,  puisque  cet  angle  contient  son  asymptote  ToT; 
ainsi  il  y  a  toujours  une  valeur  réelle  et  négative  de 
X,  j:=  oN.  )  à  laquelle  correspond  une  valeur  réelle  et  po* 
•itivede^,y  =  N,M., 
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L*hyperbole  ooapc  Vaxe  des  x  da  côté  d«s  x  positifs  aa 

point  j::s  +a  ;  ce  point  est  à  droite  de  B  si  a>  h^X\  est  eo 

B  si  â==6V/4;  et  est  à  gauche  de  Bsi  a<b\/i:  ce  qni 

donne  lieu  à  trois  cas  bien  distincts. 
s 

!•'  Cas.  a>bVi.  Soit oA=  a ,  FbyperlKde  part  de  A 
pour  devenir  asymptote  à  oG  et  rencontre  nécessairenient 
la  première  courbe  en  un  point  M,  situé  à  droite  de  A,  puis- 
que l'angle  XoG  contient  sou  asymptote  oT. 

Ainsi  il  y  a  une  valeur  réelle  et  positive  de  Xy  or  s  oNj,  à 
laquelle  correspond  une  valeur  réelle  et  négative  de^, 

^  =  N,M[,. 

L'hyperbole  part  de  A  pour  devenir  asymptote  à  Taxe  des 
y  y  et  même  pour  devenir  plus  asymptote  à  cet  axe  que  la 
première  courlie,  ce  qui  établit  TexistoDce  d'une  troisîèiiie 
rencontre  M,  des  deux  courbes ,  car  alors  l'hyperbole  doit 
passer  entre  la  première  courbe  et  l'axe  des/,  pour  ensuite 
rester  continuellement  entre  ces  deux  lignes.  Pour  le  dé- 
montrer^ soient  X  l'abscisse  de  la  première  courbe,  et  x  celle 
de  rhyperbole  correspondant  à  la  même  coordonnée  r?  1^ 
équations  du  problème  donnent 

2X3  +  3>-X*==8&% 
2a:»+3j^j:'=  3a'x — x', 
2(X»— x»)+3j^  (X'  — a:')=86'—3a*JC  +  JE:», 
(X— x)  [2X*+2Xx  +  2a:'+3>^X+^j:]  =:86'+J:'  — iû'xj 

pour  de  très-petites  valeurs  de  x,  3<z*jr  est  très*petit  et  peut 
être  plus  petit  que  toute  quantité  donnée ,  par  etcmple  86'; 
donc  pour  de  très-petites  valeurs  de  a:,  ou  ce  qui  revient  au 
même,  pour  de  très-grandes  valeurs  de  j^,  le  second  membre 
est  positif ,  et  comme  les  coordonnées  te  sont  aussi,  (X  —  x) 
Test  aussi  ^  donc  toute  parallèle  à  l'axo  des  x  ,  du  c6té  des  x 
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positifs ,  et  pour  une  valeur  de^  suffisamment  grande,  ren- 
contre constamment  Tbyperbole  après  avoir  rencontré  l'axe 
des^y  et  avant  de  rencontrer  la  première  courbe. 

Ainsi  il  y  a  une  valeur  réelle  et  positif  e  de  x,  x  =  oN, ,  k 
laquelle  correspond  une  valeur  réelle  et  positive  de^» 

et  cette  rencontre  est  la  seule  dont  les  deux  coordonnées 
soient  positives. 

â«  cas.  a^b  VX,  Alorsle  point  A  vient  se  confondre  avec 

le  point  B,  en  ce  point  les  deux  courbes  sont  tangentes  Tune 

à  l'antre. 

2x5+166»  246' 

(I)  canga^ __  =  ^_=_2, 


tanga'=r— 


A  partir  de  ce  point  Tbyperbole  reste  constamment  entre 
la  première  courbe  et  Taxe  Ae^y  \  car  par  cette  bypothèse  et 
pour  x  =  a — J  le  trinôme  86^  f  x»—  3  a^x  devient  S"  (3a— ^), 
quantité  essentiellement  positive  puisque  ^<a. 

Ainsi  pour  cette  bypotbèse  il  n'y  a  que  deux  valeurs  rédks 
de  Xj  l'une  négative  à  laquelle  correspond  une  valeur  de  y 
réelle  et  poiitive^  l'autre  positive  à  laquelle  correspond  une 
valeur  de  jr  nulle* 

3«  COS.  a  <  6  |/  i.  Les  deux  courbes  ne  peuvent  alors  avoir 
aucun  point  commun  du  c6té  des  x  positifs,  car  l'byperbole 
traverse  l'axe  des  x  entre  l'origine  et  le  point  B  pour  en- 
suite rester  constamment  entre  l'axe  des  j^  et  la  première 
courbe,  puisque  le  trinôme  86«-f  x»—  3a" j:  pour  xz=^a-^9 
devient (8fr^—2a')  +  f(da  —  ^),  quantité  essentiellement 
positive  comme  formée  de  deux  termes  positifs. 

Ainsi  le  problème  n'est  pas  possible  dans  cette  bypothèse. 
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TnOIftlAllB  PARTIS. 

Soit  proposé  de  troa^er  le  liea  des  points  d'où  I'od  peot 
mener  une,  deux  ou  trois  tangentes  à  la  coarbe  précédente 
2j:'4^3x>— 8fr'=0  ;  l'équation  de  la  tangente  à  cette  ocmrbc 

est  j^— y = ; — iT-^  (J^  —  x)  avec  la  relation 

aa:'»+3x'V— 8*'=0. 

Si  elle  est  menée  du  point  x=s  a ,  ^=6 ,  ces  coordonnées 
doivent  vérifier  son  équation  ;  on  a 

6x--h6^y 

Si  entre  cette  éqoation  et  la  précédente  on  élimine  on  y 
ou  jc'y  par  exemple  y  ;  il  en  résulte  une  équation  en  j/,  a ,  s 
qui  pour  chaque  système  de  valeurs  simultanées  de  a  et  de  € 
aura  un  cerlfeiin  nombre  de  racines  réelles^  si  à  ces  valeurs 
réeUeS'de  x  correspondent  des  valeurs  réelles  de  y^  on  pourra 
du  point  (a,  €)  mener  autant  de  tangentes ,  et  les  coordonnées 
de  leurs  points  de  contact  seront  ces  valeurs  de  or  et  de  j^ 
ainsi  dét^minées.  L*éqnation  de  la  courbe  étant  du  premier 
degré  <»  ^>  ^  est  des  deux  inconnues  celle  qu'il  est  le  plus 
simple  d'éttminer,  et  en  outre  comme  à  chaque  valeur  réeUe 
de  X  correspond  une  vaknr  rëdie  de>^,  les  conclusions  ti- 
rées de  Téquation  finale  en  x  seront  absolues.  L'équation  de 
la  tangente  devient ,  éliminant/» 

^      8ô»— 2a:»  166»+ar\ 

' — 3P — =--^3i;^— f*-^^ 

ou  (a6  +  2a)x»— 246»a:  +  i6^»a=:0. 

Pour  tout  point  du  plan  situé  au-dessous  de  l'asymptote , 
le  coefficient  de  x*  devient  négatif;  par  exemple  —  K%  et 
alors  l'équation  devient 

K»jr»  +  24fc»x— 16i'ae:0, 

équation  qui  a  toujours  deux  racines  imaginaires ,  puisque 
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b^  est  esseDtidleaieDt  positif,  ainsi  de  loal  point  da  plan  situé 
aa-dessoos  de  Tasyinplote  on  ne  peut  mener  qu'une  tangente 
à  la  courbe. 

Pour  tout  point  situé  au-dessus  de  l'asymptote ,  la  condi- 
tion de  réalité  ou  d'imaginarité  des  racines  est  donnée  par 

â7.i6.16.6V  <  4.34,24.24.6^ 

(36  + 2a)'      >       (3€+2a)5 

< 

ou  2«>  +  3a*6  =  86» 

> 

r  Si  2a'-f  3a*6>86%  le  point  ((x,6)  est  intérieur  à  la 
courbe,  ainsi  de  tout  point  intérieur  à  la  courbe  on  ne  peut 
mener  qu'une  tangente  ;  elle  l'est  à  la  branche  qui  ne  con- 
tient pas  le  point. 

2*  Si  2a*  +  3a'6  =  86*,  le  point  (a,  6)  est  un  point  de  la 
courbe,  ainsi  cette  courbe  est  elle-même  le  lieu  d'où  l'on 
peut  lui  mener  deux  tangentes  ;  et  en  effet  on  peut  toujours 
en  un  point  de  la  courbe  lui  mener  une  tangente,  et  de  ce 
même  point  en  mener  une  à  l'autre  branche. 

3^  Si  2a»  +  3ar<  g**,  le  point  est  extérieur  à  la  courbe , 
ainsi  de  tout  point  compris  entre  la  courbe  et  son  asymptote 
on  peut  toujours  lui  mener  trois  tangentes. 

Toutes  ces  conséquences  pouvaient  être  prévues  d'après  la 
forme  de  la  courbe. 

Remarque.  Si  l'équation  finale,  au  lieu  d'être  ainsi  du 
troisième  degré,  avait  été  d'un  degré  supérieur,  on  lui  au- 
rait appliqué  les  calculs  du  théorème  de  M.  Sturm ,  et  les 
fonctions  V,  V, ,  V,,  V, ....  ayarit  leurs  coefficients  fonctions 
de  a  et  de  i; ,  auraient ,  pour  chaque  système  de  valeurs  de  a 
et  6 ,  donné  le  nombre  des  racines  réelles  :  toutefois  il  faut 
bien  se  rappeler  que  cette  méthode  ne  permet  de  supprimer 
ou  d'introduire  un  facteur  numérique  ou  algébrique  qu'au- 
tant que  ce  facteur  est  cssenliellement  positif  ;  ainsi  l'on  ne 
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peut  supprimer  ou  introduire  comme  facteurs,  dans  toiiC  le 
cours  du  calcul ,  que  des  puissances  paires  de  a  el  de  6. 
Soîl ,  par  exemple ,  y  =  j:»»+i  (  Agr.  35  ) ,  on  trouve 

V  =  ^x^'rx  _  (2in  +  1)  a:p'*+  € , 

V.=  ar*  — ax, 

1  "^  Si  a  et  6  sont  de  même  signe ,  il  manque  (âm— 1)  termes 
entre  deux  termes  de  signes  contraires  :  donc  Y  a  au  moioa 
(2m— 2)  racines  imaginaires.  Ainsi ,  de  tout  point  situé  dans 
l'angle  des  coordonnées  de  niéme  signe ,  on  ne  peut  pas  me- 
ner  plus  de  trois  tangentes  à  la  courbe  ;  et  si  a  et  €  sont  de 
signes  contraires,  V  a  au  moins  Sm  racines  imaginaires  ;  ainsi, 
de  tout  point  situé  dans  l'angle  des  coordonnées  de  signe  con- 
traire, on  ne  peut  mener  qu'une  tangente  à  la  courbe. 

2"  Si  a  et  6  étant  positifs,  on  a  a»»f »  >  6 , 
ou     si  a  et  6  étant  négatifs ,  on  a  +  «*•»+«  >  +  6 , 
la  suite  — x  donne  3  variations»  la  suite  +  j:  en  donne  O. 
Donc,  de  tout  point  situé  entre  la  convexité  de  la  courbe  et 
l'axe  des  ^,  M  peut  toujours  mener  trois  tangentes  à  la 
courbe. 

3*  Si  a«»+i  s=  6>  la  suite  — x  donne  2  variations,  et  la 
suite  +  X  en  donne  0.  Donc  cette  courbe  est  encore  le  lien 
d'où  Ton  peut  lui  mener  deux  tangentes. 

i'»  Si  a  et  6  étant  positifs,  on  a  a««+i  <  6  , 
ou     si  a  et  6  étant  négatifs,  on  a  +  «'*•+*  <  +6  , 
la  suite  —  x  donne  2  variatipns ,  la  suite  +  j:  en  donne  I  ,- 
donc  il  n'y  a  que  1  racine  réelle.  Ainsi ,  de  tout  point  »itué 
entre  la  concavité  de  la  courbe  et  Taxe  des  jt,  on  ne  peut 
mener  qu'une  tangente  à  la  courbe. 
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NOTE 

Sur  un  mode  particulier  de  description  des  lignes  et  des  surfaces 
du  second  ordre. 

PAa  M.  UUBTOW  (»S  CHAMP), 

Infçénieur  des  ponts  et  chaussées. 


La  description  de  Tellipse  par  le  point  d'une  ligne  droite  de 
longueur  constante,  dont  1rs  extrémités  demeurent  sur  deux 
axes  fixes  est  connue  de  tout  le  monde,  et  Ton  peut  la  re- 
garder même  comme  définitivement  acquise  à  la  pratique 
dans  la  construction  des  épures  où  cette  ligne  doit  figurer. 
Le  mode  analogue  de  description  des  autres  sections  coni- 
ques et  même  des  surfieices  du  second  ordre,  si  toutefois  il 
est  déjà  consigné  quelque  part ,  est  loin  de  présenter  des 
avantages  équivalents  dans  la  pratique.  Cependant  on  ne 
sera  peut-être  pas  fâché  de  trouver  ici  quelques  détails 
sur  cette  question. 

Déjà  dans  le  scolie  de  la  page  227,  tome  II  de  ce  recueil , 
nous  avons  indiqué  une  loi  suivant  laquelle  doit  couper  les 
c^tés  d'un  angle  fixe,  la  droite  mobile  dont  un  point,  qui  la 
partage  en  deux  segments  additifs  ou  soustractifs  ayant  entre 
enx  un  rapport  constant ,  décrit  Thypcrbole.  Ce  qui  suit 
constitue,  à  vrai  dire,  le  développement  et  la  généralisation 
de  celte  remarque.  Nous  y  avons  considéré  une  relation  très- 
simple  entre  les  deux  longueurs  interceptées  par  la  droite 
mobile  sur  les  o6tés  de  l'angle.  Cette  relation  sera  examinée 
daos  un  état  de  généralité  que  ne  comportait  point  le  scolie 
dont  nous  parlons.  Il  s'agit  ici  de  l'équation  algébrique 
du  second  degré  entre  trois  variables  qui  sont  les  longueurs 
Aifii.  M  matbémat.  m.  20 
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interceptées  par  an  plan  mobile  sur  les  arêtes  d'an  angle 
trièdre.  Nommons  les  l^m,  C,  prenons  les  arêtes  pour  axes 
des  coordonnées  j:,  j^>  z,  les  lettres  des  deux  alphabets  se 
correspondant  respediveraent  ^  la  rdlation  donnée  aéra 

P(ç,«,i;)=0.  (1) 

Nous  admettrons  en  outre  que  la  trace  dn  plan  mené  pw 
le  point  décrivant  et  par  chacun  des  axes^  sur  le  plan  des 
deux  autres  axes ,  détermine  sur  celle  du  plan  mobile  deux 
segments  additifs  ou  soustractifs  dont  le  rapport  soit  oon- 
stant.  On  verra  facilement,  en  faisant  usage  au  besoin  de  la 
théorie  des  transversales  ou  de  toute  autre  considération  équi- 
valente ,  qu'il  existe  nécessairement  une  relation  entre  les 
six  segments  ainsi  obtenus,  et  que  cette  relation  revient  à 
dire  que  les  distances  des  points  de  division  à  chacon  des 
axes,  mesurées  dans  le  plan  mobile,  doivent  être  entre 
elles  comme  trois  hgnes  données  p^  q^  r,  ces  dernières 
lettres  répondant  aux  coordonnées  x,  y^  z,  poor  la  symétrie 
de  la  notation. 

Ceci  étant  bien  compris,  il  n'y  a  aucune  djflkolté  à  for- 
mer l'équation  dn  lien  géométrique  ou  de  la  suriioe  dé- 
terminée par  le  point  du  plan  mobile.  En  effet  cdm-d  a 
pour  équation 

Celles  des  plans  menés  par  le  point  décrivant  et  par  cha- 
cun des  axes  sont 

çjr     y,'        r»      T  '        px     l        ^  ^ 

Et  ainsi  que  Ton  diMrait  s'y  attendre,  chaonne  de  ces  éqaa 
tions  est  une  oonséqnenoe  des  deax  a«tres.  En  les  combinant 
avec  l'équation  (â),  il  vient 

P  Q  r 

Çïrr'lj:,  >,=lj.,    Ç  =  -z,  (4) 
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expraMioiM  d«H  lesquelles  on  a  fait ,  pour  abréger 

s       p  *    q  *  r  ^  ' 

Lear  forme  linéaire  en  fonction  des  coordonnées  x,  y,  z  éa 
point  décrivant  fait  voir  qae  lear  substitution  dans  la  relation 
donnée  (1)  entre  les  longnears  (,  v,  (  condoit  à  one  éqnation 
de  même  degré.  Ainsi  est  démontré  qae  le  point  déterminé 
ci-dessas  a  ponr  lien  géométrique  ane  sorlace  de  Tordre  de 
celle  qui  résulterait  de  la  construction  de  l'équation  (1)  antre 
les  variables  i^n,  K  regardées  comme  les  coordomiées d'un 
point.  Supposons,  par  exemple,  que  Ton  ait 

il  vient  immédiatement 

;^'x»4'jy+r'z'=:5V,  (7) 

équation  d'un  ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux ,  qui  devient 
idenfiqne  avec  Téquation  aux  diamètres  conjugués 

si  Ton  pose 

a=^p,  *=-p»   ^==-p-  W 

En  choisissant  oonvenaUement  les  signes  des  divers  carrés 
qui  entrent  dans  l'équation  (6)  la  transformée  (7)  représen- 
tera à  votontél'ttneqtteleoaqaedes  sorfeces  du  second  ordre 
ayaiK  un  centre^  Céllesqui,  an  contraire,  en  sont  dépourvues, 
seront  représentées  par  les  transformées  d'une  équation  dif- 
férente de  l'éqMlioa  (6).  Dans  tous  les  cas,  la  surface  aux 
coordonnées  :r,  ^»  z ,  sera  visiblement  de  même  espèce  que 
celle  aux  coordonnées  primitives  S ,  yi,  C.  Les  relations  de 
l'une  avec  l'autre  pourraient  être  déduites  du  théorème  qu'on 
vient  de  démontrer,  mais  ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  s'étendre  sur 
de  tels  développements. 
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Nous  termineroDS  celte  note  par  Texplication  d'an  fait  qui 
pourrait  être  regardé  comme  contraire  à  l'analogie  que  noos 
avons  annoncé  exister  entre  le  mode  de  description  des  sur- 
faces du  second  ordre,  et  celui  de  Tellipse.  On  démontre 
aisément ,  dans  le  cas  d'axes  rectangulaires ,  et  lorsque  la 
somme  (*+>!*  est  constante,  que  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  ç ,  >},  est  sur  la  normale  à  l'ellipse  menée  par  le  point 
décrivant.  La  même  chose  a  lieu ,  l'angle  des  axes  étant 
quelconque ,  mais  la  droite  mobile  de  longueur  constante  -. 
en  C6  sens  seulement  que  ce  sont  les  perpendiculaires  aoi 
axes  menées  aux  distances!,  >i  de  l'origine,  qui  se  rencon- 
trent sur  la  normale.  Or  l'ellipsoïde  ne  possède  point  cette 
propriété,  si  ce  n'est  dans  un  cas  très-particulier,  où  Ton  a 

Cette  circonstance  tient  uniquement  à  ce  que,  dans  les  cas 
particuliers  qui  viennent  d'être  cités,  l'éllipsecolncide,  par 
son  mode  même  de  description ,  avec  l'épicycloïde  dite  rôl- 
longée  ou  raccourcie  que  décrit  le  point  du  plan  d'un  cerdf 
roulant  intérieurement  sur  une  circonférence  d'un  diamètre 
double,  concentrique  à  l'ellipse.  Un  peu  d'attention  suSra 
pour  se  rendre  compte  de  l'identité  des  deux  courbes.  Or, 
dès  que  la  droite  mobile  cesse  d'avoir  une  longueur  coa- 
stante,  rien  de  semblable  n'exi^.  Le  fait  purement  acci- 
dentel, relatif  à  la  normale,  appartient  donc  réeUement  an 
propriétés  de  la  famille  des  épicycloldes  bien  flus  qu'aoi 
sections  coniques  en  général,  et  ne  peut  être  allégné  contrr 
l'analogie  visible  de  la  description  des  surfaces  par  le  poio( 
d'un  plan  mobile,  avec  celle  des  courbes  par  le  point  d*mie 
droite. 
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NOTE 

SCft 

LE  FOLIUM  DE  DESCARTES. 

PAR  M.  BUDT, 

Aneira  profeifeur  des  colléget  royaoï. 

1.  La  ooarbe  {fig.  36)  dont  l'équation,  rapportée  à  de» 
axes  rectangulaires,  est 

est  connue  sous  le  nom  de  folium  de  Descartes.  Gomme  on 
ne  sait  point  résoudre  cette  équation ,  celle-ci  ne  peut  faire 
connaître  directement  ni  la  nature  ni  la  forme  de  la  courbe. 

Pour  la  transformer  en  une  autre  plus  aisée  à  discuter, 
nous  remarquerons  qu'elle  reste  la  même  quand  on  y  change 
jc  en^j  et  réciproquement.  La  courbe  qu'elle  représente  est 
donc  symétrique  par  rapport  à  la  bissectrice  de  Tangle  formé 
par  les  axes  des  coordonnées.  Il  est  donc  facile  de  prévoir 
qu'en  prenant  cette  droite  et  celle  qui  lui  est  perpendiculaire 
à  l'origine  pour  nouveaux  axes,  la  discussion  so'a  simplifiée. 

IjCs  formules  pour  passer  aux  axes  nouveaux  sont 

^  =  îi/2(x'+y). 

D'ailleurs,  en  nommant  a'  la  portion  de  la  bissectrice  dont 
la  projection  sur  Taxe  des  x  est  ^ ,  Ton  a 

_  a' 

Portons  ces  valeurs  dans  l'équation  (1)  ;  remplaçons,  pour 
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3a' 
plus  de  simplicilé ,  —  par  d^  et  snpprimoiis  les  acceots , 

TéipiatioD  rédaite  sera 

y^  (a  4-  3j:)  +  x'  {x—a^^^  0. 
Elle  donne 


^==*-""\/7+é- 


(3) 


L'équatieni  mise  sous  oeite  forme ,  on  Toil  de  suite  {fig.  37} 
que  la  courbe  limitée  à  droite  à  l'abscisse  AB=s  a ,  l'est  à 

gauche ,  à  la  distance  AD  =  -  a ,  par  l'asymptote  V V,  dont 

«s 

Féquation  est 
L'équation  suivante 

déduite  de  Téquatioa  (3)  donnant  pour  m,  à  la  limite  or  =  0  : 

m=:±:l, 

fait  voir  que  les  bissectrices  GL,  G'L'  touchent  ^les  dcu& 
branches  BMAU ,  BM'AU'  à  l'origine. 
2.  Comparons  cette  courbe  à  celle  dont  féquation  est 

V/a— JT 

Cette  seconde  courbe ,  de  même  forme  que  la  précédenic, 
mais  dont  Vasymptote  YV  (fig.  38)  est  éloignée  de  l'axe  HV 
d'une  distance  HD= AD,  est  d'une  construction  géométnqne 
facile.  En  elBet,  si  l'on  mène  par  R  la  droite  arbitraire  BC, 
l'on  aura  toujours,  pour  tous  les  poiats  ée  la  courbe, 
CA  =  CM.  Elle  est  aussi  le  lieu  des  sommets  des  hyperboles 
qui  9  ayant  le  foyer  commun  B,  ont  l'axe  AY  pour  asymptote 
commune.  C'est  ce  que  Ton  vérifierait  en  cherchant  direcle- 
mcnt  le  lieu  des  points  qui  satisfont  à  l'une  ou  à  l'autre  cou- 
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ditioo.  Il  serait  caricox  de  chercher  si  la  première  coarbe 
jouit  de  quelques  propriétés  analogues. 

La  comparaison  des  formules  (3)  et  (4)  fait  wir  qu'entre  les 
points  A  et  B ,  la  première  courbe  est  plus  près  de  l'axe  des 
jc^  que  la  seconde,  et  qu'entre  Aet  D,  elle  s'en  éloigne  au 
contraire  dsTantage  ;  de  sorte  que  si  les  deux  courbe»  étaient 
construites  sur  la  même  droite  AB ,  h  première  serait  com- 
plètement enveloppée  par  la  seconde. 

3.  Un  point  essentiel  à  déterminer,  si  Ton  construit  les 
deux  courbes ,  est  celui  M ,  où ,  sur  la  partie  fermée ,  située 
à  droite  de  l'axe  des  yj  l'ordonnée  est  un  maximum.  Nous 
croyons  que  les  élèves  n'attachent  pas  en  général  assez  d'im- 
portance aux  constructions  géométriques.  Ce  n*est  que  par 
elles  néanmoins  que  dans  beaucoup  de  cas  on  peut  se  faire 
une  idée  bien  nette  de  la  forme  et  de  l'étendue  de  la  courbe 
que  l'on  discute.  Nous  les  considérons  d'ailleurs  comme  un 
exercice  extrêmement  utile  pour  les  élèves ,  et  très-propre 
à  exercer  leur  sagacité.  Elles  nous  semblent  donc  préféra- 
blés  sous  ce  rapport  aux  résultats  (^uits  du  calcul^  et  c'est 
par  ce  motif  que  nous  allons,  pour  chacune  des  deux 
courbes  considérées,  indiquer  la  construction  précise  du 
point  que  nous  Tenons  de  désigner. 

La  dérivée  de  l'équation 

de  la  seconde  courbe ,  prise  par  rapport  à  x  et  égalée  à  zéro, 
donnera  les  points  de  la  courbe  où  la  tangente  est  parallèle 
aux  X,  et  dont  l'ordonnée  sera  dans  le  cas  actuel  un 
maximum. 
Or  cette  équation  réduite  est 

x'4-aa:  — a'=0. 
En  la  résolvant,  on  a 
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Pour  GODSlniiFe  à  la  fois  TabseisBe  et  Tordomiée  da  poinC  j 

faisons  AK  =  A.B  ;  prenons  AH  =  AB  ;  décrivons  da  cen- 
tre K  la  eiroonféreoGe  KH ,  eoapant  Taxe  des  x  eft  P  et  F. 
Le  point  cherché  M  sera  sor  la  p^pendîculaire  élevée  eo  P 
SOT  AX,  et  sur  la  droite  BN  menée  de  B  à  l'extrémité  N  de 
la  corde  AN  =  AP.  Qa|Dt  au  point  P,  on  voit  qu'il  est  hors 
de;  limites  de  la  courbe ,  ou  qne  Tordonnée  correspondante  à 
Tabscisse  AP'  est  imaginaire. 
i.  Si  Ton  fait  le  calcul  analogue  pour  Téquation 

y"  (a  +  Sx)  +x'  {x  —  a)  =  0 

de  la  première  courbe ,  1  on  trouvera ,  pour  la  condition 
cherchée , 

3jr'— a'  =  0} 
d'où 

CimMtruciiùn.  SurHBC/i^.  37),  comme  diamètre ,  décri- 
vez une  circonférence  \  faites  AE  =  HD  =  --•  AB  ;  élevex  la 

perpendiculaire  £H  sur  AB.  Alors  la  corde  AH  =—^.  Or 

cette  corde  est  plus  grande  que  AE  et  aussi  que  AO  =  HO. 
Donc  la  circonférence  AH  coupera  le  prolongement  de  HO 
en  P  et  celui  de  AO  en  P.  Le  point  F  est  hors  des  limites  de 
la  courbe.  Le  point  P  est  le  seul  auquel  correspondent  les 
points  cherchés. 

Construisons  l'ordonnée  du  même  point.  L'équation  (3) 
donne 

x"  '^  a-\-  Zx  ' 
Faisons  AQ  =  3AP  y  sur  BQ ,  comme  diamètre ,  décrivons 
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une  demi-ciroonférence  rencontrée  par  la  perpendiculaire  au 
point  P  sor  HX  en  Z ,  et  après  avoir  pris  QF'=  HP ,  la  pa- 
rallèle P'M"  à  BZ  sera  l'ordonnée  cherchée.  La  même  con- 
stniclion  s'appliqaant  k  une  abscisse  quelconque,  on  pourra 
donc  déterminer  autant  de  points  de  la  courbe  que  Ton 
voudra. 

La  transformation  dont  nous  avons  fait  usage  pour  discu- 
ter la  courbe  de  Descartes  d<nt  être  remarquée  k  cause  de  sa 
grande  utilité  pratique.  Elle  nous  semble  préférable ,  lors- 
qu'elle rend  possible  la  résolution  directe  de  l'équation  pri- 
mitive, à  la  méthode  des  coordonnées  polaires,  plus  facile  en 
apparence ,  mais  qui ,  en  général ,  dans  les  courbes  de  forme 
compliquée ,  est  peu  propre  à  indiquer  d'une  manière  précise 
leur  limite  exacte,  le  sens  de  leur  courbure  et  la  position  des 
asymptotes,  lorsqu'il  en  existe. 

Dans  le  folinm  de  Descartes ,  par  exemple ,  si  on  passe  de 
réquation  primitive 

jr^  —  Zaxy  +  x^  =  0 

à  l'équation  aux  coordonnées  polaires,  au  moyen  des  for- 
mules connues   . 


l'on  trouve 


^  =  psm«>,  j:  =  pcos«>, 

/ 


3asinG.iCOSoi> 


Or,  en  posant 

on  en  tire 
Par  suite, 


sin^u  +  cos^w' 

sin^w  -f-  cos'tt  =  0 , 

sina>  =  —  C08W. 
3asinV 


=  ip«; 


d*où  Ton  doit  condure  seulement  quo  la  courbe  considérée 
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peut  avoir  uae  asymptote  parsdlèle  à  la  biaiectriee  ZAZ' 
(  fig.  U)  de  l'angle  YAX'.  Mais  ce  résultat  ne  fait  oemuttre  dî 
Texisteiice  réelle  de  cette  asymptote ,  ni  m  distance  à  k 
bissectrice. 

Je  dis  son  existence  réelle  :  en  eflet,  il  pourrait  se  faire, 
dansde  certains  cas ,  que ,  malgré  nne  indication  de  ce  geMre, 
il  n'y  en  eût  aucune. 

Car  soit,  par  exem^e,  réqnatioB 

discaiée  dans  les  Annales^  t.  II ,  p.  23â;  son  équation  po- 
laire est 

i 


^        COS"«p' 


Quand  ^  =  -  ,  on  a 


et  cependant  la  courbe  n*a  pas  d'asymptote ,  on  celle-ci  est  à 
une  distance  infinie  de  Taxe  des^,  ce  qui ,  au  fond ,  est  la 
même  chose. 

6.  L'auteur,  d'ailleurs  plein  de  mérite ,  de  l'article  inséré 
dans  le  même  tome  des  Annales ,  p.  314 ,  a  été  induit  en  er- 
reur par  une  discussion  de  ce  genre.  C'est  ce  que  je  vais  mon- 
trer par  la  discussion  directe  de  Téqnation  à  laquelle  il  est 
parvenu. 

Cette  équation  est 

Elle  donne  la  solution  d'un  problème  très-intéressant  pro- 
posé par  M.  Breton  de  Champ.  Elle  est,  dans  une  suite  de  pa- 
rallélogrammes ACfiM,  A'C'B'M  ....  etc.  {fig.  39),  qui  ont 
un  angle  commun  M ,  et  dont  les  côtés  adjacents  varient  en 
conservant  une  différence  constante ,  le  lieu  des  pieds  des 
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perpendiculaires  abaissées  des  sommets  C»  C  ....  etc.,  sur  les 
diagonales  opposées  et  correspondantes. 

L'anteur  a  élé  amené  par  son  calcul  à  prendre  pour  ori- 
gine le  point  O  de  la  bissectrice  de  Tangle  AMG,  où  Tont 
concourir,  par  une  propriété  fort  remarquable,  toutes  les 
perpendiculaires  considérées  et ,  pour  axes  des  coordonnées, 
les  droites  OX ,  OY,  parallèles  aux  côtés  de  cet  angle. 

L'équation  (i) ,  étant  du  troisième  degré  par  rapport  aux 
deux  variables,  ne  peut  être  résolue  directement.  L'auteur 
de  l'article  la  discute  par  les  coordonnées  polaires.  Maïs  la 
composition  de  cette  équation ,  comme  la  nature  même  de  la 
question,  indique  suffisamment  que  la  courbe  est  symétrique 
par  rapport  à  la  bissectrice  de  l'angle  YOX  II  est  donc  na- 
turel alors  de  prendre  cette  drdte  OX'  et  sa  perpendiculaire 
OY'  pour  axes  coordonnés  ;  et  c'est  à  ces  axes  nouveaux  qM 
nous  allons  la  rapporter. 

Les  formules  d'où  dépend  cette  transformation  sont 

x=î|/2fy+x'), 
j.=l|/2(y-x'). 

L'équation  transformée  est ,  par  suite , 

y(2ï/2x  — 1)4-2  J/2x5—3x'  =  0.  (2) 

Elle  donne 


-\/ 


3  — 2V/2j: 


(3) 


2K2jr— 1' 
et  devient ,  sous  cette  forme ,  facile  à  discuter. 
Les  valeurs  de  x  qui  satisfont  aux  équations  pwtieulière» 

21/2X— 1=0, 

3-2|/'2jr  =  0, 

1  3 

étant  x'=  - 1/2  pour  la  première ,   et  x"  =  r  1/2  pour  la 
4  4 
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seconde  9  il  sait  de  l'équation  (3)  que  les  abscisses  aaxquettes 
correspondent  des  ordonnées  réelles  seront  toutes  comprises 
entre  les  valeurs  j:'  et  x'\ 

Pour  interpréter  ces  résultats,  il  faut  se  rappeler  que  l'é- 
quation (t)  a  été  obtenue  en  prenant  le  côté  du  carré  MPOQ 
pour  unité.  Alors  si  on  considère  le  carré  inscrit  mpq^p\ 

formé  en  joignant  les  points  milieux  des  côtés  du  premier,  Ton 

I  3 

aura  OR  =  r  |/â ,  OS  =  j  V^  2.  La  courbe  sera  donc  enUè- 
4  4 

rement  renfermée  entre  les  paralléles/^'^'fjp^èraxeOY';  et 
si  Ton  fait  croître  x  depuis  x^  jusqu'à  x^\  Tordonnée  posi- 
tive correspondante  décroîtra  d*une  manière  continue  depais 
l'infini  jusqu'à  zéro. 

La  première  de  ces  parallèles ,  et  non  point  Taxe  OY',  sera 
donc  une  asymptote  de  la  courbe ,  et  la  seconde  une  tangente* 

Ces  conséquences  se  trouvent  vérifiées  par  la  valeur  du 

coefficient  angulaire  de  la  tangente ,  qui  est 

8:c'— 6I/2X+3 

tangç  =  rp .       ^       ^  (I) 

(2K2  X  —  1)  \/(2l/2  X  —  1)  (3  —  2»/ 2  jr) 

Le  numérateur  a  ses  racines  imaginaires  et  ne  peut  en  con- 
séquence devenir  ni  nul,  ni  négatif.  Donc,  en  adoptant  le 
signe  supérieur  qui  convient  à  la  partie  SPU  de  la  courbe , 
ce  coefficient  est  constamment  négatif ,  ou  Tangle  que  fait  la 
tangente  avec  OSX'  est  toujours  obtus. 

Pour  a7  =  x'=  x"  la  valeur  de  tangf  devient  infinie.  Ce 
qui  prouve  de  nouveau  que  p'^  est  une  asymptote ,  et  sa  pa- 
rallèle pq  une  tangente  au  sommet.  De  S  à  U  la  courbe 
ciiangedonc  le  sens  de  sa  courbure.  Ainsi  il  y  a  un  point  d'in- 
flexion entre  ces  deux  points.  Pour  le  trouver,  cherchons  la 
condition  qui  rend  tangcp  un  maximum  ou  un  minimum.  Elle 
sera  exprimée  par  l'équation 

—  i2x-t- 6^^2  =  0, 
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qui  donne 

d'où  il  faut  conclure  que  P  et  Q  sont  les  deux  points  d'in- 
flexion cherchés. 
Cette  hypothèse ,  introduite  dans  (4)  ;  donne 
tangy  =  ±:  1  ; 

d'où  il  suit  que  les  côtés  MA  et  MB  ou  MG  de  l'angle  inva- 
riable des  parallélogrammes  sont  tangents  à  la  courbe. 

L'enveloppe  des  diagonales  successives  BA,  B^A' ....  etc., 
est,  comme  l'indique  l'auteur ,  une  parabole.  Son  équation , 
rapportée  aux  droites  MB ,  MA ,  prises  pour  axes  des  x  et 

des^,  est 

a:'-f.^'+  ^xy  +  2  (a:  —y)  +  1=0.  (5) 

Si  on  y  fait  successivement  j:  =  0 ,  ^  =  0 ,  l'on  trouve 

(^-.ir  =  0,  (x  +  ir  =  0; 

ce  qui  montre  que  les  droites  MP,  MQ  sont  des  tangentes;  et 
comme  elles  sont  rectangulaires ,  il  s'ensuit  que  la  droite 
Diy,  parallèle  à  PQ»  est  la  directrice  de  cette  parabcde  ;  qu'en 
conséquence  le  point  I  en  est  le  foyer,  et  S  le  sommet.  Les 
trois  points  P,  S  ,  Q  sont  donc  des  points  communs  aux  deux 
courbes ,  où  elles  ont  une  tangente  commune  et  où  par  con- 
séquent elles  se  touchent  elles-mêmes.  Elles  différent  dans 
tous  les  autres  points. 

Nott,  1.  Le  folium  de  Descartes  est  une  courbe  du  troi- 
sième degré  de  première  espèce ,  ayant  une  asymptote  recti- 
ligne  du  genre  hyperbolique  ordinaire  {Inirod^  in  Analys,^ 
Mb.  11  »  cap.  ix).  On  trouve  de  suite  cette  asymptote,  en  ap- 
pliquant à  réquaiion  (i)  la  méthode  d'Enler  exposée  par 
M.  le  professeur  Yannson  (t.  II,  p.  S98)  ;  le  marquis  de 
L'Hospital  construit  la  parlie  iuQnie  de  cette  courbe  avec  son 
asymptote  (Analyse  de$  inf.  petits ,  sect.  i ,  p.  15 ,  et  sect.  x , 
p.  166 ,  deuxième  édition  ,1715). 
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Bernoolli  (Jean)  procède  ainsi  pour  carrer  la  courbe  {Opéra 
omnia^  t.  III ,  p.  405  ).  Dans  l'équation  (3j  faisons  a — x=sz*  ; 

on  en  tire 

2a'(«' — û)  £fa       2z\z*—  a)  dz 
ydx^      ._— =  =  -77=   „  ; 

ce  qui  donne  immédiatement 

Vîtttégrale  est  nulle  pour  x  =  0  ;  donc  C  =  -  a'  ;  ainsi  Paire 

6 

1  r  -  -1 

est  exprimée  par  -r  |  a'—  (a—  xY  {%  +  3x)"J;  faisant  j:=^z, 

oh  trouve ,  poor  l'aire da  demi-folinm,  -a*  ;  faisant  eiunile 

6 

j:  := — -  a;  la  demi-aire  asymptotiçieefttéqniralente  à  -  a*  ^ 

3  o 


V 


=Vî 


l'ordonnée  maxima  est  j^  =  a  \/  -  .    Donc  le  carré  de 

oetle  ordonnée  est  équivalent  à  Taire  totale  du  fioUurn  oa 
bien  à  Taira  totale  asymptotiqae. 

On  a  eaoore  id  T«icaqpie  d*ane  aire  fermée  carrable  ;«mais 
eUa  «it  dins  TeseeptioD  indiquée  par  Newton.  (Fàir  t.  II , 
p.  35t.) 

Tous  les  foliums  construits  dans  le  même  angle  des  axes 
sont  semUaUes.  U  reste  à  trouver  daaa  quel  cas  aoe  équa- 
tion générale  isx  troisième  degré  représente  un  UHbxok.iFcir 
MéaiQire  de  Ntarfe,  Acad.  des  Sciences,  1729.) 

3.  La  pttrtîe  Cermée  de  la  eourbe,  ressemblant  à  une  fo- 
Uole ,  a  donné  son  nom  à  la  eourbe.  J*ignore  pourquoi  cette 
courbe  est  attribuée  à  Descartes  :  il  n'en  est  point  question 
dans  sa  géométrie.  Elle  est  probablement  dam  les  lettres,-  ee 
que  je  n'ose  pourtant  garantir,  car  je  n'ai  à  ma  disposition 
que  Tédition  de  M.  Cousin ,  qui  n'a  point  de  taMe  de  matières, 
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lacune  déplorable.  Il  est  vrai  qae  dans  le  troisième  livre  de 
la  Géométrie ,  Descartes  construit  nne  courbe  da  troisième 
degré,  dont  l'équation  a  quelque  aoalefie  avec  celle  du  .fo- 
liiim«  Yoid  la  génération  de  cette  courbe  :  une  parabole  don- 
née se  meut  parallèlement  à  son  axe  ;  d'un  point  donné  sur 
cet  axe ,  on  dirige  des  rajFOOs  vers  un  point  fixe  situé  dans  le 
plan  de  la  parabole  ;  le  lieu  d'intersection  de  ce  rayon  avec  la 
parabole  est  une  ligne  du  troisième  degré»  dont  Descartes  fait 
usage  pour  construire  les  racines  de  l'équation  du  sixième 
degré ,  en  combinant  cette  courbe  avec  un  cercle. 

3.  Les  équations  polaires  peuvent  servir  à  déterminer  les 
asymptotes  avec  autant  de  certitude  et ,  en  certains  cas,  avec 
plus  de  facilité  que  les  équations  à  coordonnées  ordinaires. 
Daas  les  uns  et  les  autres ,  il  faut  toujours  deux  conditions  : 
la  érection  de  l'asymptote ,  et  sa  distance  à  un  point  connu , 
et  il  est  naturel  de  choisir  le  pôle.  L'expression  de  cette  dis- 
tance est  dans  les  ouvrages  élémentaires ,  et  peut  se  ocmdmre, 
sans  difficulté ,  de  la  formula  >de  M.  Rispal  (t.  II,  p.  511  ). 
Mais  une  ligne  peut  avoir  des  points  isolés  multiples  situés  à 
l'infini  ;  la  droite  qui  passe  par  ce  point  a  alors  une  direction 
déterminée  et  devient  une  asymptote,  quoique  la  courbe  n'ait 
que  des  branches  finies  ;  ce  qui  explique  le  fait ,  en  apparence 
paradoxal,  signalé  par  M.  le  professeur  Yannson  (t.  II, 
p.  403).  Nons  reviendrons  sur  ce  point  d'analyse  appliquée , 
et  sur  une  propriété  générale  des  surfaces  et  des  courbes  al- 
gébriques, peut-être  non  encore  remarquée.  Tm. 
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DÉMONSTRATION  DE  THÉORÈMES 

sur  les  courbes  du  second  degré , 

professenr  de  mathémaUqaet. 


Hbx/lgonb  db  Pascal.  Lorsqu'on  prolonge  deux  à  deux  les  côiét 
opposés  d'un  hexagone  inscrit  d  une  courbe  du  second  degré , 
les  trois  points  de  concours  sont  en  ligne  droite. 

Soit^— AT  — 6=0  el  ^— a':r  — y  =  0  les  équations 
des  droites.  AB,DG  (fig.  40),  si  Ton  mnltiplie  par  ordre 
ces  deux  équations ,  od  aura  nne  éqaation  da  second  degré 

(1)  y+Bxjr-^Cx'  +  ï}y+Ex+F=:0 

qui  sera  réqnation  des  deux  droites  AB  et  CD. 
On  aura  une  équation  de  la  même  forme 

(2)  y+B'xr+CV4-Dy  +  E':c  +  F'=0 
pour  les  droites  AF,DE. 

Soit (3)  j-'  +  B"a-^  +  C'V4-D>-f  E"jr+F"=0  Téqua- 
tion  de  la  courbe 
Uaze  des^  passant  par  les  points  A  et  D ,  on  a 
D=rD'=D''et  F=F=F"; 

en  effet ,  si  Ton  suppose  x=^0  dans  chacune  des  trois  équa 
(ions ,  on  obtiendra  trois  équations  en  y 

y+Dy+F±=o, 

j^'+D>  +  F"=0, 
qui  auront  toutes  trois  pour  racines  OD  et  OA. 
Si  Ton  soustrait  Tune  de  l'autre  les  équations  (3)  et  (I), 
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on  aura  ane  équation  qai  sera  satisfaite  par  les  valeurs  des 
GO(Nrdonnèes  des  points  A,  1),  G  et  B ,  et  qui  sera 

x[(B— BV.+  (C— C")JC+E— E"]=0; 
elle  se  décompose  eo 

x  =  Oet(B— B")j-+(C— CV+E— E"=0.  (♦) 

Cette  dernière  est  Téqnation  de  la  droite  CB ,  puisqu'elle  est 
da  premier  degré  et  doit  être  satisfaite  par  les  coordonnées 
des  points  C  et  B. 
Soustrayant  de  même  Téquation  (3)  de  (2),  on  aura 
xUV  -  B")r  +  (C  -C')jr  +F  -  FI  =  0 , 
qui  se  décompose  en 

•  a?=Oet(»— B");r+^C'  — CV+E'— E"«0.  (5) 
Cette  dernière  est  l'équation  de  FE. 

Les  valeurs,  des  coordonnées  du  point  de  concours  des 
droites  CB  et  FE  doivent  donc  satisfaire  à  l'équation  •. 

(B— BV+(C— C'):c+E— E  =  0,  (6) 

qu'on  obtient  en  retranchant  l'une  de  l'autre  les  équations  (5) 
et  (4).  Mais  si  l'on  soustrait  l'une  de  l'autre  les  équations  (1  ) 
et  (2),  on  obtient  pour  équation  : 

x[(B— B')^  +  (C— O+E— F]  =  0, 
qui  se  décompose  en  a:=:  0,  et 

(B-B'lr  +  (C— C)x+E— F=0. 

Cette  dernière  doit  être  satisfaite  par  les  valeurs  des  coor- 
données du  point  de  rencontre  des  droites  AB  et  ED,  et  aussi 
par  les  valeurs  des  coordonnées  du  point  de  rencontre  des 
droites  AF  et  CD.  Elle  est  donc  l'équation  de  la  droite  qui 
joint  ces  deux  points  de  rencontre.  Or  elle  n'est  autre  que 
l'équation  (6). 

Par  conséquent ,  les  trois  points  de  concours  sont  en  ligne 
droite. 

km.  Di  Uath«m.  III.  â1 
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Hexagone  de  Bruncron.  Les  trais  diagonaks  qui  joignent  les 
sommets  des  angles  opposés  rf'un  hexagone  circonscrit  d  une 
courbe  du  second  degré  i^  se  coupent  au  mhne  point. 

Si  du  point  A  lfig,M)  on  mène  one  sécante  à  la  ooarbe,  et  que 
par  les  points  de  rencontre  on  mène  des  tangentes  à  la  coarbe, 
ces  tangentes  se  couperont  en  un  point  de  la  corde  des  con- 
tacts des  côtés  AB ,  AF.  Il  en  sera  de  même  pour  le  point  D. 
Par  conséquent,  si  par  les  points  de  rencontre  de  AD  avec 
la  courbe  on  mène  deux  tangentes  à  la  courbe,  ces  tangentes 
se  couperont  en  un  point  situé  à  la  fois  sur  la  corde  des  ooii- 
tacts  des  tangentes  AB,  AF,  et  sur  la  corde  des  contacts  des 
tangentes  DG»  DE;  ce  point  sera  donc  le  point  de  concoon 
de  deux  côtés  opposés  de  Thexagone  inscrit  à  la  courbe  et 
formé  en  joignant,  deux  à  deux,  chaque  point  de  contact  «q 
suivant.  La  diagonale  BE  sera  pareillement  dirigée  suivant 
la  OHrde  des  contacts  de  deux  tangentes  menées  à  la  courbe 
par  le  point  de  concours  de  deux  autres  côtés  opposés  de 
Thexagone  inscrit.  Enfin  la  diagonale  CF  sera  dirigée  sui- 
vant la  corde  des  contacts  de  deux  tangentes  menées  do 
point  de  concours  des  côtés  formant  le  troisième  couple  de 
côtés  opposés  de  l'hexagone  inscrit.  Les  trois  diagonales  se 
confondent  donc  avec  les  cordes  de  contact  des  trois  couples 
de  tangentes  menées  de  trois  points  situés  en  ligne  droite.  Or, 
on  sait  que  si  de  différents  points  d'une  droite  on  mène  des 
tangentes  à  une  courbe  du  second  degré ,  les  cordes  de  con- 
tact passent  toutes  par  un  même  point  ^  par  conséqu^it ,  les 
diagonales  de  l'hexagone  circonscrit  doivent  se  couper  au 
même  point. 
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QUESTIONS  D'EXAMEN, 

DÏSOLDSS 

Aoeie.  èlér«  de  I-Rwle  norm.le .  profet««ar  de  nmhématiqoes. 


PRBMIÉRB  QUBSTIOn. 

De  combien  de  manières  le  premier  membre  dune  équa- 
tion dn  degré  Sm  peut-fl  se  décomposer  en  fac.eurs  du 
second  àegré? 

Désignons,  pour  abréger,  para,  *,  c...  h,  *,  /,  les  2« fac 
lenrs  binômes.  x-«,  x_^  etc.,  correspondant  aux  dl- 
verses  racines,  réelles  ou  imaginaires,  de  léquation. 

Précisons  la  question  :  Combien  peut-on  écrire  de  listes 
de  facteurs  dn  deuxième  degré,  telles  que  le  produit  des  fac 
teur»  de  chaque  Uste  soit  égal  au  premier  membre  de  léqua- 
Ikm  proposée?  Deux  listes  différant  au  moins  par  un  fac- 
teur. . 

Pour  former  ces  listes ,  on  peut  procéder  comme  suit  : 
Je  prends  le  facteur  a ,  que  je  multiplie  par  *.  Réservant 
d'abord  le  produit  ab,  je  suppose  qu'on  ait  résolu  le  pro- 
blème proposé  pour  le  produit  des  2»» — 2  facteurs  reslanu 

et  obtenu  toutes  les  décompositions  diUrèntes  qu'il  demande! 
sait  F'«,-«  le  nombre  de  ces  décompositions.  A  chacune  des 
listes  chteaws ,  je  joins  le  produit  réservé  ab ,  et  j'ai  une 
IHremière  sériede  F'»  -  >  déccoipositions  dilférentes  du  pro- 
duit des  3m  facteurs  proposés. 

Je  joins  ensuite  au  facteur  a  un  facteur  c  autre  que  fr;  je 
réstrre  ce  produit  ;  je  fome  tontes  les  listes  différentes  de 
iacteors  dn  deuxième  degré  des  2/» —2  facteurs  rcttants^ 
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j'en  ai  encore  P'^am-  3  ;  à  chacune  je  joins  ac^  et  j'ai  ane  nou- 
velle série  de  listes  de  produits  de  âm  facteurs,  lesquelles 
sont  différentes  des  premières .  Je  joindrai  ainsi  successîTe- 
ment  le  facteur  a  à  chacun  des  2m —  1  facteurs  restants  , 
et  chaque  fois  j'aurai  F'jtm -3  listes.  Gela  fait,  je  les  aurai 
évidemment  toutes;  car  dans  Tune  quelconque  des  listes  de- 
mandées ,  a  doit  être  joint  à  Tun  des  2in—  1  autres  facteurs, 
et  se  trouver  absent  des  autres  produits  du  deuxième  degré. 
De  là  résulte  évidemment  la  formule 

P%»=P"«— aX(2m~1)    . 
En  changeant  successivement 

m  en  m — 1,  m  — 2, m — (m — 1), 

et  multipliant  les  égalités  résultantes,  on  obtient  la  formule  ^ 

P"2,^=:  1.3.5.7....  (2OT  —  1) 

Corollaire,  Étant  donné  un  polynôme  entier  de  degré  im- 
pair (2m +  i),  de  combien  de  manières  peut-on  le  décompo- 
ser en  un  produit  de  facteurs  du  deuxième  degré ,  multiplié 
par  un  facteur  du  premier?  Soient  a^  6,  c  ....  A,  A,  /,  n ,  les 
facteurs  du  premier  degré.  On  laissera  d'abord  n  de  côté  ;  on 
formera  toutes  les  listes  de  facteurs  du  deuxième  degré  rela- 
tives aux  2m  facteurs  restants,  lesquelles  seront  au  nombre 
de  F'2iii=  i. 3.5.7...  (2m -1). 

Enjoignant  à  chaque  décomposition  le  facteur  réservé  n^ 
on  aura  une  série  de  décompositions  relatives  à  la  question 
actuelle.  En  isolant  d'abord  successivement  chacun  des 
2m+l  facteurs,  on  aura  autant  de  séries  différentes.  Le 
nombre  des  listes  est  donc  1. 3.5.7....  (2m— 1)  (2m +  1). 

DsDXIlfclfB  QDKSTION. 

De  combien  de  manières  peut-on  décomposer  un  produit 
de  3  m  facteurs  a,  6, c, ....  c,  A,  il  en  facteurs  ou  diviseurs 
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da  troisième  degré?  Celle  question  est  analogue  à  la  précé- 
dente. 

Je  mets  à  part  le  ractear  a ,  et  je  forme  toutes  les  combi- 
naisons des  3m—  1  facteurs  restants  pris  â  à  2;  il  y  en  a 
(3in— l)(3w— 2)  ^ 

1.2. 

Je  multiplie  a  par  Tun  de  ces  produits  de  deux  facteurs, 
bc  par  exemple  ;  réservant  le  produit  abc  ainsi  obtenu ,  je 
forme  toutes  les  décompositions  indiquées  par  la  question 
appliquée  au  produit  des  3  m  —  3  facteurs,  autres  que  a,  6,  c  ; 
^t  P'"8m.-3  le  nombre  des  listes  obtenues.  A  chacune  d'elles 
j'ajoute  le  produit  abc  y  et  j'ai  ainsi  une  liste  de  diviseurs  du 
troisième  degré  dont  le  produit  est  celui  des  3/7i  facteurs 
donnés.  Ayant  fait  cela  pour  lesP'''^,^,  listes,  j'ai  un  Nombre 
égal  de  décomposition»  du  produit  donné. 

Je  multiplie  a  par  une  autre  combinaison  des  facteurs 
restants,  bd  par  exemple;  j'opère  comme  précédemment  sur 
les  3m— 3  facteurs  restants;  puis  joignante  chaque  décom- 
position du  produit  de  ces  3#/i  —  3  facteurs  le  produit  abd^ 
j'obtiens  une  série  de  F"",^  ,  décompositions  relatives  au  pro- 
duit proposé  de  3m  facteurs  \  ces  dernières  listes  sont  diffé- 
rentes des  premières,  puisque  dans  le  diviseur  qui  contient 
a  dans  chacune ,  ce  facteur  est  constamment  joint  à  bc  dans 
lefrpremières  et  à  bd  dans  les  dernières.  Quand  on  aura  fait 
usage,  de  la  même  manière,  de  toutes  les  combinaisons  de 
deux  fiicteurs  autres  que  a,  on  aura  toutes  les  décomposi 
lions  possibles.  Dans  chaque  liste  en  effet ,  a  doit  accompa- 
gner une  combinaison  de  deux  des  facteurs  restants,  et  être 
absent  des  autres  produits.  On  a  évidemment 

p,«    _™,        (3f/»-i)  (3w-2) 
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Remplaçant  successivement  mpar  m— l  ,m— â, .,  .m— (m_l  ) 
et  muUipIiaot  toutes  leségalités  obtenues  membres  à  membres 
on  trouve 

F",^=sjL/|. 2.4.5.7.8 (3m— 2)(3wi— l)Y 

On  obtiendrait  exactement  de  la  même  manière,  le  nombre 
desdécompositionsd'un  produit  de  facteurs  du  premier  degré, 
en  diviseurs  d'un  degré  quelconque,  si  Ton  suppose  lo  degré 
du  produit  multiple  de  celui  d'un  diviseur. 
Exemple  :  calculer  P^ 

Soit  C^i  le  nombre  des  condrinaisons  des  pm—  i  fac- 
teurs autre  que  a,  pris  ^—1  à  p — 1.  On  aura  la  forande 
P{;,.=I%^<y.i.  D'où  l'on  déduira  la  valeur  de  P^  par  la 
métbode  indiquée. 

TnoisiàMB  QuianoN. 
Si  on  demande  le  nombre  de  décompositions  en  diviseurs 
du  degré  p  accompagnés  d'un  seul  diviseur  du  degré  ;,  pour 
un  produit  de  ^/7t 4-9  facteurs  du  premier  degré  {q<p)i  ii 
suflira  évidemment  de  trouver  le  nombre  de  décompositioiis 
en  facteurs  du  degré  ^  pour  un  produit  Aepm  facteurs  el  de 
multiplier  le  nombre  I^  obtenu  par  celui  des  combinaisons^ 
à  9  de  tous  les  facteurs  du  produit  proposé  de/1171+9  facteurs. 
En  efiet  chacune  des  listes  demandées  s'obtient  en  mettant 
à  part  q  des  facteurs  proposés,  et  y  joignant  ensuite  chacone 
desdécompositions,  en  facteurs  du  degré/y,  du  produit  deêpm 
facteurs  restants. 

Pendant  que  je  m'occupe  de  combinaisons^  je  crois  utile  de 
mettre  ici  une  solution  plus  simple  du  problème  des  mots 
(tome  I^'j  page  14). 

QOATAIÉMB  QOBSTIOM. 

Je  reproduis  Ténoncé.  Déterminer  le  nombre  des  mots 
que  Ton  peut  former  avec  19  consonnes  et  5  voyelles, 
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diaque  moi  éUnI  oompoté  de  3  ooimoihim  el  de  a  vojelles, 
en  exdoaot  tous  les  mots  renrermant  troisoonsonnesde  soitc. 

Je  Tais  d'abord  former  sans  exclusion ,  tous  les  mots  de  3 
consonnes  et  2  vojelles. 

Poor  qne  deux  mots  soient  identMiaes,  il  faut,  I*  qoe 
toutes  les  lettres  soient  les  mêmes  dans  les  deox;  i*i|a'abs* 
tradion  faite  des  consonnes,  les  vojnailes  y  oeonpent  la  même 
posilion  relatif  a,  c'eaMnlire,  nihent  k  même  amnfsmept  : 
30  qne  les  voyelles  effseêes,  il  en  soH  ainsi  des  consonnes  ; 
4"*  qne  ces  trois  conditions  remplies  »  la  même  lettre  ait  la 
même  place  dans  les  deox  mots  (*). 

Gda  posé  je  forme  les  arrangements  complets  des  19  con- 
sonnes 3  à  3  ;  il  y  en  a  19*;  id.  des  5  voyelles  2  à  2  ;  îlyen  a  5^ 
Je  prends  l'on  des  premiers  bcd;  l'nn  des  seconds  a$,  et  je 
forme  tons  les  mots  dans  lesquels  les  3  consonnes  b^Cydot* 
frent,  abstraction  faite  des  voyelles,  l'arrangement  bcd^  et 
les  voyelles  semblablement,  l'arrangement  précité.  Pour  le 
faire  avec  ordre  et  sArement,  je  forme  les  combinaisons  des 
5  numéros  de  places  1 ,2,3,4,5  pris  2  à  2  ;  j'écris  les  numéros 
de  chaque  combinaison  dans  l'ordre  de  leurs  grandeurs  ;  à 
c6té  de  chacune  j'écris  la  combinaison  des  3  numéros  res- 
tants, aussi  par  ordre  de  grandeurs.  On  obtient  le  tableau 
ci-contre  : 


1.2 
1.3 
1.4 
1.5 


3.4.5  Chaque  combinaison  de  2  numéros,  et  sa 

^' A  ^       correspondante  de  3  me  servent  à  former 
2.3.4       un  mot  avec  les  consonnes  et  les  voyelles 


SA  i  1 1  choisies.  Le  1"^  chiffre  de  la  combinaison  de 
2^5  l!3.4  2  numéros  indique  la  place  de  a^  le  2*  celle 
^•*  ^  '^'?  ^®  ^'  ^  ^*  chiffire  de  la  correspondante  de 
4^5  1 .2.3  ^  indique  la  place  de  b,  le  2«  celle  de  Cy  le 
S*  celle  de^dans  rordredel'arrangement. 

O  Celle  cofldIUon  esl  suiBfaaie  k  elle  seule,  el  C0iii|»t8nd  inylicileneit  \t* 
treie  aitrei  ;  on  verra  pourquoi  j'ai  cependant  énoncé  celles-ci. 
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Exefauplêê  :  les  6">«*  oombiiiaiBOiis  dcmneni  le  mot  baced. 

Nous  ayons  ainsi  — --  ou  10  mots,  pour  lesquels  les  3  pre- 

mières  oondilîons  scmt  remplies,  mais  la  quatrième  ne  Test 
pas.  Ces  mots  sont  donc  différents,  et  ce  sont  les  seola  qui 
puissent  satisfaire  à  ces  3  iwemières  conditions  lorsqu'on  fait 
usage  des  arrangements  adq>tés.  Avec  le  même  amogeiMBt 
âe  j'emploie  un  autre  arrangement  quelconqte  de  oonaoottct. 
En  opérant  de  même  j'aurai  10  mots  difléraiti  entre  eox  à 
cause  de  (4^)  non  remplie  ;  et  diflérentsdes  prAoédentes  tfapréa 
la  condition  V  nota  remplie,  si  les  consonnes  sont  les  mènes 
que  dans  l'arrangement  bed^  on  d'éprôs  l*"  id. ,  sll  n'en  est 
pas  ainsi. 

Employant  ainsi,  avec  le  même  arrangement  ae  de  TOjeUes, 
tous  les  arrangements  complets  de  consonnes,  j'obtiens  des 

5X4 
mots  différents  au  nombre  de  -^  x  19^. 

Prenant  au  lieu  de  ae,  un  autre  arrangement  de  Toyelles, 
et  opérant  comme  avec  ae^  j'aurai  un  nombre  égal  de  mots 
différant  entre  eux  d'ajNrés  ce  qui  vient  d'être  dit,  et  des  pré- 
cédents d'après  2°  ou  l^ 

Et  ainsi  de  suite  après  avoir  employé  tous  les  arrange- 
ments complets  de  3  voyelles,  nous  aurons  des  mots  au  nom- 

5x4 
brede^Xl9»X5». 

Évidemment  nous  avons  tons  les  mots  possibles  de  3  con- 
sonnes et  de  2  voyelles;  car  pour  chacun  les  consonnes  efla- 
cées ,  les  voyelles  doivent  offrir  un  certain  arrangement  ;  de 
même  pour  les  consonnes,  lorsqu'on  effacerait  les  voyeUes. 

Considérons  à  part  les  mots  qu'il  faut  exclure  d'apiès  la 
fin  de  l'énoncé.  On  les  obtiendrait  isolément  de  la  manière 
suivante. 

On  prendra  Tarrangemcnt  ae  et  Farrangemcnt  bcd^  par 
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exemple.  On  mettra  le  deuxième  en  Uoc ,  comme  une  seule 
lettre,  à  tontes  les  places  possiUes  relativement  à  celles  de 
Tarrangement  oe,  ce  qni  donne  les  mots  aebcd^  abcde^ 
bcdae,  an  nombre  de  3  ;  les  seuls  qui ,  pour  la  disposition 
relative  ae  des  vojreUes,  contiennent  l'arrangement  des  con- 
sonnes bcd  consécutives.  Tous  les  arrangements  de  consonnes 
étant  ainsi  employés  avec  le  même  arrangement  oe,  nous  au- 
rons pour  chacun  3  mots,  ef  pour  tous,  3  X  19^  mots,  diffé- 
r^itsles  uns  des  autres,  à  cause  de  3*  ou  1<*  non  remplie.  Si 
DOQS  employons  de  même  tons  les  arrangements  complets  de 
Toyelles,  nous  aurons  en  tout  3  x  19^  X  5'  mots  à  retrancher. 
De  sorte  que  définitivement  le  nombre  demandé  est 

~^  X  19'X  5'  — 3  X  19»  X  5'. 

La  formule  donnée  (t.  I ,  p.  48  )  doit  être  rectifiée  ;  le  pre- 
mier terme  doit  être  divisé  par  2 ,  comme  le  deuxième.  Gela 
vient  de  ce  que ,  dans  la  formation  des  mots  contenant  3  con- 
sonnes et  2  voyelles  différentes  (  p.  46  ) ,  il  y  aura  double  em- 
ploi pour  chaque  mot  ;  on  a  le  même  mot,  par  exemple , 
lorsque  dans  abcd,  on  met  e  à  la  première  place ,  et  lorsque 
dans  ebcd ,  on  met  a  à  la  deuxième  (eabcd).  II  faut  donc  di- 
viser par  2  le  nombre  des  mots  obtenus  dans  les  conditions 
de  ce  paragraphe.  La  formule  ainsi  modifiée  devient 

19»  X  5  X  ♦  X  ^-Ç^  + 1 9»  X  ^4^  X  5  -  1 9' X  5' X  3  = 
=  193x5-^X5(4  +  l)-195.5'.3  = 
^^*X195X5'-19^y.3. 


2 

r/est  la  considération  de  la  formule  ainsi  modifiée  qui  m'a 
fait  penser  à  la  solution  qne  je  propose  aujourd'hui 
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CINQUIÉME   QUESTION. 

Trouver,  par  des  considérations  à  priori,  oombien  il  y  a 
de  nombres  différents  dans  la  table  de  Pjtbagore. 

11  suffit  évidemment  de  se  rendre  compte  des  cwms  de 
répétition»  poor  distinguer  les  nombres  sar  lesquels  dies 
influent. 

D'après  le  priodpe  relatif  à  rinterversioii  de  deux  lac- 
teurs,  3  X  7  =:  7  X  3:^  SI ,  si  l'on  a  égard^à  la 
de  la  table,  on  yerra  que  SI  sera  le  septième  de  la  l 
colonne  borizontale  et  le  troisiàne  de  la  septième  colonne  td. 
Ce  nombre  est  ainsi  répété  deux  fois.  Il  en  esl  ainsi  pou- 
tous  les  deui  produits  de  deux  facteurs  inégausK ,  c'est-A-dire 
pour  tous  ceux  de  la  table ,  excepté  les  carrés.  Cette  remar- 
que s'applique  dmic  à  7â  produits ,  parmi  lesqueb  on  ne 
trouvera  au  plus  que  36  nombres  diff&rents  :  joignons-y  ks 
9  carrés,  cela  en  fera  45.  On  peut  les  mettre  à  part  dans  h 
table,  en  tirant  une  ligne  diagonale  le  long  des  carrés ,  sur 
leur  drdte ,  par  exem|de.  Tous  les  nombres  à  gaucbe  sont  les 
45  produits  indiqués. 

Si  un  produit  est  double  dans  cette  partie  de  la  table,  ce 
n'est  plus  à  cause  de  l'interversion  des  facteurs  :  nous  n'y 
aurons  plus  égard. 

Tous  les  nombres  moindres  que  10,  qui  ne  sont  pas  pre- 
miers ,  donnent  lieu  h  répétition. 

Ainsi  ik  =  1 .2'  donne  les  produits  1 .4  et  4  X 1  en  isolant  f  ; 
si  1  n'est  pas  isolé ,  on  ne  doit  pins  y  avoir  égard,  et 
4=:2*  =  âx3;cequi  répète  ce  produit  ailleurs  que  dans 
les  premières  colonnes ,  horizontales  ou  verticales.  11  en  est 
de  même  évidemment  de  6, 8,  9  ;  (4  nombres  h  déduire). 

Si,  en  debors  des  causes  précédentes,  deux  produits  sont 
égaux ,  c'est  qu'ils  sont  composés  des  mêmes  facteurs  pre- 
miers, et  que  ces  facteurs  premiers  peuvent  se  partager  ao 
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moîiiftde  deux  manières,  eo  den  groupes  de  facteurs,  tels 
que  le  produit  des  facteurs  de  chaque  groupe  soit  moindre 
que  10. 

Les  facteurs  premiers  qui  entrent  dans  nos  produits  sont 
2,  3,  5 ,  7.  Or  un  produit  dans  lequel  entre  5  ou  7  ne  peut 
se  répéter  dans  nos  45  nombres.  En  efltet,  en  groupant  les 
facteurs,  on  est  obligé  de  laisser  5ou  7  tout  seul  ;  car  si  on 
lui  adjoignait  nn  antre  lecteur ,  au  moins  2,  le  groupe  don- 
nerait au  moins  10  :  il  n'y  a  donc  qu'une  manière  de  parta- 
ger un  tel  produit  en  deux  facteurs. 

Il  n'y  a  donc  qu'à  s'occuper  des  nombres  qui  comprennent 
pour  facteurs  premiers,  soit  2  seul ,  soit  3  id. ,  soit  3  et  2 , 
en  ne  dépassant  pas  81.  2%  2^  ont  été  considérés  dans  la  re- 
marque précédente  -,  de  même  ,2x3,3*.  Nous  n'avons  qu'à 
considérer  : 

^^  |2\  a",  2^  2*  «  2  X  2'  =  2'  X  2*.  (  1  répétiUon.  ) 
1 2^ = 2*  X  2^.  Pas  d'autre  ;  car  on  ne  peut  mettre  2^  pour 

un  des  facteurs.  2^  ne  donne  que  2'  x  2*  pour  la  même  raison. 
Parmi  les  puissances  de  3,  nous  n'avons,  en  outre  de  9 

déjà  considéré ,  que  3^  et  3^,  qui  ne  fournissent  chacun  qu'un 

produit,  3  X  3' et  3'  X  3\ 

12\3==4x  3  =  2X  (2X3)        (1  répétition). 
2^  X  3  =  8  X  3  =  2'  X  (2  X  3)     (1  répélilion). 
2^.3  n'en  donne  pas  ;  car  on  ne  peut  mettre  que  2  avec  3 
dans  un  groupe.  De  même  des  puissances  supérieures  de  2« 
avec  la  première  de  3. 

'  =  2.9  =  (2  X  3)  X  3  (l'répélilion). 

ne  donne  rien  ;  car  on  doit  mettre,  et  on  ne  peut 
mettre  que  8  avec  2. 
Enfin,  2*X3'=*X9!=(2X3)X(2X3)  (1  répétition) 
Aucune  antre  répétition  n'est  possible  ;  car  d'autres  puis- 
sances de  2  ne  peuvent  se  joindre  à  3  dans  un  groupe ,  ni 


(2  X  3*  ne 
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réciproquement.  Noas  ayoos  donc  en  tout  9  répétitions  ] 

les  45  produits.  En  tout ,  36  nombres  diflérents  dans  la  table 

de  Pythagore. 


THEOREME  DE  DESGARTES. 
VA&  X.  ravcniL, 

profeswar  aa  oollége  de  Straibourg. 

Il  8*agit ,  comme  on  sait,  de  prouver  que  (  x  —a)  f  {x) 
renferme  au  moins  une  yariation  de  plus  que  f{xY 

V  La  propositfon  est  évidente  si  f{o^  n'a  point  de  yaria- 
tion. Car  le  premier  terme  de  (a;— a)  f{x)  est  positif,  et  le 
dernier  est  négatif.  Donc  fl  y  a  au  produit  au  moins  une  va- 
riation. 

2**  Je  suppose  notre  proposition  prouvée  pour  le  cas  ou  /(x} 
renferme  n  variations,  et  je  dis  qu'elle  est  vraie  s'il  en 
renferme  n+l-  Car  soit 

f{x)=x^'\- .  .  .  .d=  Aa:"qiBa?*'"'ip.  .  .•  zpLrji 
Admettons  que  de  â?*  à  x«  il  y  ait  n  variations ,  et  que  de  x^ 
à  x>  il  y  en  ait  une  seule,  desorte  que  f(x)  en  contient  ii+ 1 

On  pourra  supposer  que  t  est  1,  S,  3,  etc .;  \  peut  être  nul 
ou  non. 
(or— a)  ^(â?)  comprend  deux  parties  ;  la  première 

^  {x)  =  (x — a)  (x*+ .  . .  dz  Ax«  ), 
renferme  par  hypothèse  au  moins  une  variation  de  plus  que 
x*+ .  .  .  q=  Ax«  ,  c'est-à-dire  au  moins  n  -f-l  ;  la  seconde 

\{x)  =  (x— a)  (ip  Bar  *"^  . .  .  rp  La:>  )  en  contient  au  OMiias 
une  d'après  le  premier  cas.  Mais  le  dernier  de  f  et  le  premier 
de  ^  sont  de  même  signe,  et  sont  respectivement 


Digitized  by  LjOOQ  IC 


—  317  — 

donc  ffl?  4-  +^ ,  ou  (a?— a)  fx  a  aa  moins  n  + 1  + 1  variations 
quand  même  t  serait  =  1.  Donc,  etc. 

Or,  la  proposition  est  prouTée  pour  nr=o,  donc  elle  est 
complètement  démontrée. 

PToîe  recH/icaiive  sur  la  construction  des  tables  des  sinus 
naiurels  (t.  I,  p.  272,  et  t.  III,  p.  12). 

M.  Fink  déclare  qu'il  n'a  jamais  argaé  de  faux  les  cal- 
culs de  M.  Vincent  ;  qu'il  les  trouve  exacts;  que  les  quantités 
qu'il  a  négligées,  étaient  négligeables  ;  mais  que  seulement  il 
a  omis  de  prouver  que  ces  quantités  n'influent  pas  sur  l'çxac- 
titude.  De  quoi  d'ailleurs  M.  Vincent  pouvait,  peut-être,  se 
dispenser,  puisque  à  propos  de  sinus,  il  ne  prétendait  pas 
exposer  une  théorie  complète  des  approximations.  M.  Fink 
ajoute  que  s'il  a  employé  la  méthode  intégrale,  c'est  en  vue 
d'abréger  ;  et  qu'il  possède  une  méthode  élémentaire  très- 
simple  qui  sera  insérée  dans  la  seconde  édition  de  la  Trigo- 
nométrie, prête  à  paraître.  '  * 


THÉORÈME  SUR  LE  TRIANGLE  INSCRIT  DANS  UN  CERCLE. 

VA&  K.  AKXSnBB  WÊAMM, 

élève  da  oollige  Baint-Lovii  (inttUuaon  Barbet). 


SoU  ABC  (Fig.  42) ,  un  triangle  acutangle  inscrit  dans  un 
cercle,  dont  le  centre  O  est  situé  dans  rintérieur  du  triangle; 
sidestrois  somm^  A,  B,C,  on  mène  les  rayons  AO,  BO,  CO, 
dont  lesprolongementsrencontrent  la  circonférence  aux  points 
A',F,C',  ;  les  six  points  A,B,C.A',B',C,  seront  les  sommets 
d'un  hexagone  inscrit^  dont  la  surface  sera  double  de  celle  du 
triangle  ABC. 
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Remarquons  d'abord  que  le  diamètre  AOA'  diviae  l'heia- 
gone  en  deux  quadrilatères  Aff  CA',  AC  BA'  de  même  sur- 
face ;  car  le  quadrilatère  AB'  CA'  se  compose  d<*s  triangles 
AOB,  B'OG,  œA'  respectiyement  égaux  anx  triangles 
BOA',  BOG',  G'OAqui  forment  le  quadrilatère  AG'BA'.  Tout 
se  réduit  donc  à  démontrer  que  le  triangle  ABC  est  équiva- 
lent au  quadrilatère  AB'  GA'.  Or,  les  triangles  AOB,  AOB 
sont  équivalents  comme  ayant  des  bases  égales  OB,  OV,  et 
même  hauteur.  On  a  de  même  BOC = B'OG,  et  AOC = A'OC. 
Donc,  ABG  =  ABXA'. 

La  même  démonstration  s'applique  à  un  triangle  ABC, 
inscrit  dans  une  ellipse  dont  le  centre  O  serait  intérieur  au 
triangle  ;  car  la  démonstration  est  entièrement  fondée  sur  ce 
que  le  point  O  est  le  nûlieu  des  trois  droites  AOA',  BOB; 
COC'. 

Si  le  centre  du  cercle  est  extérieur  au  triangle  ABG 
(fig.  43],  Tun  des  trois  angles  du  triangle  ABC  sera  <4>liiSi 
supposons  que  ce  soit  T^ngle  BAC ,  alors ,  le  centre  du  cer- 
cle sera  intérieur  au  triangle  A'fiC,  et  la  surface  do  l'hexa- 
gone sera  le  double  de  la  surface  du  triangle  A'fiC;  ou ,  ce 
qui  revient  au  même ,  la  surface  de  rhexagone  sera  le  dou- 
ble de  la  somme  des  surfaces  des  triangles  BAC,  etBGB"* 


NOTE 

SDR 

LA  THÉORIE  DES  QUANTITÉS  NÉGATIVES. 

répéUtear  d'analyte  à  l'École  polytacbakpie. 

La  théorie  des  quantités  négatives  se  présente  dés  le  début 
de  l'algèbre ,  et  il  importe  qu'elle  ne  laisse  dans  Fesprit  des 
élèves  aucun  nuage.  Cependant  les  explications  que  I'od 
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donne  ardinairement  à  ce  sujet  ne  laissent-eUes  rien  à  dé- 
sirer? 

Par  exemple ,  si  on  fail  naître  ces  quantités  d'une  tous- 
traction  impoBiihle ,  demeore-t-il  bien  clair  qu'une  opération 
qni  ne  peut  pas  avoir  lieu  puisse  produire  des  quantités 
quelconques  ? 

Ensuite,  les  quantités  négatives  étant  une  fois  admises, 
on  ne  peut  pas  les  soumettre  aux  opérations  fondamentales 
du  cdcul  sans  avoir  donné  à  la  définition  de  ces  mêmes  (^aé- 
rations une  extension  nouvdle.  Mais  si  cette  extension  pa- 
rait tout  à  fait  arbitraire,  elle  ne  jettera  aucun  jour  sur  les 
règles  qu'on  en  déduit.  B  faudra  donc  que  l'élève  admette 
ces  régies  sur  la  foi  da  professeur ,  sauf  à  en  constater  plus 
tar4  l'utilité. 

Ayant  eu  l'occasion ,  îly  a  déjà  quelques  années,  de  faire 
un  cours  de  mathématiques  éléoMntaires,  i*ai  essayé  de 
lever  ces  difficultés  en  présentant  la  théorie  à  peu  près  de  la 
façon  suivante. 

J'ai  foit  remarquer  premièrement»  avec  tous  les  auteurs, 
que  certaines  grandeurs  concrètes  ne  sont  pas  complètement 
déterminées  par  leurs  valeurs  numériques.  Ces  sortes  de 
grandeurs  étant  susceptibles  de  croître  dans  deux  sens  con- 
traires, il  est  indispensable  de  spéeiier  le  sens  dans  lequel 
dUes  ont  été  formées  et  dans  lequel  elles  doivent  étrecomptées. 
Ceci  n'est  pas ,  è  pn^emrat  parler ,  une  convenance  du 
calculateor  :  c'est  ime  nécessité  qui  résulte  de  la  nature 
même  des  choses. 

A  la  vérité,  la  dualité  du  sens  ne  se  manifeste  pas  dans 
toute  sorte  de  grandeurs  concrètes  ;  mais  il  est  naturel  que 
la  grandeur  abstraite  soit  considérée  comme  absolument  sus- 
ceptible de  ce  double  aspect,  puisque  toute  relation  entre  les 
grandeurs  reçoit  de  son  passage  à  Tabstrait  toute  la  gêné- 
ralilé  possible.  Déjà  en  arithmétique ,  on  a  rencontré  un  ré- 


Digitized  by  LjOOQ  IC 


—  MO  — 

soUal  aoalogae.  AssorémeDt  la  sabdivision  de  Taoîlé  n*cst 
pas  praticable  sur  toutes  sortes  de  grandeurs  concrètes ,  et 
toolefois»  dans  le  passage  du  concret  à  l'abstrait,  ronilé 
n'est-elle  pas  considérée  comme  absolument  susceptible  de 
cette  subdivision,  saur  au  calculateur  à  rejeter  dans  l'appli- 
cation  un  résultat  rractionnaire,  si  les  grandeurs  qu'il  eon- 
bine  entre  elles  n'admettent  pas  cette  forme  particulière  da 
nombre? 

Ainsi  dès  le  début  de  l'algèbre,  il  y  aura  lieu  d'admeltie 
des  monômes  pariHfs  et  des  monômes  négaUfi ,  c'eat-à-dire 
des  quantités  algébriques  isolées,  dans  lesqudles  on  dis- 
tinguera le  sens  de  formation  par  quelque  signe  couTenaUe. 

Maintenant  si  on  fait  attention  que  le  propre  des  gran- 
deurs de  même  sens,  lorscpi'elles  sont  réunies,  est  de  for- 
mer un  total  qui  est  aussi  de  même  sens  ;  au  lieu  que  si  on 
réunit  deux  grandeurs  de  sens  contraires,  on  a  un  tout  nu- 
mériquement égal  à  leur  diSérenoe  et  conservant  le  signe 
de  la  plus  grande  ;  on  comprendra  que  les  signes  déjà  adop- 
tés pour  représenter  l'addition  et  la  soustraction  sont  singu- 
lièrement propres  à  spécifier  le  sens  de  la  formation  des 
grandeurs.  Car  lorsqu'on  voudra  réunir  des  grandeurs  de 
même  nature,  mais  de  sens  dififtrents,  les  signes  +  et  — , 
dont  elles  auront  été  affectées  pour  marquer  le  sens  de  leur 
formation ,  indiqueront  en  même  temps  les  opérations  à  ef- 
fectuer entre  elles  pour  obtenir  le  résultat  de  leur  réunion  ; 
et  de  nouveau ,  quand  ces  opérations  auront  été  eflèctuées, 
le  signe  du  résultat  marquera,  non  pas  une  opération  à  faire, 
mais  le  sens  dan  lequel  ce  résultat  doit  être  pris. 

{La  iuiie  proehainemenL) 
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NOTE 

SDR 

LES   QUANTITÉS   NÉGATIVES. 

(Fin.— Voir  p.  3iS.) 

VAa  M.   ABXIi  TBJkXBOm  , 

répétitmir  é    l'École   polylecbniquo. 


Les  signes  propres  à  marquer  le  sens  des  grandeurs  étaient 
arbitraires  â  priori.  Mais  on  voit  que  les  signes  habituels  ont 
un  avantage  considérable ,  et  que  leur  adoption  entraîne 
forcément  la  ré^le  qu'on  pratique  dans  l'addition  algébrique, 
régie  qui  entraîne  à  son  tour  celle  de  la  soustraction. 

Que  dirons-nous  maintenant  de  la  multiplication  ?  Gomme 
l'introduction  d'une  forme  particulière  du  nombre,  de  la 
forme  fractionnaire ,  nécessite  que  l'on  modifle  en  arithmé- 
tique les  définitions  de  la  multiplication  ;  s'étonnerait-on  qu'il 
fallût  modifier  encore  cette  même  définition  au  moment  où 
on  introduit  dans  le  calcul  un  aspect  nouveau  de  la  gran- 
deur, un  élément  qui  est  indispensable  à  sa  détermination 
complète,  et  que  jusque-là  on  avait  négligé? 

Nous  dirons  que  «  la  multiplication  a  pour  objet  de  trou- 
»  ver  une  grandeur  qui  soit  composée  en  quantité  et  en  signe 
9  avec  le  multiplicande.,  de  la  même  façon  que  le  multipli- 
>*  cateurest  composé  avec  l'unité  positive.  » 

La  règle  des  signes  des  monômes  découle  avec  clarté  de 
cette  définition ,  puisque  toutes  les  fois  que  le  multiplicateur 
aura  comme  Funité  le  signe  -f  ?  1^  produit  aura  le  même  si- 
gne que  le  multiplicande  ;  au  lieu  que  srlc  multiplicateur  est 
AUX.  Bï  Mathém.  m.  22 
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de  sens  opposé  à  l'anité,  le  signe  da  produit  aura  an  signe 
contraire  à  celui  du  multiplicande. 

II  résulte  aussi  de  cette  définition  que ,  si  on  cbange  le  signe 
de  l'on  de  ces  facteurs ,  le  signe  du  produit  est  changé  ;  au 
lien  que  le  produit  conserve  son  signe,  lorsqu'on  change  k 
la  fois  les  signes  des  deux  facteurs.  Et  cette  remarque  raffira 
pour  qu'on  puisse  étendre  immédiatement,  à  tons  les  cas  de 
la  multiplication  des  polynômes,  la  régie  des  signes  qu'on 
aura  d'abord  démontrée,  comme  M.  Finck,  pour  le  cas  sen- 
lement  où  ces  polynômes  ont  une  valeur  numérique  posidT|^ 

Les  choses  ainsi  établies,  il  n'y  aura ,  ce  me  semble,  ria 
d'impréyu  pour  les  élèves,  lorsqu'ils  rencontreront  plus  tard, 
dans  la  résolution  d'une  équation ,  une  quantité  négative  ponr 
valeur  de  l'inconnue.  Ils  sauront  bien  que  la  justesse  d'one 
telle  solution  est  subordonnée  à  la  question  de  savoir  si  la 
quantité  cherchée  comporte  dans  l'ordre  concret  une  forma- 
tion en  double  sens.  Sinon,  il  faudra  bien,  pourquela  question 
proposée  ait  une  signification  raisonnable,  en  modifier  l'é- 
noncé de  telle  sorte  que  cette  quantité  inconnue  soit  comptée 
dans  un  sens  opposé  à  celui  qu'on  avait  pris  d'abord.  Mais 
quoi  qu'il  en  soit,  le»  solutions  négatives  leur  apparaîtront 
de  prime  abord  ce  qu'elles  sont  en  effet ,  c'est-à-dire  un  ré-  i 

sultat  nécessaire  de  la  généralité  absolue  du  calcul  algébrique. 

Dans  son  Introduction  â  la  Philosophie  des  MathémaiiqueSf 
M.  Hoëoé  Wronsky  a  dit  avec  raison ,  ce  me  semble,  que  les 
caractères  particuliers  qu'on  nomme  état  positif  et  état  néga- 
tif desuoïùhre&  portent  sur  leur  QOàLiTÉ  ;  tandis  que  les  opé- 
rations d'addition  et  de  soustraction  ne  portent  que  sur  leur 
OOANTiTft.  «  C'est ,  dit  l'auteur ,  le  défaut  de  cette  distinction 
•  très-simple  qui ,  jusqu'à  ce  jour,  a  couvert  de  tant  d'ohsco- 
»  rite  les  questions  algorithmiques  concernant  l'état  positif 
»  ou  négatif  des  nombres.  »  (  Introd.^  1808 ,  pag.  159.  ) 

NoU.  Kant  a  essayé  d'introduire  en  philosophie  l'idée  des 
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frandeon  négatives  C).  Dans  k  préface  de  Popuscole  con- 
sacré à  cet  essai ,  l'auteur  se  plaint  de  ce  que  la  philoso|Aiep 
au  lien  de  mettre  à  profit  les  doctrines  mathématiqnesy  le 
plus  souvent  se  montre  hostile  contre  elles ,  et  cherclie  à  les 
rédoire  en  pnres  abstractions,  n'ayant  qn'one  ntilité  spéciale. 
Il  est  facile  de  deviner,  dit*il ,  de  quel  o6té  est  l'avantage  dans 
«ette  lutte  entre  deux  sciences,  dont  Tune  surpasse  toat  en 
certitude  et  en  clarté ,  tandis  que  Tantre  aspire  seulement  à 
acquérir  ces  qualités.  Nous  recommandons  cette  réflexion 
aux  jeunes  philosoplies  de  l'École  normale,  qui  doivent  sans 
cesse  se  rappeler  que  Platon ,  Aristote ,  Spinosa ,  Mallebran- 
che,  Clarke ,  étaient  trés-versés  dans  les  connaissances  géo- 
métriques et  physiques  de  leur  temps;  j'ai  omis  Descartes  et 
Leibnitz,  hommes  hors  rang,  génies  créateurs.  Mais  reve- 
nons à  notre  sujet. 

Kant  distingue  deux  sortes  d'oppositions  :  l'une,  qu'il  ap- 
pelle logique ,  implique  une  contradiction ,  et  l'autre  n'im- 
fdique  point  de  contradiction.  Ainsi  le  mouvemmi  et  le  rqtas 
forment  une  opposition  logique  et  ne  sauraient  se  rencontrer 
dans  le  mâne  objet.  Mais  la  diversité  de  direction  donne  lieu 
à  une  opposition  de  la  seconde  espèce,  d'une  existence  possi- 
ble ;  le  même  bâtiment  peut  être  poussé  par  un  vent  qui 
vient  de  l'est  et  par  un  autre  soufflant  de  l'ouest  ;  un  homme 
peut  aToir  simultanément  un  actif  et  un  pateif.  Dans  le  pre- 
mier cas,  on  établit  deux  propositions  qui  s'excluent  :  A 
est  B,  proposition  affirmative  ;  A  n'est  pas  B,  proposition  qui 
contient  une  négation;  les  deux  ne  sauraient  être  simul- 
tanément vraies.  Dans  le  deuxième  cas,  on  a  ces  deux  {nto- 
positions  :  A  est  augmenté  de  B;  A  est  diminué  de  B;  les 
deux  peuvent  exister  simultanément ,  et  le  résultat  est  que 


n  VertiehdenBefriffdernesatiTenGrœifeniD  die  Weltweisbcit  eioxafttb- 
nù,  im,  ia-13  de  73  page». 
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A  ne  change  pas.  G*est  ce  dernier  genre  d'oppositioo  qa'an 
rencontre  en  malbéoiatiqaes  ;  mais ,  comme  dans  TonMiaî* 
Uon  logique ,  on  a  oonsenré  en  algèbre  le  nom  de  propontin 
affirtnaUve  on  positiTe  à  l'ane ,  et  le  nom  de  proposition  né- 
gative à  Taotre.  Qoand  l'essence  des  deux  quantités  est  telle 
qu'dles  ne  peoTent  exister  ensemble  en  égale  grandeur  sans 
se  détraire,  si  Ton  appelle  poiUive  Tone  qadoonqoe  de  ces 
grandeurs,  Tantre  sera  dite  négaHve.  Ainsi,  quoique  em- 
pruntées à  la  logique ,  les  qualifications  poêUive  et  négaiice , 
jointes  au  mot  quantité ,  n'ont  pas  le  sens  logique ,  et 
M.  Transon  fait  voir  dairement  comment  les  deux  signes 
+  et  —  ont  un  double  emploi.  Ils  représentent  des  augmen- 
tations et  des  diminutions ,  et  en  même  temps  une  opposition. 
M.  Gauchy  ne  donne  même  le  nom  de  quantité  qu'au  nombre 
précédé  d'un  signe  ;  de  sorte  que  «  le  signe  +  ou  —  plaeé 
devant  un  nombre  en  modifie  la  signification ,  à  peu  près 
comme  un  adjectif  n)odifie  celle  du  substantif.  »  {Coure  d'atut- 
/yw,p.  2.) 

11  est  probable  que  ce  sont  des  questions  d'arithmétique 
qui  ont  donné  naissance  à  l'algèbre  ;  ou  donnait  à  deYiner 
des  nombres  sur  lesquels  on  avait  fait  mentalement  diverses 
opérations.  Comme  les  nombres  pensés  étaient  toujours  posi- 
tifs, on  ne  trouvait  jamais  que  des  solutions  positives;  s'il 
arrivait  qu'elles  fussent  négatives,  on  les  déclarait  faueeee; 
c*est-nà-dire  que  l'opérateur  avait  fait  de  fausses  oomUnai- 
soDs.  De  là  le  nom  de  radnee  faueêee^  et  quoique  Descartes 
eût  découvert  le  véritable  emploi  des  radnee  négaiivee,  û 
leur  a  pourtant  conservé  le  nom  de  radnee  faueeee ,  établi  par 
l'usage  {voyez  1. 11,  p.  550).  L'origine  très-probable  de  cette 
dénomination  est  indiquée  par  Kœstner(G«scMcMe  derMathe- 
matik^  iA,%k%).  On  voit  d'ailleurs  que  Diophante'  C^)  dédie 
son  ouvrage  à  un  certain  Denis  (Dionysius),  qui  désirait  beau- 

n  A  féoa  avant  1760. 
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coup  conpaltre  l'explication  des  questions  qiù  concernent  les^ 
nombres.  «J'ai  essayé,  dit-il,  d'établir  nne  méthode  et  de 
chercher  la  nature  et  les  propriétés  des  nombres,  en  les  dédui- 
sant des  premières  ba^es  fondamentales  sur  lesqueUes  s'appuie 
cette  théorie.  L'entreprise  peut  paraître  diflBcile  (ignorée, 
même  jusqu'ici  ) ,  surtout  auprès  des  commençants,  dont  Tes- 
prit  n'est  pas  porté  à  bien  espérer  du  succès.  Toutefois  ton 
zèle  et  mes  démonstrations  feront  que  tu  comprendras  faci- 
lement. On  se  fait  comprendre  vite,  quand  l'enseignement 
s'adresse  à  ceux  qui  ont  le  désir  de  s'instruire.  >  Diophante 
connaît  la  règle  des  signes  et  la  place,  sans  démonstration , 
parmi  les  premiers  principes,  comme  chose  généralement 
connue  (IX).  Il  n'a  pas  de  signe  pour  représenter  j>/u9  et 
se  sert  du  mot  tmap^ta ,  qui  veut  dire  abondance,-  mais  pour 
le  signe  mo%n$,  il  prend  la  lettre  grecque  ^  écourtée  et  ren- 
versée ,  de  cette  forme  T .  Tm. 


NOTE 

SUR 

LES  BAGNES  COMPLEXES  DES  ÉQUATIONS 

etmr  les  facteurs  des  polynômes  algébriques, 

PAa  M.  'WAVTZS&  9 

répétiteur  à  l'École  polytechnique. 

1.  Toute  équation  algébrique  à  coeffieients  complexes  en- 
tière et  dont  le  premier  terme  est  x"^,  m  peut  avoir  une  racine 
complexe  fractionnaire.  Cette  proposition  est  énoncée  dans 
un  travail  inséré  à  la  page  41  de  ce  recueil  ;  mais  la  dé- 
monstration donnée  par  l'auteur  n'est  pas  complète.  Elle 

suppose  que  (a+&  V^—  l)",  ne  peut  ôlre  divisible  par  un 
nombre  premier  p  lorsque  aalb  ne  le  sont  pas  tous  deux  -, 
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oe  qui  est  inexact ,  poisqae  (l + V^)'  est  divisible  par  2. 

La  démonstration  suivante  n'est  sujette  à  ancane  restric- 
tion. 

2.  Je  dis  d'abord  que  si  le  nombre  premier  p  est  diflSrent 

de  2,  il  ne  peut  diviser  (a-^bi/—  0*  »  mm  dinser 
aJ^bV^HT.  En  eflet  a4-6\/— T,  est  une  radne  de  l'é- 
quation x*  —  2ax  +  A*  +  ^  =  0 ,  et  aussi  de  l'équatioii 
x*—  2ax'^+  (a'+  b^)  x""*  =  0  ;  le  facteur  p  diviseur  de  x* 
divise  le  module  C^'+^T»  et  par  suite  a*  +  fr%  il  diTÎsera 
également  le  terme  2ax'^\  puisqu'il  est  diviseur  des  termes 

extrêmes  de  cette  équation.  Si  p  ne  divisait  pas  a+6V^— l, 
il  ne  pourrait  diviser  2a»  puisqu'il  est  diviseur  de  a* +6% 
et  diflérent  de  2,  il  faudrait  donc  qu*U  divisAt  x""'.  Eo  rem- 
plaçant /t  par  n^  1 ,  on  démontrerait  de  même  que/?  doit 

diviser  j:""*.  . .  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  x  ou  a  +  6  V^ —  l, 

a^b\/—\ 
ee  qui  est  contre  Tbypotbèse.  Donc  si est  frac- 
tionnaire,  "^ l'est  pareillement,  à  moins  que  p 

ne  soit  égala  2. 

3.  Lorsque /?  =  2 ,  la  proposition  n'est  plus  vraie,  comme 
nous  Ta  vous  fait  remarquer  ci-dessus.  Toutefois,  le  facteur 

2  ne  peut  diviser  {a^b  \/~\y  sans  diviser  à^-k-b",  ou  sans 
que  les  nomt»*esa  et  b  soient  tous  deux  impairs.  Alors 
a' +6'  est  de  la  forme4/i  +  2,  c'est-à-dire  une  seule  fois 

divisible  par  2:  d'où  il  résulte  que  (a+iV^— l)",  et 

{a-^b  y^^)  ,  sont  tout  au  plus  divisibles  par  la  puis- 
sance R  de  2 ,  puisque  les  carrés  de  leurs  modules  (a'  -f  b*)^ 
et  (a'+fc")"*^',  n'admettent  pas  le  diviseur  2'""^.  D'&illenrs 

(a+*\/^)*  ou  a'-'b''^2aby^  csi  divisible  par  2; 
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ilonc  (fl+6\/^*  et  (a  +  fcV/^**^,  sont  dWisibles 
par  2*"  et  ne  le  sont  pas  par  une  puissance  supérieure.  On 
▼errait  de  même  que  généralement  le  produit  de  2n  ou  de 

2ii+ 1  facteurs  de  la  forme  a +6 1^^,  pour  lesquels  a  et 
h  sont  impairs,  ne  peut  admettre  pour  diviseur  que  la  puis- 
sance n  du  facteur  2. 

4.  L'équation  x**+a,j:**^+...+  flm  =0,  à  coefficients 
complexes  entiers  ne  peut  admettre  une  racine  fraction- 

çaire  .  Car  si  Ton  substitue  et  si  l'cm  multiplie 

parp*,  il  vient  :  , 

Quand  j9  n'est  pas  une  puissance  de  8,  tous  les  ternies 
sont  divisibles  par/?  excepté  le  premier  (2),  et  l'impossibi- 
lité est  évidente  :  il  en  est  de  même  lorsque  /'=2,  ou  égal 
à  une  puissance  de  2 ,  si  /R=â/i4i ,  puisque  tous  les  termes 
excepté  le  premier  (3) ,  sont  alors  divisibles  par  2"+'.  Dans 
le  cas  où  i7t=  2n,  le  troisième  terme  et  les  suivants  admet- 
tent le  diviseur  2*"^',  tandis  que  la  somme  des  deux  pre- 
miers (a+6  V^-^)  '  (a+fc  V^— 1  +/?a.),  est  un  produit 
de  2»  facteurs  impairs  qui  n'est  divisible  que  par  2**  (3). 

5.  La  recherche  des  racines  complexes  n'est  qu'un  cas 
particidier  de  la  décomposition  d'un  polynôme  en  facteurs 
rationnels.  En  effet ,  considérons  d'abord  une  équation  à 

coeflSdents  réels  *.  si  a + 6  \/^^  est  une  racine  complexe , 
le  premier  membre  est  divisible  par  x»  —  ^ax  +  a"+  V\  il 
suffira  donc,  pour  avoir  toutes  les  racines  de  cette  espèce, 
de  chercher  les  diviseurs  rationnels  de  la  forme  x*-\-px-\rq , 

et  d'écarter  ceux  où  ^  —  ^  ,  ne  serait  pas  un  carré. 

4 

Le  cas  OÙ  Féquation  proposée  M  =  0,  a  des  coefficients 
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complexes  le  raqo^ae  aa  précédent  :  fjm  cela  ti  saffit  ée 
changer  le  sîj^aede  \/ — 1  dans  tons  les  termes  de  cette 
équation  et  de  multiplier  l'équation  M'=0  ainsi  obtenue 
membre  à  membre  par  M  =  0.  On  aura  ainsi  une  équation 
à  GoeflScients  réels  dont  les  racines  complexes  de  la  forme 
a±:by^\  appartiendront  à  Téqaation  proposée  en  ehoi- 

sissant  un  signe  convenable  pour  6  V^  —  1 .  Ce  choix  poarra 
se  faire  au  moyen  du  dernier  terme  de  l'équation  qai  doit 
être  divisible  par  la  racine.  Pour  ne  pas  faire  de  calcul 
inutiles,  on  doit  débat lasser  les  premiers  membres  des  équa- 
tions M  =0,  M'=0,  d^  leur  commun  diviseur,  s'ils  co 
admettent,  et  opérer  séparément  sur  ce  commun  diviseur. 

6.  La  considération  des  diviseurs  conduit  i  une  autre  dé- 
monstration de  la  proposition  énoncée  ci-dessus.  Soit  en 
eflfet  l'équation  x'*+£^  j:*~'+...+iïm  =0 ,  qu'on  peut  sup- 
poser à  coefiBcients  réels  ;  d'après  ce  que  nous  venons  de 
dire,  si  elle  admettait  une  racine  complexe  fractionnaire 

• ,  le  facteur  * x  h ; —  aurait  au  moms 

P  P  P 

un  eoeflBdent  fractionnaire;  car/?  ne  peut  diviser  a  et  a'+A' 

et  s'il  est  égal  à  2 ,  a*  +  6'  n'est  pas  divisible  par  t  ;  il  suffit 

donc  de  démontrer  qu'un  poljnOme  à  coefficients  entiers 

dont  le  premier  terme  est  x^  ne  peut  admettre  un  diviseur 

à  coefficients  fractionnaires  C). 

7.  Plus  généralement  pour  que   le  polynôme 

j:*+ -j:*"'+...+  ^,  soit  divisible  par  x''+7-'j:''"*+...+-î^, 
a  a  '  '^  b  b 

il  faut  nécessairement  que  b  divise  a.  On  suppose  naturelle- 
ment que  les  coefficients  de  l'un  et  l'autre  polynôme  sont 
réduits  au  plus  petit  dénominateur  commun.  Gela  posé,  en 
multipliant  le  di?idende  par  a ,  et  par  une  puissance  de  b 

O  V.  p.  47.  Tm, 


Digitized  by  LjOOQ  IC 


-329  — 

^i         convenable ,  on  poarra  toajours  obtenir  un  qaotient  à  coef- 
i  Cdents  entiers ,  en  sorte  que  Ton  anra  : 

^  Or  b^  eSi  premier  avec  lé  diviseur,  donc  il  doit  diviser  tons 

^  les  termes  de  Q;  par  conséquent  ax'^+a.x^*^']-,..^  est  égal 

s  à  6j?"+fr,x""'-f  •••9  multiplié  par  un  polynôme  à  coeflBcients 

entiers,  ce  qui  exige  que  a  soit  un  multiple  de  b. 

8.  La  décomposition  d'un  polynôme  en  facteurs  rationnels 
a  beaucoup  d'antres  applications.  Par  exemple,  il  est  souvent 
important  de  savoir  reconnaître  qu'un  polynôme  'est  premier, 
ou  que  l'équation  dont  il  est  te  premier  membre  est  irré- 
ductible. Je  me  propose  d'indiquer  dans  un  antre  article  un 
procédé  régulier  et  d'nne  application  facile  pour  trouver  les 
'  diviseurs  rationnels  d'un  polynôme  algébrique. 


THÉORÈME 
RELATIF  AU  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR  ALGÉBRIQUE. 


9AB,  M.  BOUVJOLAT, 

ancien  élève  de  l'École  polytechnique. 


Théorème.  Soit  proposé  de  trouver  le  plus  grand  commun 
diyisenr  entre  les  deux  polynômes 

a,x'*+  a.x'^  +  a^x*^  +  a^x"^^ + ^s^*"^  +  etc. 
^,a:"^+  6.x"^+  63^"-'+  b^x'^^^  b^x"^^  +  etc. 

Le  quotient  sera  du  premier  degré  et  de  la  forme 

aX  —  6. 

Le  reste  devant  être  du  degré  m  —  â  pourra  être  représenté 

par 

A,ar''-  +  A.x"*-'+  A^'^*+  A^ar^^-'+etc. 
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Oa  mnltipliera  le  premier  polynôme  par  b,\  et  on  eOBcliien 
la  division.  On  tronvera  Feiprewion  da  reste  qni  est  repré- 
sentée dans  le  tableau  snivant  : 


«A* 

x"+aA" 

*— +a,6.* 

x-^-H»«V 

x->+a^; 

■bfl 

-bfl 

-*.. 

-*,« 

— ft»» 

+6.6 

+W 

+bfi 

+i«e 

Les  coeflSdents  de  j:^  et  x*^  devant  être  nuls ,  on  aura , 
pour  déterminer  les  valeurs  de  a  et  6,  les  deux  relations 


d'où 


6  =  «A— «•*.- 


a  et  6  étant  connus ,  on  obtiendra  les  valeurs  des  coelB- 
cients  A. ,  A. ,  A, ,  etc.  des  termes  du  reste  de  la  divisloo ,  au 
moyen  des  égalités 

A,=:aA'— V  +  *.«, 
A.  =  aA'— V  +  *»^, 
A,=aA*  — V  +  ^«» 
A^  =  aA'— V  +  *«6. 

La  loi  de  ces  coeflBcients  est  évidente. 

2.  Nous  allons  montrer,  par  quelques  exemples ,  qne  ce 
théorème  s'applique  à  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter, 
et  indiquer  les  dispositions  qu'il  convient  de  donner  aux  cal- 
culs; ensuite  nous  ferons  connaître  certains  caractères  au 
moyen  desquels  on  peut  s'assurer  que  deux  polynômes  sont 
ou  ne  sont  pas  divisibles  Tun  par  Vautre  sans  effectuer  la  di- 
vision ;  ce  qui  évitera  toujours  de  faire  la  dernière  opération 
dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur,  soit  par 
la  méthode  que  nous  proposons ,  soit  par  la  méthode  connue. 

Règle  générale.  On  écrit  les  deux  polynômes  Tun  au-des* 
sous  de  l'autre  ;  on  place  sur  une  ligne  horicontale  les  trois 
multiplicateurs  b,\  a ,  6 ,  en  ayant  soin  de  supprimer  les  fac- 
teurs communs.  On  multiplie  par  b*  les  coeflScients  des 
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termes  da  dividende,  à  partir  da  tnrisiteie,  et  on  place  les 
résoltats  sur  une  ligne  boriiontaie  ;  on  nmltiplie  par  aduingé 
de  signe  les  coefficients  dçs  termes  du  lUvisear,  en  commen- 
çant par  le  troisième,  et  on  écrit  les  produis  ao-dessÎDUS  des 
premiers,  dans  le  même  ordre  qu'on  les  a  obtenus  ;  on  mul- 
tiplie par  €  les  coefficients  des  termes  du  diviseur,  à  partir  du 
second ,  et  on  écrit  les  produits  encore  au-dessous  des  précé- 
dents. On  additionne  par  colonnes  verticales,  et  les  résultats 
sont  les  coefficients  des  termes  du  reste  de  la  division  du 
premier  pol  jnôme  par  le  second . 

Cette  règle  est  appliquée  à  Texemple  suivant  que  nous 
avons  pris  dans  le  Traité  d'Algèbre  de  M.  Choquet  : 

+  9,-3,  +10 


— S4+36+1I7+54 
+18+36+  15 
4.40— 60— 120— 50 

!•'  reste...    j:'+3a:'+3a:+l...  dans  lequel  on  a  supprimé 
1,  _3,  +5  le  facteur  4. 


—  6—12-5 

—  9-3 

+15+15+5 


a*  reste. 


La  seconde  opération  est  inutile  ;  car  il  est  facile  de  recou- 
nattre  que  le  premier  reste  est  le  diviseur  cherché.  En  effet, 
toutes  les  fois  que  le  produit  du  dernier  terme  du  dividende 
par  b,*  est  égal  et  de  signe  contraire  au  produit  du  dernier 
terme  du  diviseur  par  6 ,  ou  lorsque  la  somme  de  ces  deux 
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produits  est  nulle,  on  doit ,  d'après  ce  qui  précède ,  tron?er 
zâro  pour  reste,  si  Ton  effectue  la  division. 

Ainsi  ce  théorème  se  réduit  à  effectuer  de  simples  multi* 
plications  sur  leg  coefficients  des  termes  des  polynteies  pro- 
posés, sans  faire  subir  aucune  préparation  an  dividende.  On 
remarque ,  en  outre ,  qu^en  appliquant  la  méthode  wdinaire 
à  l'exemple  précédent ,  il  faudrait  écrire  quarante4rois  te- 
rnes de  plus. 

3.  Dans  Tapplication  de  ce  théorème ,  on  suppose  que  le 
dividende  contienne  toutes  les  puissances  de  la  lettre  par 
rapport  à  laquelle  il  est  ordonné  depuis  m  jusqu'au  terme 
indépendant  de  cette  lettre ,  et  de  même  le  diviseur  à  partir 
de  m  —  1 .  Quand  cela  n'a  pas  lieu ,  il  faut  tenir  onnpte  des 
puissances  qui  manquent ,  en  les  considérant  comme  aflEsc- 
tées  du  coefficient  zéro. 

Cette  circonstance  abrège  le  théorème. 

Prenons  pour  exemple  les  deux  polynômes 

Gomme  il  faut  avoir  égard  aux  rangs  des  termes ,  on  pourra 
faire  l'opération  ainsi  qu'elle  est  représentée  dans  le  tableau 
suivant  : 
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i,  -1,  0 

—3+2+*— 3+1+4 
+2—1—1—1—4 

!•'  reste ^a?*+j:*+3x»-4ar'— 3x-{.4 

—2+1+1+1+4 

+3—4—3+4 

+1+3—4—3+4 


2«  reste. . .  x^+Oj:^— 3x*+j?+4« . .  dans  leqael  on  a  sopprimé 
1,  +1  —  1        •       lefactcur2. 

0 
D'après  la  remarque  ci-dessus ,  on  est  assuré  que  le  second 
reste  est  te  diviseur  demandé. 

4.  II  est  évident  que  ce  théorème  s'applique  également  à 
la  recherdie  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  des  po- 
lynômes contenant  un  nombre  quelconque  de  lettres. 
Soient  pour  exemple  les  deux  polynômes  à  deux  lettres 
3x»-.7yx*+3>^'x— 2^» 

4,-6  +  5r 
+i^«— Hy» 

+1V 


1*' reste...  j:— 2^^...  danslequel  on  a  supprimé  le  facteur  9^'. 
1— 2-^r 
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5.  Tout  ce  qae  noiu  aYons  dit  jusqu'ici  est  rdatif  ans  po- 
lynAmes  des  degrés  m  et  m—i.  Quand  Von  des  poiyiiôiiies 
est  du  degré  m,  et  Taulre  du  degré  m— â,  il  faut  esiknkr 
im  midtipUcatear  de  plus  I  en  sdyant  le  procédé  iodûpié  pta 
haut. 

Prenons  pour  exemple  les  deax  polynômes 

On  trouvera  les  quatre  multiplicateurs  1 , 4, 5y^  %r*,  qui, 
étant  écrits  avec  des  signes  convenables  pour  l'opération, 
seront  +  i  ,  —  ♦ ,  +5^,  — ^•. 

Mais  au  lieu  de  commencer  la  multiplication  par  les  troi- 
sièmes termes ,  il  faudra  la  commencer  par  les  quatrièmes 
pour  les  multiplicateurs  -^*i  et  —4,  et  par  le  troisièaie  et 
le  second  terme  du  diviseur  respectivement  pour  les  multi- 
plicateurs hyj  — 2j^. 

Voici  le  détail  de  l'opération  : 

20x5— 41j^ar*  +  5(b^a^  -  45yx' +  âfir*-*^— 6r  * 
5x5  _  ^jp«  ^  5^«^  _  ^3 

i>  -♦.  +^y,  -jjr* 
— 44r'+2îir*— ^f 

+  25^5_|5^ 


0 

On  pouvait  reconnaître  à  l'inspection  des  multiplicaleiirs 
que  la  division  se  ferait  exactement,  et  par  conséquent  éfi- 
ter  de  foire  l'opération. 

6.  Il  nous  reste  à  examiner  un  dernier  cas;  c'est  celui  oà 
les  polyndmes  sont  l'un  et  l'autre  du  degré  m.  SilescoeB- 
dents  des  termes  en  x**  ne  sont  pas  égaux,  on  muitiidicn 
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Fun  d'eox  par  un  facteur  oonTenable ,  afin  qa'ib  le  deTien- 
nent.  On  retrancliera  Vna  des  polynômea  de  l'autre  ;  oo  oIh 
tiendra  un  résultat  du  degré  m—i  ^aauquel  on  appliquera  le 
théorème  oonjointement  avec  l'un  des  polyndmes  proposés. 

Soient  donc  pour  exemple  les  deux  polynômes  do  qua- 
trième degré 

x*-|-8**4-12r'— 8x+3 

Résultat  de  la  soustraction (t^t^î^~*!^t! 

(+  jp^-f  6ar* —  3jr+l 

i  ,  -1+2 


0 
7.  Quand  on  applique  la  méthode  que  nous  venons  d'ex- 
poser à  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre 
un  polynôme  x'^+  ax^' + 6jr*">  -|-  etc.  et  sa  fonction  déri- 
vée ,  on  voit  que  les  trois  multiplicateurs  sont  n^^  — m^  —a. 
Ainsi  on  peut  les  écrire  à  l'inspection  de  la  quantité  propos^. 
En  examinant  là  composition  des  coefficients  des  termes 
du  reste,  on  reconnaît  quils  suivent  une  loi  très^implequi 
donne  le  moyen  de  les  obtenir  sans  écrire  la  fonction  dérivée. 
Prenons,  pour  fixer  les  idées,  le  polynôme  du  cinquième 
degré 

25,  —5,  —a 


25H-25c+25£^25e 
— 15*— 10c— 5rf 
— êa*— 3a6— 2ac — ad 


Lur^t^^r^f    10Wx»+15cIx'+20i/|j:+25# 
14  reste  serai    .  J      _  ,       ^    |      • 
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On  Voit  que  chaqoe  coefficiœt  est  formé  de  deux  iMrlie». 
On  obtient  les  premières  en  multipliant ,  à  partir  4o  troisiéBe 
terme,  les  coefficients  é,  c,  etc.  reqiectiTcme&t  pars,  3, 
4,  etc.  fois  le  degré  du  p  dynAme  ;  et  les  secondes^  ea  mul- 
tipliant ,  à  partir  du  deuxième ,  les  coefficients  a ,  6 ,  c,  etc., 
tons  par  a  et  par  le  degré  de  diaque  terme. 

Cherchons  par  cette  méthode,  encore  plus  e^iédiflTeipie 
la  précédente,  le  reste  de  la  diyision  de 

j:*+2j:5— 3j:*-f5ar+10  par  sa  fonction  dèrîTée, 


—24+60+160 
—12+12—  10 


Le  reste  sera....  — 36a:'+72j:+i50 

Si  l'on  a  ^=0 ,  le  reste  s'obtient  encore  plus  amplement  ; 
car  les  quantités  4â%  3a&,  etc.,  contenant  toutes  le  facteor  a, 
se  réduisent  à  zéro  :  de  plus ,  les  autres  quantités  106, 1 5c,  etc. 
renferment  le  facteur  commun  5  on  le  degré  du  poljnAme 
D'où  il  suit  que  les  coefficients  du  reste  sont  Sfr,  3c,  4^, 
5c ,  etc. 

Par  exemple,  le  reste  de  la  division  de 

a,»+7x«— 9x5— 13a:^+8x3_5j,._2j>f2o!îf'  "/?T 

)tion  dénvée 

sera      +1 4x«— 27x5— 52a  ♦+4ar'— 30x'— I4x+1 60 

Noit,  Nous  reviendrons  bur  ce  théorème  et  su^  les  aotam 
qu^  s'en  sont  occupés ,  dap<!  notre  article  interrompa  sur  l'É- 
limination (I,  p.  125).  Tm. 
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THEORIE  ELEMENTAIRE  BES  NOMBRES 

I^apréi  Ealer,  Legendre,  MM.  Qmu  et  Ctaeby. 
(Saile,  r.  p.  219.) 


28.  a-f- 1  est  an  nombre  premier ,  car,  s'il  était  le  pio- 
doit  de  deux  facteurs  mn ,  alors  2*"—  1  serait  di?isible  par 
â*—  i  et  par  2"— 1  ;  et  par  conséquent  2«+>— 1  n'étant  pins 
on  nombre  premier»  N  ne  sera  pins  un  nombre  parfait.  Fai- 
sons 2*  =x ;  alors  N  =  2x*—  x ;  lorsque  j:  =  1 ,  N  de- 
Tient  ^;al  à  l'unité  \  donc  N — 1  est  divirible  par  a:  —  l  ;  et 
r<Mi  a  N  — i  =  (x— 1)(2jc+1)^  remplaçant  j:  par  sa  va- 
leur, ona  ridenlité  N  =2«(2«+»— 1)=::(2«— 1)(2h-i+i)+i  , 
a  est  essentiellement  pair ,  et  â«  =  (3  —  l)""  \  donc  %"*•  est  de 
la  forme  3  + 1  ;  par  conséquent  2«^i  est  divisible  par  3  ;  il  en 
est  de  même  de  2*+i  +  l  ;  doncN  est  delà  forme  9  +  1.  Soit 
N,  la  somme  des  chifires  de  N  ;  N.  la  somme  des  chiffres  de 
N.  \  N,  la  somme  des  chiffres  de  N, ,  et  ainsi  de  suite  \  laps 
ces  nombres ,  en  vertu  de  la  propriété  connue  du  diviseur  9 
dans  la  numération  décimale,  sont  de  la  forme  9  +  1.  Ce? 
nombres  vont  toujours  en  diminuant;  le  dernier  de  ces 
nombres  est  donc  Tunité ,  et  Tavant-dernier  est  dix  ou  une 
•puissance  de  dix. 

Nous  devons  à  Tobligeance  dç  M.  le  professeur  Wantzel 
la  démonstration  de  cette  observation  de  Kraffl  (27) . 

Le  premier  chiffre  à  droite  de  2«  étant  4  ou  6 ,  il  en  résulte 
que  le  presûier  chitEre  à  droite  d'un  nombre  parfait  est  6 
ou  8. 


Ann.  de  Mathéhat.  III-  ^-^ 
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Bésidm  nàgaêifê^  êmmir  camtmm  maximmm,'  mulê^ 
mininmm, 

29.  Dans  la  division ,  si  la  parlie  entière  do  quotient  est 
trop  fai|>Ie  à  moins  d'ude  nnité  près ,  on  dit  que  la  dÎTision 
se  fait  en  dedanêj  et  dans  ce  cas  le  résidu  est  positif;  si  la 
partie  entière  est  trop  forte  à  moins  d'une  unité  près,  la  di- 
vision est  dite  en  dehors ,  et  le  résidu  est  négatif. 

L'Squation  <z  =  fr;  -f  r  (§  1 3 ,  p.  2l4  )  peut  s'écrire 

g+ 1  est  le  quotient  eu  dehors,  et  r —  A  est  le  résidu  néga- 
tif correspondant  ;  exemple  : 

15  =  4.3  +  3:==4.4— 1; 

ainsi  dans  la  divisiou  de  15  par  4 ,  3  est  le  résidu  positif  et 
-- 1  le  résidu  négatif.  Les  théorèmes  5,  6,  7  ont  également 
lieu  pour  les  résidus  négatifs. 

30.  La  somme  du  résidu  positif  et  du  résidu  négatif  pris 
positifement  /  est  égale  au  diriseur ,  car*  r + (^  —  r)  =  ft  ; 
donc,  lorsqu'un  de  ces  résidus  est  plus  grand  que  la  moitié 
ditdiviseur,  Tautreest  nécessairement  plus  petit  que  cette  moi- 
tié ;  ils  ne  peuvent  être  égaux  que  lorsque  le  diviseur  est  pair. 

31.  Frobtèmeh,  Trouver  le  plus  grand  commun  diviseur 
deMenx  nombres  A  et  B.  ^ 

1'*  êoluHon.  MéihoieJPEucliie.  Elle  est  fondée  sur  le  théo- 
rème 5  (p.  216)  ;  si  A  =  B ,  le  diviseur  commun  maximum 
est  A  ;  si  A  >  B ,  soit  r,  leur  résidu  ;  ainsi  le  diviseur  cher- 
ché divise  r.  (théor.  5) ,  et  vice  versa  le  diviseur  de  r,  et  de  B 
divise  A  ;  soit  r,  le  4^idu  de  B  et  de  r,.  On  démontre  de 
même  que  le  diviseur  commun  cherché  appartient  aussi  à  r. 
etr.;  les  résidus  r,^  r^,  r,....  allant  en  diminuant,  on  par- 
viendra nécessairement  à  zéro  ou  à  l'unité.  Dans  le  premier 
caà ,  le  diviseur  correspondant  au  résidu  nul  est  le  diviseur 
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commun  maxiaiom  cberehé  ;  dan»  le  second  cas,  les  deux 
nombres  n'ayant  d'antres  diTisenrs  q/m  VwMé ,  siml  pnmMvs 
entre  eax.  (Endide,  li?.  YII,  prop,  â;  Ht.  X,  prop*  8.) 

2*  iolutimi.  Méthode  de  décamporiUan.  On  décompose  eha- 
qne  nombre  en  ^  facteurs  premiers.  On  prend  tons  les  fac- 
teurs communs  aux  deux  -,  on  donne  à  chacnn  de  ces  facteors 
le  plus  petit  exposant  qu'il  a  dans  les  deux  nombres  >  le  prp* 
duit  de  ces  puissances  est  le  plus  grand  commun  dî? iaenr 
chercbé.  Exemple  : 

504=:  2».3'.7  ;     2880=  2«.3'5  , 

ainsi  le  diviseur  commun  maximum  de  504  et  de  2880  est 
2*.3*=s72. 

32.  Problème  6.  Trouver  une  limite  pour  le  nombre  d'o- 
pérations à  effectuer  dans  la  recherche  du  plus  grand  com- 
mun diviseur ,  par  la  méthode  d'Endide. 

Solution.  Soient  A  et  B  les  deux  nombres  ;  A  >  B  ;  et 
''if  ''o  ^s  — •  ''»  1^  résidus  ;  n  indique  le  nombres  d'opéra- 
tions et  ru  le  dernier  résidu.  On  suppose  qu'on  prend  tou- 
jours les  résidus  les  {dus  petits,  et  au  besoin  des  résidus  né- 
gatifs. Ainsi  on  a  donc 

sans  exclure  l'égalité  (30).  Donc 

B  B  B 

or  r«  étant  un  nombre  entier ,  on  a  nécessairement 

2-<B,    oa    »<i^,    or    ,-!.<¥; 
log.2  Iog.2        3 

10 
donc  «<-glog.B; 

siBa  m  Qhiffres/alor6m>log.B;  d#nen<-^fii.- 

o 
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Le  plus  souvent ,  le  nombre  d'opératioDs  est  bien  âu-des^ 
^8(ms  de  cette  limite;  ainsi  dès  qu'on  parvient  à  un  réaidn 
premier  avec  le  diviseur  correspondant,  l'opération  se  ter- 
mine là.  (Fuir  1. 1 ,  p.  355.  )  ' 

32  (bit).  Théorème  de  M.  Gamt.  Les  carrés  des  modules 
des  termes  de  la  série  A ,  B,  r,,  r,,  r^ ....  ru*  vont  toujours  en 
diminuant. 

DéipomiraiiUm,  La  proposition  est  évidente  quand  A  et  B 
ùai  des  nombres  réels.  Si  A  et  B  sont  imaginaires ,  aoit 

--=  b  +  ci^  beic  sont  réels  ,  et  *=  k'^  ;  soient  6*  et  r' 
B 

les  entiers  les  plus  rapprochés  à  -  près  de  ft  et  c  ;  de  aorte 
me(6-6')'<J;  {c—cy<:y,  ona  A  =  Bj.+r..  FaisoBS 

q,  =  l/  +  c'i;      B  —  h  +  ki;     r.^f+gi; 

f^i^tfig  sont  <1<^8  nombres  réels.  De.ce9|,diTer8es  équations 
on  tire 

et  passant  aux  modules , 

Le  premier  membre  est  plus  petit  que  -  ;  donc/'  +^*,  carré 

du  module  de  r„  ne  surpasse  pas  la  moitié  de  A*  +  Ar*,  carré 
du  module  de  B.  Ge  qu'il  fallait  démontrer. 

Ohêervaiwn.  M.  Gauss  appelle  norme  le  carré  d'un  mo- 
dule !  cette  expression  abrège  beaucoup  d*énoncés.  Le  théo- 
rème précédent  sert  de  base  à  la  théorie  des  racines  com- 
plexes des  équations. 

CcTollairt.  r^  est  diviseur  commun  de  A  et  B  /  et  si  l'on  a 
ri»=sd=i  ou  bien  rusrdb»,  les  nombres  A  et  B  n'ont  pi» 
de  diviseur  commun. 
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33.  PnoBttMi  7.  Trouver  le  plus  graod  commim  diTisear 
des  nombres  A»  B,  C,  D,  etc. 

l'"*  SoluHon.  Méthode  éFEuelide,  Soit  M  le  plus  grand  corn- 
mon  divisenr  entre  A  et  B  ;  on  cherche  le  plus  grand  com- 
mun divisenr  entre  M  et  G,  et  ainsi  et  snite.  (EacKde,  liv .  YII, 
prop.  3  ;  lir.  X ,  prop.  2-4.) 

2*  5*0/11^1011.  Méthode  de  déetnnposUion.  On  prend  les  fac- 
teurs premiers  commons,  avec  leurs  plus  petits  exposants  ; 
on  en  forme  un  prodoit4|ui  est  le  plus  grand  commun  divi- 
seur cherché. 

Ccroliaire.  En  divisant  tons  ces  nombres  par  leur  plus 
grand  commun  diviseur,  les  quotients  n'ont  plus  de  commun 
diviseur. 

34.  PROBtÉus  8.  Trouver  le  plus  petit  multii^  de  deux 
nombres  A  et  B. 

V  Solution.  Méthode  d^Euclide.  Soit  D  le  plus  grand  cora- 

A  R 

mon  diviseur,  a  le  quotient  de  -r  et  ^  le  quotient  de  ^r ,  le 

plus  petit  multiple  est  abD.  (Euclide ,  liv.  Vil ,  prop.  36.) 

2«  Solution,  Méthode  de  décomposition.  On  fait  le  produit 
de  tous  les  facteurs  premiers  élevés  chacun  au  plus  haut 
exposant. 

35.  Probliïmb  9.  Trouver  le  plus  petit  multiple  des  nom- 
bresA,B,C,D 

!'•  Solution.  Méthode  d' Euclide.  Soit  M  le  plus  petit  mul 
tiple  de  A  et  B^  on  cherche  le  plus  petit  multiple  M,  de  M 
et  G,  et  ainsi  de  suite.  Le  dernier  plus  petit  multiple  satisfait 
à  la  question.  (Euclide,  liv.  VII ,  prop.  38,  seulement  pour 
trois  nombres.  ) 

2«  Solution.  Méthode  de  décomposition.  Comme  pour  le 
problème  précédent. 

Obserf9ation.  Les  problèmes  5,  7,  8,  9  servent  à  simplifier 
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les  fractkNw  et  à  las  ramener  au  moindre  déBOBBoalair 
eommun. 

iVomftres  eongruenis ,  modules  et  eongruenee$. 

36.  DéfinMon.  Deux  «mbres  sont  dits  eongrumU  rebli* 
▼ement  à  un  troisième  nombre,  lorsque^  étant  dirâéa  ciia- 
cnn  par  ce  troisième  nombre ,  ils  laissent  des  résidus  égaux  ; 
et  ce  troisième  nombre  est  dit  le  modtUe  des  deux  nombres 
eongruerUs. 

37.  Si  a  et  6  sont  eongments  par  rapport  au  modale /r, 

on  aura  a-^b  =p  ( tb.  6,  p.  316} »  et  rédproquemeiit,  si 

Ton  a  a-^hssp^  a  ei  b  sont  congraents  par  rapport  an 
modale  p.  Une  teUe  équation  se  nomme  une  congrumee, 
Pomr  exprimer  que  a-^b  n'eti  pas  divisible  par/y ,  noos 

écrirons  a  —  b>p\  et  dans  ce  cas,  a  et  &  ne  sont  pas  con- 
graents relativement  i  p.  Ainsi  a>p  signifie  qae  a  n'eA 
pas  divisible  par/».  Si  a  >  ^ ,  or  désignant  an  nombre  qael- 
oonqaeirapériear  à  l'unité,  a  est  an  nombre  premier. 

Remarque.  Euclide ,  au  livre  X,  prop.  80 ,  dit  qa'one  ligne 
est  congrue  (îcpo<rap{MS(et)  à  une  antre,  lorsqa^dle  satisfait  i 
certaine  condition  de  commensurabilité.  M.  Gaoss  a  transporté 
cette  location  en  arithmétique  et  en  a  fait  la  base  d'ane  doc- 
trine qui  fait  époque  dans  la  théorie  des  nombres  ;  rillnslre 
géomètre  écrit  ainsi  les  congruenoes  a  -=r  b  (mod.  p  )  ;  les 
notations  étant  purement  conventionnelles,  lorsqu'elles  n'ont 
pas  encore  acquis  la  sanction  des  siècles ,  on  peut  et  on  doit 
les  changer,  s'il  y  a  avantage.  Legendrc  a  adopté  cette  forme 
a — fr  =  M  (p) ,  on  M  est  la  lettre  initiale  du  mot  multiplica- 
teur \  quelquefois  encore ,  il  emploie  cette  forme =e, 

P 
e  étant  la  lettre  initiale  du  mot  enlier.  Nous  avons  pensé 

que  le  point ,  étant  déjà  admis  pour  désigner  une  multiplies- 
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UoD,  pourrait  par  analogie  encore  servir  dans  les  ceagrufii» 
ces.  On  fait  ce  signe  bcilenient  et  promptement  ;  oo  qui  est 
uo  avantage  ponr  le  cakalateur  et  aussi  sous  le  rapport 
typographique. 

M.  Canchy  s'est  servi  des  mots  éqmvolmUê  et  4qitiMlêHe$ , 
pour  remplaoer  les  mots  congrumUê  et  eongrumue.  Ges  nou- 
velles dénominations  ne  paraissent  pas  avoir  été  adoptées. 

Théorie  des  rendus  dans  les  progressions  arithmétiques  ; 
congruences  du  !«*  degré. 

38.  Lrmmb  1.  Etant  données  n  quantités  quelconques,  dis* 
posées  dans  un  ordre  quelconque  sur  une  ligne  horizontale, 
la  dernière  moins  la  première  est  égale  à  la  somme  des  n-^  1 
restes  qu'on  obtient  en  retranchant  chaque  quantité  de  celle 
qui  la  précède. 

DémansinUian.  Soient  a^  a.,  a,,  a, ....  ^«-.1,  an  les  n 
quantités  »  on  a  l'identité 

an—a=la,'^a)  +  (^,—  a,)  +  [a.  —  a,)  + ....  (On  —  On^i). 

Corollaire.  Si  ces  différences  sont  toutes  égales ,  on  a 

On -.a=  (n— 1)  (a,  — a)  ; 

ce  qui  a  lieu  dans  les  progressions  aritbmétiquee. 

ObserviMon.  Ce  lemme  est  la  base  du  calcul  aux  MHrences 
finies. 

39.  Lbiiiib  â.  Lorsque  les  n  qqantités  étant  réelles  sont 
écrites  suivant  leur  ordre  de  grandeur,  la  dilttrence  des 
quantités  extrêmes  est  plus  grande  qn'ancane  différence  entre 
des  quantités  intermédiaires. 

Dénumstraiion.  Soient  a.,  a,,  a,. ...  âp. ...  a^. ...  a»,  n  quan- 
ti tés  écrites  suivant  un  ordre  ascendant,  on  aura 

car  aq  —  ap  est  égale  à  la  somme  de  toutes  les  différences  in* 
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termédiftires,  et  an  —  a,  est  égale  à  cette  même  somme,  plus 
les  diffàrences  comprises  entre  Op  et  a,  ;  et  encore  entre  a^ 
et  aq,  Donc^  etc. 

40.  Lemmb  3.  Si  n  nombres  inégaux  se  succèdent  sniTant 
un  ordre  ascendant^  deux  quelconques  de  ces  nombres  ne 
peuvent  être  congruents  par  rapport  à  un  module  plus  grand 
'  que  la  diff^nce  des  nombres  extrêmes. 

Démonstration.  Le  module  étant  plus  grand  que  la  diffe- 
rence  des  extrêmes,  est  plus  grand  â  fortiori  qu'une  dilK- 
rence  entre  deux  nombres  intermédiaires  (lemme  â),  le 
module  ne  peut  donc  diviser  cette  différence  ;  les  deux  nom- 
bres ne  sont  donc  pas  congruents. 

Corollaire.  Divisant  donc  tous  les  nombres  par  ce  module, 
on  obtient  n  restes  différents. 

41.  Théorème  ii,'  n  nombres  entiers  consécutifs  étant  di- 
visés chacun  par  n,  donnent  les  résidus  0, 1,2,3  ....  n  —  1, 
dans  un  ordre  quelconque. 

Démonstration.  Ce*  théorème  est  une  conséquence  immé- 
diate do  lemme  précédent.  (Disq.  aritb.,  sec.  1 ,  §  3'.) 

42.  Théorème  12.  Soit  la  progression  arithmétique  a ,  2a, 
3a ....  (n —  i)ay  n  étant  premier  avec  a  ;  si  Ton  divise  cha- 
que iesrme  par  it,  on  obtient  les  résidus  1 ,  2, 3 ....  n  —  i. 

Démotistraêion.  La  différence  de  denx  termes  ^aeloonques 
est  Aa ,  ou  A:  <C  n  ;  et  a  étant  premier  avec  n ,  ka  n*est  donc 
pas  divisible  par  n.  Par  conséquent ,  aucune  différence  n'est 
divisible  par  n  ;  tous  les  restes  sont  donc  différents  et  moin- 
dres que  If,  et  aucun  reste  n'est  nul.  Donc,  etc. 

(  La  mite  prochainement.  ) 
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LES  DEUX  PROPRIÉTÉS  FONDAMENTALES 
DES   DIAMÈTRES  CONJUGUÉS,   DANS   LES  CONIQUES, 


diaprée  Apollonius. 


On  sait  que  ces  deux  propriétés  sont  Tune  des  pins  belles 
découvertes  du  grand  géomètre  ;  il  y  a  peut-être  encore  quel- 
que intérêt ,  au  moins  historique ,  à  connaître  sa  marche  ; 
elle  eat  même  plus  simple  que  celle  qui  est  communément 
en  usage.  Nous  allons  indiquer  la  suite  des  propositions 
nécessaires  telles  qu'on  les  trouve  dans  le  livre  YII  ;  et  parce 
qu'elles  sont  un  moyen  d'exercice,  nous. supprimons  les 
démonstrations,  et  nous  rendons  les  énoncés  conformes  au 
langage  moderne. 

Pboposition  II. 

A  sommet  d'une  hyperbole,  A'  second  sommet;  T  un 

A'T  AA' 

point  sur  AA'  entre  A  et  A',  tel  que  l'on  ait  -77=-  = -—  ; . 

'      ^  AT      paramètre 

sfAi  AB  une  corde  quelconque;  BE  une  perpendiculaire  sur 

1»        */.        ,      X  ÂB*        AA' 

laxe  A'A  prolongé  -,  on  aura  fj^j^  =  j^- 

Observation.  La  longueur  AT  est  homologue  au  paramètre 
dans  la  proportion  qui  sert  à  déterminer  le  point  T,  et  comme 
celte  longueur  revient  dans  presque  toutes  les  propositions 
du  VIP  livre,  Apollonius  appelle  cette  longueur  T^mo- 
logue ,  nom  caractéristique  que  nous  conserverons  ;  si  nous 

désignons  celle  longueur  par  h ,  on  aura  h  =  - — ^  où  a 
^M  le  demi-axe  transvorse,  cl/i  son  paramètre. 
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Proposition  III. 

A  sommet  d'une  ellipse,  Â'  autre  sommet  sur  le  même 

aie;  T  un  point  sur  le  prolongement  de  AA',  tel  qa'on  ait 

A'T       AA'  ^ 

•^  =5  -ps;  ;  te  reste  comme  dans  la  proposition  précédente. 

Observaiion.  On  a  ^  =  — — . 
2a— p 

Proposition  IV. 

A  A'  axe  d'une  hyperbole  ou  d'une  ellipse;  G  le  centre, 
GB  un  demi-diamètre  quelconque;  GH  le  demi-diamètre 
conjugué;  B£  une  perpendiculaire  sur  Taxe;  BD  onq  tan- 

*      •i^  T.  W       DE 

gente  rencontrant  l'axe  en  D;  on  a  -rr^  ^  -^^^ 

^  tiH  Lis 

ObMTvation.  La  proposition  Y  est  relative  à  la  parabole. 
Proposition  VI. 

A  et  A'  deax  sommets  d'une  hyperbole;  G  le  centre;  AT 
Vhomologue  par  rapport  au  sommet  A  ;  AT  r homologue  par 
rapport  au  sommet  A  (t^oir  proposition  II) ,  de  sorte  qu'on 
a  AT  =  A'T  ;  les  points  T  et  T' sQut  entre  A  et  A'  ;  B  point 
pris  sur  Thyperbole  dont  le  sommet  est  A  ;  BD  une  tangente 
en  B>  rencontrant  Taxe  AA'  en  D;  GB  un  denuhdiamètre  ; 
GH  le  demi-diamètre  conjugué  à  GB  ;  AL  corde  parallèle  à 
GH  et  à  BD;  LM  perpendiculaire  abaissée  sur  l'axe  ;  on  aura 

GB'  _  MT 

CH'  ""  MT' 

Proposition  VII. 

Même  proposition  pour  Tellipse ,  les  points  T  et  T'  sont 
sur  le  prolongement  de  Taxe  AA'. 

Proposition  VIII. 
Mêmes  constructions  et  notations  qu'en  VI  et  VII.  Soit 
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Y  uDe  moyenne  prop(Mrtionnelle  entre  MT  et  MT,  on  aura 

4  [CB'+CHT"  [MT  +  Y]' 

PiOPOUTION   IX. 

Mêmes  constractiona  et  notations  qn'en  VI ,  VII  et  VIII; 
AT.MT   _       AA» 
®"  *  [MT-Y]»"~4[CB-.CHy  • 

Proposition  X. 

AA'*  AT 

Mêmes  constractions  et  notations;  on  a  .  ^p^„  =  — qr-, 

elHpse. 

Proposition  XI. 

Même  proposition  pour  Fhyperbole. 

Proposition  XII. 
Dans  l'ellipse ,  la  somme  des  carrés  de  deax  diamètres 
conjugués  quelconques  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des 
axes.  ' 

Proposition  XIII. 

Dans  l'hyperbole,  la  différence  des  carrés  des  axes  est  égale 
à  la  différence  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués 
quelconques. 

Observations.  Apollonius  déduit  ces  deux  dernières  pro- 
positions des  propositions  VII  et  VIII,  qui  reviennent  iden- 
tiquement à  celle-ci  :  la  somme  (algébrique)  des  carrés  des 
projections  de  deux  diamètres  conjugués  quelconques  sur 
un  axe  est  égale  au  carré  de  cet  axe;  au  lieu  d'un  axe  on 
peut  même  prendre  un  diamètre,  pourvu  qu'on  fasse  les 
projections  parallèlement  au  diamètre  conjugué  à  celui  sur 
lequel  on  projette;  ainsi  la  méthode  analytique  de  M.  Ger- 
gonne  (t.  I ,  p.  245)  est  la  traduction  algébrique  de  la  mé- 
thode synthétique  d'Apollonius. 
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Proposition  XXXI. 

Si  l'on  mène  deux  diamètres  conjogués  qu^oonqaes  dam 
Fellipse,  ou  entre  les  hyperboles  conjuguées,  le  paraUélo- 
gramme  construit  ayec  ces  diamètres,  est  égal  au  rectangle 
construit  sur  les  axesj  pourvu  que  les  angles  du  parallélo- 
gramme soient  égaux  aux  angles  formés  au  centre  pour  les 
diamètres  conjugués. 

Apollonius  n'a  ici  recours  qu*à  la  proposition  lY  ;  con- 
servons les  mêmes  constructions  et  notations;  par  H  meiions 
une  tangente  rencontrant  en  I  la  tangente  BD  et  en  D' l'axe 
ÂA',  la  figure  GBIH  est  un  parallélogramme;  et  on  sait 
par  la  géométrie  élémentaire  que  l'aire  de  ce  parallélo- 
gramme est  une  moyenne  proportionnelle  entre  les  aires 
doublées  des  triangles  semblables  DBG,  D'HC;  or,  d'après  la 
proposition  lY,  Apollonius  démontre  facilement ,  emprun- 
tant le  langage  moderne ,  que  l'aire  doublée  du  triangle 

DBG  est  ' —  et  Taire  doublée  du  triangle  lyHG  est  —  \a, 

^  y 

h  étant  les  demi-axes  principaux;  et  jt  et^  les  coordonnées 
du  point  B ,  donc  l'aire  du  parallélogramme  est  ab ,  etc. 

La  proposition  lY  est  une  transformation  de  celle-ci  :  le 
produit  des  distances  des  extrémités  d'un  diamètre  D  à  deux 
diamètres  conjugués  quelconques  est  égal  an  produit  des 
distances,  à  ces  mêmes  diamètres,  de  l'extrémité  du  diamètre 
conjugué  à  D  ;  c'est  l'interprétation  géométrique  de  la  troi- 
sième équation  de  M.  Gergonne  (t.  I ,  p.  246). 

III.  Apolloniufl  ne  donne  pas  la  solution  du  problème  où 
il  s'agit  de  trouver  les  axes  au  moyen  de  deux  diamètres 
conjugués.  Gette  solution  se  trouvait  probablement  dans  le 
livre  YIIl*  qui  ne  nous  est  pas  parvenu  ;  elle  est  d'ailleurs 
une  conséquence  de  la  proposition  lY,  puisqu'on  en  déduit 
que  le  produit  des  deux  segments  d'une  tangente  interceptée 
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«ntre  les  detia  axes  est  égal  au  carré  du  demi-diainèlre  jcon" 
jiigué  à  celui  qui  passe  par  le  point  de  contact;  ce  qui  sub*- 
siste  encore  lorsqu'on  remplace  les  axes  par  des  diamètres 
€onjugfués  quelconques. 

C'est  précisément,  en  se  fondant  sur  cette  propriété,  que 
Pappus  donné  la  solution  du  problème,  dans  k  huitième  et 
dernier  livre  de  la  collection  (Prop.  XIY).  Comme  il  a  dédié 
ce  livre  à  son  fils  Hermodore ,  à  l'usage  duquel,  dit-il ,  il  a 
réuni ,  tout  ce  qui  se  trouve  d'épars  dans  les  écrits  de  divers 
géomètres  et  surtout  d'Apollonius,  qu'il  ne  fait  que  com- 
menter et  transcrire,  il  est  probable  que  cette  solution 
que  Pappus  a  placée  dans  son  huitième  et  dernier  livre  est 
celle  qu'Apollonius  avait  mise  aussi  dans  son  huitième  et 
dernier  livre;  on  peut  étendre  cette  construclion  à  l'hyper- 
bole. Euler,  dans  ses  mémoires,  donne  trois  constructions 
différeutes  pour  résoudre  ce  problème.  {Navi-Commeni.  VII, 
1750-51);  au  moyen  des  diamètres  conjugués,  il  trouve 
la  direction  du  diamètre  égal  à  l'un  d'entre  eux  ;  dès  lors  la 
bissection  d'un  angle  donne  les  directions  des  axes. 

ly.  Dans  ces  derniers  temps ,  M.  Ghasles  a  indiqué  pour 
l'ellipse,  cette  construction  d'une  élégance  remarquable. 
Soit  O  le  centre  de  la  courbe  ;  OA ,  OB ,  deux  demi-diamètres 
conjugués  ;  par  le  point  A,  on  abaisse  une  perpendiculaire 
AI  sur  OB  ;  et  sur  cette  perpendiculaire,  on  prend  de  part 
et  d'autre  A£,  AE'  égaux  à  OB  ;  on  tire  les  droites  0£ ,  OB'; 
les  bissectrices  de  l'angle  EOF,  et  de  son  supplément  sont 
les  axes  principaux  de  Fellipse,  le  grand  axe  est  égal  à  la 
somme  des  droites  OE ,  OF  et  le  petit  axe  est  égal  à  leur 
diflérence ,  et  le  grand  axe  traverse  l'angle  aigu  formé  par 
les  diamètres  conjugués  donnés. 

L'auteur  a  été  conduit  à  cette  construction  en  résolvant 
le  problème  analogue  pour  les  surfaces  du  second  degré. 
(aperçu  historique,  p.  45);  la  vérification  immédiate  est 
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facUe.  Soit  OA=ra,  OB^AE=^AS^  b,  àutOA^^miky  ; 
prentH»  OA  pour  axe  des  a:,  OB  pour  axe  des  r;  il  Tient 
Al=amy,  Eltsasiny— 6,  E'I=!fl8itty+*,  OK'=a'+ 
+b*—^bsmy^  OE''=a*+2^'+2a6siny;  ainsi,  d'après  les 
deux  propriétés  fondamentales,  OE+OF  est  égal  au  grand 
axe,  et  0£— 0£'  ou  OE— GB  égal  au  petit  &xe;  les  cooi^ 
données  du  point  E  sont  b  cotv ,  a—beOÊéc,y  ;  l'équatioD  du 

diamètre  OE  est  donc^  =  —  COS7  ^^  ^^^  ^^  ^^ 

a^iny — b 

mètre  OE' est  j^  =  —    *^^ 


a$iny+b' 

Les  deux  coeflScients  angulaires  vérifient  l'éqpatioa  13 
(T.  Il ,  p.  29),  dans  bqneDe  A  «a',  fi=rc,  Gs  6'  ;  ainâ  ks 
diamètres  OG ,  OE'  sont  égaux,  donc  «  etc.  Cette  belle  con- 
struction ne  s'applique  pas  à  l'hyperbole  ;  en  désignant  par  K 
le  point  où  un  axe  principal  rencontre  la  droite  EE'  il  est  Ci- 

OE       KE 
cile  de  démontrer  directement  que  l'on  a  pr=,  =  ==^,9  ^^^^^ 

Taxe  est  une  bissectrice  de  l'angle  EOE'. 

Un  prochain  article  sur  les  noms  des  coniques,  les  para- 
mètres et  les  foyers,  selon  Apollonius.  Toi. 


NOTICE  BmUOORAPHIQUE  SUR  APOLLONIUS. 


Aucun  renseignement  ne  nous  est  parveiiu  sur  la  vie  pri- 
vée d'un  homme  que  l'antiquité  a  surnommé  le  grand  géo- 
mètre ;  titre  qu'il  a  conservé  chez  les  modernes*  On  sait 
seulement  qu'il  est  né  à  Perge  (Pamphylie) ,  au  temps  de 
Ptolémée  Eycrgète,  qui  a  commencé  à  régner  en  —  347; 
c'estce  que  nous  apprend  Héraclius,  auteur  d'une  vied'Arciii- 
mède,  et  cité  par  Eutocius.  Il  étudia  ks  mathématiques  à 
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Alexandrie,  chez  le^  diadpkB  d'EncUde,  et  acquit  sa  plas 
grande  célâirité  sous  Philopator,  morten-^SOS;  ainsi  il  a 
suivi  Arctûmède  d'environ  un  demi-siède ,  et  précédé  de  peu 
GéminuB  et  Hi^Murque.  Il  est  probable  que  se  dévouant  entiè- 
rement à  k  science ,  Apollonius  a  mené  une  vie  studieuse  et 
méditative  dans  l'Académie  d'Alexandrie.  Nous  savons  tou- 
tefois qu'il  a  fait  quelques  excursions  à  Pergame  et  à  Épbèse. 

11  a  composé  beaucoup  d'ouvrages ,  dont  deux  seulement 
nous  sont  parvenus,  et  a  eu  quatre  commentateurs  :  Pappus, 
Hypatie,  Serenus  et  Eutocius.  Le  premier  et  le  dernier  existent 
encore.  Pappus,  au  commencement  du  septitoie  livre ,  qu'il 
dédie  à  son  Gis  Hermodore,  donne  la  liste  suivante  de  ces 
ouvrages ,  avec  quelques  indications  sur  leur  contenu.  « 

1.  DeSectioneproporHanie  (irepC  X<Syoo  àTwto^)]  faire  des 
sections  en  vue  de  certains  rapports.  Pappus  en  donne 
l'exemple  suivant  :  deux  droites  sont  données  y  et  sur  chaque 
droite  un  point  fixe  O,  O';  par  un  troisième  point  donné , 
mener  une  transversale  qui  coupe  les  deux  droites  en  deux 

OP 

points  P  et  F  tels  que  Ton  ait  ^r^p^  =  un  rapport  donné.  Cet 

ouvrage  contient  deux  livres.  Il  existe  en  arabe  et  une  traduc- 
tion latine  en  a  été  publiée  par  Halley ,  sons  ce  titre  :  yipoUonii 
Pergœi  de  sectime  rationis ,  lib.  II;  ex  arabico  MS.  latine 
verriy  accedunt  qusdem  de  sectione  gpatii^  lib.  II ^  restUuH 
Oxonia^  1706,  in-S^;  ouvrage  rare^  n'ayant  été  tiré  qu'à 
quatre  cents  exemplaires. 

3.  De Spatii iecHone  (x<*>p^ou  à7coxo(jL7i<j),en  2  livres;  mener 
des  transversales  qui  retranchent  des  espaces  donnés  ;  perdu. 

3.  Deierminaiâ  teetione  {^w\tJkiiiç  to{jL%),  en  2  livres, 
contenait  83  théorèmes  et  51  lemmes }  Pappus  en  cite  un 
exemple  :  plusieurs  droites  données  sont  coupées  par  une 
transversale,  trouver  sur  cette  transversale  un  point  tel  que 
ses  distances  aux  points  d'intersections  de  cette  transversale 
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•avec  les  droites  aient  une  rektion  doanée  ^  problème  àè^- 
miné;  opTragc  perda. 

4.  De  TadUmibuB  (inatpûv),  en  â  livres,  conteonitSi 
lemmes ,  60  théorèmes  tt  â1  problèmes;  mfermait  la  soh* 
tion  de  tons  les  prcdilèmes  ou  H  s^agit  de  mener  un  oerde 
tangent  à  des  droites,  à  des  cercles,  et  passant  par  des 
points  donnés.  Pappos  donne  l'énum^^tion  de  oe  genre  de 
problèmes  ;  ouvrage  perdu. 

5.  De  ConvergerUOnêsi^tMfK^^),  en  2  Byres,  125  théorèmes 
et  28  lenmies  ;  traitait  à  ce  qu'il  paratt  des  droites  qui  se 
dirigent  vers  un  même  point ,  des  faisceaux  convergents  ; 
ouvrage  perdu.  • 

6. ^Plants  LacU  (toirov  èmicé^cov).  Sur  les  lieux  géométri- 
ques de  la  droite  et  du  c^de.  Eifemple  :  Deux  droites  passant 
par  deux  points  fixes,  font  nn  angle  donné,  le  lieu  du  sommet 
est  un  cercle;  contenait  en  2  livres,  147  théorèmes  et  2 
lemmes;  perdu.  (La  suite  prochainemefU.) 


LIEU  GÉOMÉTRIQUE 

d'un  point  du  grand  axe  d'une  elUpee  qui  se  meui  en  restmU 
tangente  à  deux  droites  fixes. 


PAR    M.    &OUXS 

élére  du  collège  royal  de  Mâcon. 


La  solotiOB  géaérale  que  nous  allons  donner  de  ce  pro- 
blème est  fondée  sur  cette  propriété  de  lellipse,  que,  si  oa 
décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre  une  circonférence, 
les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  foyers  sur  les  tan- 
gentes se  trouvcQt  tons  snr  cette  circonférence. 

I.  Supposons  d'abord  qne  le  point  pris  sur  l'axe  soit  le 
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foyer,  el  qae  les  deux  tangentes  soient  rectangnlanres.  Si  on 
considère  Tellipse  dans  ane  qaelconqae  de  ses  positions,  on  ^ 
obtiendra  les.coordonnées  du  foyer,  en  abaissant  de  ce  point 
des  perpendiculaires  sur  les  denx  tangentes.  Les  pieds  de  ces 
perpendiculaires  se  trouveront,  d'après  le  tbécNrème  que 
nous  venons  de  citer,  sur  une  circonférence  décrite  sur  le 
grand  axe  comme  diamètre,  et  le  problème  sera  ramené  au 
suivant  : 

Étant  donnés  une  cxrcanférence  de  cercle  et  un  poirU  F  situé 
à  une  distance  c  du  centre,  trouver  la  relation  qui  existe  enire 
hs  deux  droites  rectangulaires  menées  du  point  F  à  la  drcon- 
férence  (flg.  44). 

Posons  FP=^,  FQ  =  a:,  OP  =  a  et  c  =  i^a^—b\ 
Les  deux  triangles^OFP  et  OBQ  nous  donneront  : 

cosOFP  =  -.î^^ =-^- — =  — cosAFP, 

2cy  ^y 

cosOFQ  =  ^^;f         =  ^— ^  =  -sinAFP. 

Ajoutant  ces  deux  équations,  après  les  avoir  élevées  au  carré, 
on  trouve 

Cette  équation  peut  se  mettre  aussi  sous  la  forme  : 

et  c'est  sous  cette  forme  qu'on  la  trouverait  inunédiatement^ 
en  exprimant  que  le  produit  des  perpendiculaires  abaissées 
des  foyers  sur  les  tangentes  est  égal  à  &*,  et  que  la  distance 
des  deux  foyers  est  égale  à  2c. 

Il  résulte  de  la  solution  que  nous  avons  donnée  et  de  re- 
noncé même  du  problème,  que  Ton  devra  trouver  la  même 
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éfvalioo  poor  la  courbe  décrite  jpM  le  second  fejer ,  et  que 
pendint  que  le  praaier  foyer  décrira  une  portion  de  la 
courbe,  le  deoxiéBie  tojet  décrira  l'autre.  Quant  à  l'éqaa- 
tiou  (1) ,  elle  nous  montre  iminédiatemeDt,  d'après  sa  forme, 
que  ForigHie  est  un  centre ,  que  la  courbe  est  symétrique  par 
rapport  aux  deux  axes  et  à  leurs  bissectrices,  et  que  les  por- 
tions de  la  courbe  comprises  dans  les  angles  xo^\  yox'  et 
y'ox  sont  tout  à  fait  semblables  à  la  partie  comprise  dans 
l'angle ^ox.  Nous  pouTons  donc,  dans  tout  ce  qui  va  suiTre, 
nous  contenter  de  considérer  cette  dernière  portion  de  courbe 
décrite  par  une  ellipse  qui  ne  sort  pas  de  l'angle  ^oj:.  On 
remarque  encore  que  l'équation  est  satisfaite  par  j:  =  0  et 
^  =  0;  mais  il  ne  faut  pas  en  conclure  que  la  courbe  passeà 
rôrigine,  car  si  l'on  résont  l'équation  par  rapport. à  y,  et 
que  l'on  cberdie  les  conditions  de  réalité  des  racines ,  on 
trouTeque  les  râleurs  de  jt,  et  par  suite  celles  de^  (  à  cause 
de  la  symétrie),  sont  comprises  entre  a  +  \/a*— t6'  et 
a  —  V/a*— 6".  L'origine  est  donc  un  point  isolé.  On  con- 
clut encore  de  là  que  la  courbe  n'a  pas  de  branches  infinies  ; 
ce  que  nous  annoncent  aussi  les  considérations  géométrique» 
dû  pR>blème. 

En  résolvant  l'équation ,  on  trouverait  facilement  la  forme 
de  la  courbe  tracée  dans  la  figure  45  :  mais  nous  préférons 
construire  la  courbe  par  points  et  la  discuter  d'après  cette 
construction. 

Au  point  F  élevons  une  perpendieulaire  an  diamètre  OF, 
et  prenons  pour  axes  les  lignes  FA  et  FB.  Cela  fait,  voici 
comment  on  construira  les  dfflérenfs  points  de  la  courbe  :  par 
le  point  F  on  mènera  deux  droites  rectangulaires  quelcon- 
ques ,  et  on  considérera  les  lignes  FA ,  FD  comme  les  abscis- 
ses, et  les  lignes  FB,  FG  comme  les  ordonnées.  Ensuite,  on 
rabattra  par  des  arcs  de  cerde  ees  Iragueurs  sw  les  axes  FX, 
FT,  €l  prenant,  pour  cbaque  abselsse,^les  deux  ordonnées 
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<»rre6poiMiaiites,  on  déterminera  quatre  poitfts  de  lacoarbe. 
En  coDtinnant  ainsi ,  on  trouvera  la  forme  de  oonrbe  indi- 
^oée  par  la  figure  45. 

Mous^dlons  maintenant  chercher  les  poinU  remarfaaUet. 
Occupons-nous  des  limites,  parallèlemeni  à  l'axe  des  y.  On 
sait  que  si ,  par  un  point  F  pris  dans  un  cerde,  on  mène  dif* 
férentes  lignes,  la  plus  petite  et  la  plus  grande  sont  les  lignes 
FA  et  FO  comptées  sur  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  F^ 
et  que  de  FÂ  à  FD  la  ligne  menée  du  point  F  à  la  drconfé* 
renœ  va  toujours  en  croissant  II  résulte  de  là  que  FA  et  FD 
seront  les  li^es  des  absdsses.  Et  comme ,  dans  ce  cas,  à  la 
même  abscisse  correspondent  deux  ordonnées  égales  FI  et 
FC ,  on  obtiendra  par  la  considération  de  ces  ordonnées,  pour 
rabscisseFA,deux  points  réunis  en  un  seulaupointK  ;  et  pour 
l'abscisse  FD,  deux  autres  points  réunis  en  R.  Gomme  la 
courbe  est  symétrique  par  rappwt  aux  bissectrices  des  angles 
des  axes,  les  limites  prises  pardlèlement  à  Taxe  des  abscisses 
seront  absolument  les  mêmes  que  pour  l'axe  des  ordonnées. 
On  aura  ainsi  deux  autres  points  extrêmes  N  et  L 

On  peut  détermina  facilement  les  points  ou  la  courbe, 
coupe  la  bissectrice  ;  il  suffit  pour  cela  de  faire  an  point  F, 
de  chaque  côté  du  diamètre,  un  angle  de  45  degrés.  On  aura  • 
alors  quatre  coordonnées  égales  deux  à  deux,  qui  seront 
celles  des  points  dierdiés. 

2.  On  peut  consùruire  la  cowbe  d'une  antre  manière  aussi 
simple.  Pour  cela  nous  remarquons  que,  si  nous  décrivMs 
du  centre  de  TeUipse  une  circonférence  avec  un  rajon  égal 
à  a,  nous  couperons  1m  axes  en  quatre  points  dont  les  dis* 
tances  à  l'origine  Beront  les  coordonnées  des  foyers.  Les  lon- 
gueurs de  ces  lignes  ne  dépendent  donc  que  des  diverses  posi- 
tions du  centre  pendant  le  mouvement  de  l'ellipse.  Or  il  .est 
facile  de  voir  que  le  centre  décrit  un  arc  de  cercle  limité  par 
deuxparallèles  aux  axes,  IGetQS  menées  à  la  distance  h\  car 
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il  est  toujours  dislant  du  sommet  de  Taugle  droit  formé  par  les 


deux  tangentes,  de  la  quantité  constante  \/a*+  6\  et  sa  plus 
courte  distance  à  la  tangente  est  égale  à  b.  On  peut  remar- 
quer que  le  centre  décrit  deux  fois  le  même  arc ,  puisqull 
ne  peut  pas  dépasser  deux  lignes  flxes ,  et  qu'après  la  rotation 
entière  de  Tellipse ,  il  revient  à  sa  première  position. 

La  portion  de  cercle  comprise  enire  les  deux  parallèles 
étaht tracée,  d'après  les  remarques  précédentes,  il  suflbra, 
pour  déterminer  les  diSérents  points  de  la  courbe,  de  décrire 
de  tous  les  points  de  cet  arc  de  cercle  une  circonférence  d'un 
rayon  égal  à  a,  qui  coupera  les  deux  axes  dflbun  en  deux 
points.  On  obtiendra  ainsi  les  coordonnées  de  quatre  points , 
et  on  déterminera,  en  opérant  ainsi,  la  forme  de  la  courbe 
déjàtrouyée(/E9.45). 

11  est  bien  évident  qu'on  aura  les  points  limites  en  décri- 
vant la  circonférence  des  deux  extrémités  de  l'arc  rn,  et  Ici 
points  situés  sur  la  bissectrice  en  la  décrivant  du  milieu  de 
cet  arc. 

3.  Connaissant  le  lieu  décrit  par  le  foyer,  nous  allons  dé- 
terminer facilement  celui  d'un  point  quelconque  pris  sur 
l'axe. 

Soit  M  ce  point  pris  sur  l'axe  (  fig.  44  ).  Il  est  facile  de  voir, 
en  menant  les  coordonnées  du  point  M  et  les  coordonnées 
parallèles  du  foyer,  que  si  on  projette  M  sur  FP  et  FQ  en  H 
et  E ,  les  lignes  PH  et  QE  seront  les  coordonnées  (a/,  y)  in 
point  M.  Il  résulte  de  là  que  si  nous  pouvons  exprimer  FP 
elFQ  Cr,  X)  au  moyen  de  PH  et  QE  (y,  j/),  en  substi* 
tuant  les  valeurs  de  yeidejc  dans  l'équation  du  foyer,  nous 
aurons  une  relation  entre  x^ety.  Soit  FM  =  /.  On  a 


I 

j^=y  +  HF.     HF=:/co8BFA  =  / 


d'où  y=y^l 


2cjr        ' 
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ou  bien  en  effectaant  : 

\2c  'hl)^—  2cyy  —  Ib*  =  0. 

En  posant  (2c +1)  =  h  ei  [2c  +  l)lb*  =  k^  on  tire  de  là  la 
yalear 


y=. J^ • 

On  Toit  bien  que  l'on  aura  aussi 

x  = . 

Mettant  ces  valeors  dans  réqoatîon  (1) ,  nous  trouTons 
pour  réquation  du  lieu  cherché  : 

(2)        [c  (k + ftw^y + (* — b'h*)  y?y^ky + 

+  c  (  *—  b'h')  x'+  (c^b'h*)  |/c'x'Vit=4c'C). 

En  élevant  au  carré  et  faisant  les  opérations  nécessaires 
pour  révanonissement  des  radicaux ,  on  arrive  à  une  équa- 
tion en  x'  et  y  du  huitième  degré.  Mais  après  quelques  pré* 
parations ,  on  voit  qu'elle  ne  contient  que  des  tenues  en  x'y^ 
•^"+y',  a/*+y^  ou  bien  ((j/'+yy— 2a/y*))  ;  et  que 
par  conséquent  en  la  transformant  en  coordonnées  polaires, 
elle  sera  fonction  de  p  et  de  sin2».  En  élevant  au  carré  une 
seconde  fois ,  on  trouve  une  équation  bicarrée  par  rapport  à 
sin2u,  qu*on  peut  résoudre  par  rapport  à  cette  yariable. 

4.  Voyons  maintenant  si,  en  faisant  certaines  hypothèses,  on 
ne  pourrait  pas  faire  disparaître  immédiatement  les  radicaux. 

Cela  arrive  évidemment  lorsqu'on  pose  c=0,  â:-i-^'A?=0, 
ou  bien  encore  k  —  b^h*  =  0, 

En  développant  ces  deux  dernières  conditions,  elles  nous 
donnent  les  relations  { =  —  c  et  c  =  0. 

La  première  relation,  /= — c,  nous  indique  que  le  point  M 

(*)  Cette  équation  n'étant  pa»  homogène  est  éridemment  ffusse.       Tm-. 
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est  le  centre  même  de  l'ellipse.  En  fabant  dans  l'équatioaCS) 
k  +  yh*=0  et  /=:  — c,  on  trouve  an  cercle  dont  le  rayoïft 

estégalàl/^M^. 

Nous  voyons,  d'après  la  valeur  c  =  0,  que  FeUipse  se 
change  en  une  circonférence  i  et  en  faîsanl  cette  hypothèse 
dans  réquation ,  on  trouve  le  résultat  j/»+y  =  r,  c^est-à* 
dire  que  le  point  M  décrit  un  cercle  dont  le  rayon  est  /.  Ce 
qui  était  évident  â  priori. 

Si  le  point  M  est  le  sommet,  l'équation  n'oBire  rien  de 
remarquable. 

5.  Maintenant  nous  supposerons  que  l'angle  des  deox  tan- 
gentes soit  quelconque ,  et  nous  aurons  à  cbeicher  : 

Le  lieu  géaméirigue  dei  pinni»  du  grand  axe  tune  ellipêe 
qui  se  meui  en  reitani  tangente  d  deux  droites  fixes  faisant  un 
angle  quelconqi^. 

Si  nous  rapportons  la  courbe  à  ces  deux  tangentes  fixes 
prises  pour  axes ,  les  coordonnées  de  ses  différents  points 
s'obtiendront  en  divisant  par  l'angTe  des  axes  les  perpendi- 
culaires abaissa  du  point  décrivant  sur  ces  lignes.  La  ques- 
tion est  donc  ramenée  à  trouver  une  relation  entre  ces  per- 
pendiculaires. 

En  supposant  d'abord  que  le  point  que  l'on  considère  soit 
le  foyer,  nous  reprendrons  les  calculs  comme  dans  le  pro- 
blème précédent.  Seulement,  arrivé  au  point  où  la  première 
solution  exige  que  l'angle  PFQ  soit  droit,  il  faudra  seule* 
ment  exprimer  que  cet  angle  est  constant.  Voici  comment 
nous  continuerons  les  calculs  • 

Posons      GOsPFQ  =  m  =  cos(PFA  +  AFQ). 
Nous  déduisons  de  là 

(m  —  cos  PFA  cos  AFQ)'  =  sin'  PFA  sin' AFQ. 

Il  suffit  maintenant,  pour  avoir  notre  relation  cherchée, 
de  remplacer  .cos  PFA  cos  AFQ  et  sin'PFAsin'AFQ  par 
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leurs  Taleors  en  fonctions  de  x  et  j^,  yaknrs  trontéet  dans 
le  premier  problteie. 

On  déduira  de  ee  lien  celai  d'an  p(4ni  quelconque  pris  sar 
l'axe,  tout  à  fait  de  la  même  manière  que  dans  la  première 
partie. 

Ainsi  le  problème  est  résolu  généralement  pour  un  peint 
quelconque  du  grand  axe. 

6.  Dans  tout  ce  qui  précède ,  nous  ayons  supposé  que  le 
point  qui  décrit  la  courbe  est  un  point  quelconque  de  Taxe. 
Si  nous  supposons  maintenant  que  ce  point  soit  pris  comme 
on  yondra  sur  le  plan  de  l'ellipse ,  l'angle  OFM ,  au  lieu 
d'être  égal  à  deux  angles  droits,  sera  égal  à  un  angle  con- 
stant quelconque  ;  et  la  seule  difTérenoe  entre  ce  cas  et  celui 
que  nous  ayons  examiné  précédemment ,  proviendra  de  ce 
que  le  cosinus  de  l'angle  HFHf ,  au  lieu  d'être  égal  à 
—  cosOFP,  sera  égal  à  oos(OFM  —  OFP).  Le  sinus  de  l'an- 
gle OFP  entrera  dans  l'expression  de  cosHFM ,  el  si  en 
calcule  sa  valeur  au  moyen  de  celle  de  cosOFP  tronyée  pré- 
cédemment, on  introduira  y  sous  un  radical ,  dans  l'expres- 
sion de  y  ;  alors  Téqualion  qui  donne  la  yaleur  de  7-  au 
moyen  dey  ne  sera  plus  du  second  degré.  On  aura  bien  en- 
core ,  de  cette  manière,  un  nombre  suffisant  d'équations  pour 
résoudre  le  problème  ;  mais  on  ne  pourra  pas  faire  rélimi- 
nation  comme  dans  le  cas  précédent. 

iVoto.  1 .  On  parvient  directement  et  promptement  à  ces 
solutions  en  faisant  usage  de  nos  formules  générales.  Pre- 
nons les  deux  tangentes  pour  axes  des  coordonnées;  on  aura 
/  =  / =  0;  or  ms=B'  — 4AC;  remplaçant  A^  B,  G  par 
leurs  valeurs  en  A:,  A:',  L ,  il  yient 

n^  m*    "^  w'         sin'v* 

où  r  négatif  est  le  produit  des  carrés  des  demi-axes  dans  FeN 
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lipse ,  et  r  pusilif  le  même  produit  dans  l'hyperbole.  On  « 


N  =  A  +  C  — Boo87  = 


4L 


4LN  _  y+il^'+a(*it^-hmn)co<v  _ 
^*  li^-  m'  *' 

éam  cette  expression ,  s  est  la  somme  algébrique  des  carrés 
des  demt-axes  (t.  I ,  p.  493,  Yll  )  ;  ainsi  r  et  ^  sont  des  quan- 
tités données. 
2.  Cmtre.  Soient  jt  et  ^  les  coordonnées  da  centre  ;  donc 


on  a  donc 


0:  =  -;  jr=  -; 
m  m 


n*  n  y 


et  J:  +^  +  ^Jry  COS  7  4-  2  —  OOSy  =  s  ; 

m 

éliminant  -  ,  il  vient 

m 

» 

Heu  du  centre  ;  courbe  du  4»  degré ,  n'ayant  poin|  de  bran- 
ches inflnieset  du  premier  genre  (Euler,  Introd,  t.  II,  lib.  n, 
%  261)  j  si  7  =  1*,  elle  se  réduit  i  un  cercle  double. 

3.  Fbyer.  Soient  X  et  Y  les  coordonnées  dh  foyer,  el  loo- 
jonrsj: et  j^  celles  du  centre;  on  a  X==a— x;  Y  =  p — >-; 
a*  sin'7=  x'sitfy  —  b*  ;  p^sin'y  =ysin  7  —  b'  (t.  II ,  p^430); 

4AL       k'  ,        ^    4CL 

car  — r  =  — î  =  -^  î     et    —^  =r'  ; 

d'où  (ar+ X)«  sin  7 =ar'  sin"7—  U"  \  cl  de  là 

6-+X*sin*7 


el  de  mémo  ^  =  — 


2XsinV    ' 

^'+Y'8in'y, 
2Ysin'7    ' 
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substitaant  ces  yaleors  daos  le  lieu  do  centre ,  il  TienC 

[b*  (X'+ Y) + rX*  (¥•+  X'—  is)  sin*7  +';4*T*X'  sinV]'— 
—  4Xnr[**+X'8in'7]  [*'+¥•  siD'7]  cos7=  lery^X^cos^vsia^Y, 

lieu  des  foyers  ;  coarbe  da  12*  degré.  Si  7  s=  1^,  la  coarbe  est 
da  6*  degré  et  la  même  que  celle  de  M.  Ferrier.  Ged  est  pour 
Fellipse  et  Thyperbole  ;  pour  la  parabole  doot  le  paramètre 

est  domié  »  ^  est  une  quantité  constante  szp*  (t.  I ,  p.  491)  ; 

il*      oLLf       1^      ^+*''+2*A:'c087         ^.^,     ,- 
W=2ikfn\  N= -=-* — —.  aetp  étant  les  coor- 

données  du  foyer,  on  a  a  =  -j^;  P  =— jjj£(t.H,P-432); 
d'où  Ton  déduit  facilement 

p'  («'+  ?•+  2aQ  COS7)  =  Jt^p'. 
Si  7  =  1*,  on  trouve  l'équation  (3)  de  la  p.  299,  t.  I. 

4.  Pour  un  point  quelconque  du  plan ,  voir  a  solution  de 
M.  Rispal ,  p.  226  de  ce  yolume.  Tm. 


QUESTIONS  D'EXAMEN. 

Surfaces  ei  volumes  engendrés  par  les  polygones  réguliers , 
hrsqu*ils  tournent  autour  d'une  perpendiculaire  au  dta- 
mètre  du  cercle  circonscrit  menée  par  le  sommet  auquel 
aboutit  ce  diamètre. 


ancien  professear  de  mathénMliqaes  spéciales  à  l'Éc«le  de  Sorrèze , 
régent  de  malhémaUqaes  spéciales  an  collège  de  Pamiera. 


Nous  adopterons  dans  la  résolution  de  ces  questions ,  les 
mêmes  notations  que  celles  que  nous  avons  employées 
p.  353,  t.  llj  seulement,  pour  variar  les  difficultés,  nous 
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chercherons  dirêclament  les  eqmaiAom  to  toIooim  ti  te 
surfaces  que  nous  nous  nous  proposons  de  trooTcr  en  Gmk- 
tion  du  rayon  R  da  cercle  circonscrit.  La  marche  qae  noos 
allons  soivre  est  d'ailleors  la  même. 

SUBFACBS  SNGBNDRÉIS. 

V  TVÎMf/a  (fig.  M). 

Sarf.  T  =  surf.  GB+Ssorf.  Ab  s»  SicBF.GB+2irBF.AB  = 

SBF 
=4ir.AB.BF  =  3AB.dfr.  -^  =  3AB.2icAO  j    (1) 

or  AB  =  RV/3,    A0=R; 

donc         surf.  T.  =  3.R  Vd  .2irR  =  6irR*  V^ï. 

9r  Carré  (6g,  47). 

Surf.  G=2  (8urr.AB+surf.CB)=âic  { BE.  ARf CB(GA+BE} }  = 

=  2TrAB  (2BE+  GA)  =  4AB.2irOA  ;  (2) 

or  AB=R>/2,  et  OA  =  R;  donc  8urf.C=:8icR*|/2. 

3'  Pentagone  (fig.  48). 

Surf.  P  =  a  surf.  AB  +  2  sarf.  CB  +  surf.  EC  =  2icBH. AB  + 

•^  2irBC  (CG  +  BH)  +  2irCG.EG  =  4icAB  (BH  +  GG)  ; 
or  on  a 

AB  =  ê|/iO-.2V/5,  BF  =  D=  ^(l+V/s)  = 
=?(l+V/5)ViO-2V/5=yii;^=^Vlo+2V/5  ; 

2         ♦ 


BH=k'ÂB-ÂH=Y/j(lO-2\/5)-î^(lO+2V/6)= 
=  J|/3&_10>/5=S(5_|/5). 

4 
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DODC 

surf.P  =  4it.RV'ia-2»/5  [^(5-V/g)+5(5+V/5)j  = 

4*  Hexagone  (fig.  49J. 

Surf.H  =  a  (surf.  AB  +  surf.BG  +  surf.  GD)  = 

=  2tc{bG.AB+CG— BG+DCCDA  +  CG))  = 

=  2ir  {BG.AB  +  (CG  +  BG)(C6  — CG)4-i)C(DA  +  CG)}  = 

=  âicAB  (BG+  iDA+GG)  s:  2itAB.3SA  =>  $AB.2ffOA  ;  (S) 

or         OA=:AB  =  R,      donc      sarMI^^ISicR'. 

5*  Octogone  (fig.  50). 

Sorf .  O  s=  2  (surf.  AB  +  surf.  BG  +8Qrf.  GD + surf.  ED)  ^ 
=  2n  }AB.BF+BG(BF+GG)+DG(CG+DF)+ED(OF+AE)}=^ 
=:2>rAB(2BF+2GG+2DF+AE)=s27rAB.4AE==SAB.2trAO;(4) 

or  AB  =  R%/2— \/2,    OA  =  R; 

donc  surf.  O  =  16irR»  V/  2  —  l/g. 

6<»  Décagone  (fig.  51). 

Surf.Di=2(sûrf.AB+surf.BG+8urf.CD+surf.ED+surf.EF)  = 

AB.BG+BC  (BG+CK)+DK— GK+ED(DK+EG)+) 


"*       I  +EF(EG+FA)       ) 

_       |AB.BG+BCfBG+CK)+(DK+CK)(DK— CK)+)  _ 
~       (  +E1)(DK  +  EG)  +  EF(EG  +  FA)  i 

=s  29rAB  (2BG  +  GK  +  DK  +  2EG  +  2FA)  s 
=  2frAB  {2(BG+EG)+3FA]=2irAB.5FA=10AB.9iiAO;  (5) 
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or  AB  =  ^(V/5— l),    OA  =  R; 

Jm 

donc  8urf.D=:10«R*(V/5— l). 

7°  Dodécagone  (fig.  52). 

o    .  w^      «  /surf.  AB + surf.  BC  +»arf .  DC  +surf.  DE  +\ 
Surf.D  =  2(^  +»urf.FE  +  »arf.GFJ= 

[AB.BH+BC(BH  +  GK}+GD(CR  +  DL)4-  l_ 


ED  (DlrfEK)  +  FE  {£K+  FH) + GF  (FH+ AG)  J 
=  2irAB(2BH+  2CK  +  âDL  +  2EK+2FH-h  AG)  == 
=  2itAB  {2(BH+FH)  +  2(GK4-EK)+2DL+6A}  = 

=  2ir.AB.6GA  =  12AB.27rOA  ;  (€) 

or      AB  =  R>/2-»/3  =  |(J^6-\/2),  OA=Ri 

donc  snrt  D  =  1 2itR»  (  V^e  —  \/2). 

Les  expressions  (1) ,  (2) ,  (3),  (4) ,  (5),  (6),  n'étant  aalre 
chose  qne  la  traduction  dn  th^ème  de  Guldin,  on  ^i  ood- 
clnt  que  ce  théorème  conduit  immédiatement  aux  mêmes 
expressions  que  celles  que  nous  fournit  la  géométrie. 

Quant  à  la  surface  engendrée  par  le  pentagone ,  on  a  ^  en 
appliquant  le  théorème  de  Guldin:  surf.  P=5AB.2irR;€r 

AB  =  ~  v/lO  —  2  V/S;  donc  surf.P="5îrR*  %/lO— 2\/5. 

résultat  identique  à  celui  que  nous  avons  trouvé. 

On  pourrait  chercher,  d'une  manière  analogue,  les  ex- 
pressions de  ces  surfaces  en  fonction  du  côté  c,  ou  en 
fonction  de  l'apothème  r.  La  géométrie  et  le  théorôuM  de 
Guldin  pourraient  encore  servir  mutuellement  de  vérifica- 
tion. En  cherchant,  par  exemple,  ces  surfaces  en  fooctk» 
de  c,  on  trouve  -. 

1*  Triangle        surf.  T  =  2itc'  I/3  ; 
2*  Carré  surf.C  =  ^nc*  V/sT; 
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3»  Pentagone     surf.  P  =  irc'  V  50  +  10  \/b  ; 
4*  Hexagone      snrf.  H  =s  12irc"  ; 
5»  Octogone       snrf.  O  :=  Suc*  V  4  +  2  \/2  j 
6o  Décagone      sttrf.  D  =  ISicc*  (l  +  V/s)  , 
T  Dodécagone  suif.  D  =  12icc'  (V/6  +  V/i) . 

{La  mite  prochainement.) 


PROBLÊME  44  (t.  I,  p.  519). 

PAR  V.  FAVflLB  (H.)f 

élére  en  spéciales. 


Par  le  tojet  d'one  parabole  on  mène  an  rayon  vecteur 
quelconque  et  une  perpendicnlaire  à  ce  rayon  ;  puis  sur  ces 
deux  droites  comme  côtés,  et  avec  la  normale  au  point  pris 
sur  la  parabole ,  comme  diagonale ,  on  construit  un  rectan- 
gle. Quel  est  le  lieu  du  sommet  opposé  au  foyer  ? 

Soit  M  ifig,  53}  un  point  du  lieu  cherché,  »  et  p  ses  coor- 
données polaires ,  &>'  et  p'  celles  du  point  K  de  la  parabole.  Si 
Ton  observe  que  la  tangente  en  un  point  d*ane  parabole 
fwme  des  angles  égaux  avec  le  rayon  vecteur  qui  va  au  point 
de  contact  et  l'axe  focal ,  on  aura  la  relation 

d'où  «'=:6(r+;— . 

•S 

Dans  le  triangle  rectangle  FMK  l'on  a 

p'=ocos(w  — w); 
et  puisque 

cos(w'--w)  =  sin  — =  sin(  30'-f  3)» 
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il  vient  p' = p ^n(zQp  +  j V 

Le  point  K  étant  sur  la  parabole  dont  l'équation  an  foyer  est 

p  =  —^ — ,  l'on  a  p  =  -z — 2 — j. 

Substituant  dans  cette  exfHression  la  valeor  troarée  pour 
ta'  et  p',  on  aura  poar  Téqnation  da  lien 

,sin(3(r  +  ^)=  f—jrr, 

1  -  vxfw  +  Ç)  =  a 8in*(30*+  j)  ; 


mais 


donc 

0= JS. 


ann' 


.•(36.+  ^)' 


DiscuBsibn.  Pour  o>  =  «»'  on  trouve  la  même  valoir  de  ? 
qaeponr  u  =  360o  — »  ;  la  courbe  est  donc  partagée  a 
deux  parties  symétriques  par  Taxe  polaire.  De  plus,  si  l'mi 
fait«>=:o»'et  oi>=540*+«»Sona  pour  p 4eux  valeurs ^aks 
et  de  signes  contraires.  11  faudra  alors  porter  la  seconde  nr 
leur  de  p  daps  le  prolongement  du  rayon  yecteur  fonnaat 
l'angle  de  540" -{-<»' ^ivec  Taxe  polaire,  de  sorte  qu'on  aura  k 
point  déjà  obtenu  (D=a>'.  Par  conséquent,  en  faisant  varier 
u>  de  510*  à  1080'',  on  aura  les  points  déjà  obtenus  en  fai- 
sant varier  a  depuis  0  jusqu'à  540*. 

On  voit  encore  qu'il  ne  sera  pas  nécessaire  de  donnar  à  •» 
des  valeurs  supérieures  à  1080^,  car  l'équation  déterminant 
alors  pour  p  la  même  valeur  que  quand  o>  était  <C  1080*,  la 
partie  de  courbe  déterminée  par  ces  valeurs  se  trouve  déjà  tra- 
cée. Gomme  d'ailleurs  les  valeurs  négatives  de  »  ne  sauraient 
fournir  de  nouveaux  points ,  la  courbe  sera  construite  en 
faisant  passer  »  par  les  valeurs  comprises  entre  0  et  540^ 
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Poor 


»=0 

on  a 

e=  *p  =FR, 

«=««• 

"=3-7-3=='^' 

»=180* 

(>=    1     =AF, 

tD  =  270* 

^-3Î?3-^s'' 

«=3600 

* 

P=    ♦/»   =FR, 

«  =  *5(r 

p=:cc, 

«=5*(y 

p  =  — te. 

Aiofij  la  courbe  cherchée  ooope  Taxe  polaire  à  la  distance 
OR  sr  4/7  ;  eHe  s'approche  de  plas  en  plos  da  pôle  à  mesure 
que  «>  augmente  ;  et  ponr  u  =  180^,  elle  ?ient  passer  par  le 
sommet  A.  On  obtient  ensuite  la  branche  symétrique  de 
RMA.  L'angle  »  continuant  sa  marche,  à  partir  de  360^,  p  va 
en  augmentant ,  ^  ce  rayon  devient  infini  pour  » = 450<>.  Les 
valeurs  supérieures  de  «>  donnent  la  branche  symétrique  de 
celle-ci. 

D'après  cette  discussion ,  il  semblerait  que  la  perpendicu- 
laire élevée  par  le  pôle  à  l'axe  polaire  est  une  asymptote  de  la 
courbe  ;  mais  il  n'en  est  rien,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

Soit  C  la  distance  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  à  la 
perpendiculaire  NN',  on  aura 

^  =  pC08t)a ^ r; 

2sin^(^30»+y 

et  ce2  qu'il  s'agit  de  trouver  c'est  la  véritable  valeur  de  K 

qui  se  réduit  à  --  pour  co  =  450''. 

Développant  le  dénominateur  et  remplaçant  oos  «>  par  sa 
valeur  en  fonction  da  tiers  de  l'arc ,  on  trouve  -. 
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ç 

4  cos'-^  — Scos^ 
3              3 

p 

C08»;  +  9sin*^C08;  +  3l/î 

*cos'ï-3 

IsinJ 

cos' 1 +-9  sin*  ^  3  4V  3  tang  1 

On  sait  qae 

sin*- 
•     3 

• 

1 

.+U.*-;'      ' 

l+tang-^ 

posant  tang 

^  =  X,  et  remplaçant,.  * 
3 

Ç 

1— 3x' 

1  — 3ar' 

P       1 

l  +  31/3*  +  9jr*  +  Sjr'v'S  ~ 

(l+orv^S)»- 

Soppiimant  le  facteur  commun  1+x  V^3,  aux  deux  termes 
de  cette  fraction , 

p  "~  (l+a:|/3r' 

Ainsi  c'était  le  facteur  1  +  j:  V^  3  qui ,  en  s'annulant  dans 

rhypothèse  de  «=450'',  masquait  la  vraie  yaleur  de  b 

fraction  qui  se  réduit  à  l'infini.  Donc  la  perpendicohire 

NN'  n'est  pas  une  asymptote  de  la  courbe ,  et  même  nom 

allons  Yoir  que  cette  courbe  n'a  aucune  asymptote.  Poorj 

parvenir,  cherchons  le  coefficient  angulaire  de  la  tiB- 

gente ,  qui  nous  servira  aussi  à  mener  des  tangentes  aui 

points  remarquable  de  la. courbe.  On  a,  comme  on  sait, 

h  h 

tang  M  =  p  Km  r .  et  la  sons^tangente  polaire  S  =  p"  lim  t 

11  s'agit  de  déterminer  la  limite  de  7. 

k 
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On  a 

e  = /■ — :r  et   p+*=- 


équation  qae  l'on  peut  transformer  ainsi  : 

^ ,  i^k P- 


pais,  après  avoir  renveiM  les  deux  membres  de  ces  équa- 
tions, je  les  retranche  et  je  trouve 

k        ^  [**"*  \ — 3 j— sm^— ^  j  J+co8«-cos(^À) 

««^/ll?L+2«  +  A\  /        h\   ,    h 

^3cos(^  6  )-^«»°(^+^)sm- 

d'après  les  formules  connues  de  trigonométrie;  puis  : 

k      _ 

P  ' 

d'Où 

6  k 


sm-      3cos 


6                    3 
= X  

l  P 

6 

passant  à  la  limite,  on  trouvera 


+3oosfa>-|^j— 4sin'-sin/ca+^j 


p"  [cosfao^+lj  +  sinw  1 


AMN.  de  MÂTBtM.  111'  25 

Digitized  by  LjOOQ  IC 


—  3T0  — 
par  coDséqaent 

ru.  ^F 


rcos^30*  +  ^  j  +  SMIwj 


et 

s ^ 

CM  (30«+-;:)+8În« 


^30^ +^1+811 


Pour  a?oir  le»  asyiDptotes  il  faut  trouver  ce  que  devient 
la  valeur  de  S  lorsque  p=0c.  Alors  «=450°,  partaul  S=oc; 
puis  donc  que  S  n'a  pas  de  limite,  la  courbe  oe  peut  avoir 
d'asymptote. 

La  considération  des  tangentes  va  nous  permettre  de  tracer 
la  courbe  plua  exactement  ; 

pour        w=0       ona    S  = —^ 

V% 

«=360  S==      -^  , 

V/3 

SI  donc ,  à  partir  du  point  F,  on  prend  les  deux  distances 
FN ,  FM'  triples  de  FS ,  en  joignant  le  point  R  aux  points 
N,  N',  on  aura  la  direction  des  tangentes  au  poiat  R.  La 
tangente  en  A  est  perpendiculaire  à  Taxe,  par  conséquent 
cette  tangente  se  confond  avec  celle  qui  est  menée  au  même 
point  à  la  parabole. 

Si  Ton  résout  l'équation 


1— oo»«  =  2sin'  /^3(r  +  -]  , 


on  verra  qu'elle  ne  donne  que  laseule  valeur  réelle  *>=at80*; 
ce  qui  prouve  que  la  courbe  ne  rencontre  la  parabole  qu'au 
point  A  seulement. 

Note.  Cette  beffe  discussion  peut  s'abréger  en  adoptant  la 
formule  donnée  par  M.  Rîspal  (lotne  f  I,  p.  512).         Tm. 
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CONSTRUCTJON  GÉOMÉTRIQUE  DU  RAPPORT  Jj. 

9AWL  M.  A.  MgmUMUK, 

Élève  intmniQ  du  ooUéffe  Stint-Louii.  (  GUsm  de  M.  Viocent  ) 


U  arrive  quofatnefois  quç  4laii8  cerlaÎDes  oooitrPcUoBS 
géoméiriqufifi,  on  est  cooduit  à  délersiioer  deux  lignes  dont 
le  rapport  soit  égal  à  une  ipoissance  quelconfoe  da  rapsport 
de  deax  antres  lignes ,  et  on  y  jiarvient  loiqoqrs  an  no; ep 
de  troisièmes,  et  de  quatrièmes  jiroportionoelles  «QecciBSiTaii> 
Je  me  propose  d'exposer  ici  une  méthode  plus  simple,  et 
qui  a  surtout  Tayantage  de  représenter  par  la  fignre  eUe- 
méme ,  la  suite  de  toutes  les  opérations. 

Soient  a  et  ^  les  deux  lignés  données,  p  la  puissance  en- 
tière et  positive,  è  laqnelle  on  suppose  élevé  le  rapport  de 

ces  deux  lignes.  II  s'agit  de  déterminer  deux  droites  m  et  n, 

^p 
telles  que  Von  ait  —  =  ri. 

1.  On  oûonaltla  eonstractionà  efilectaer,  lorsque  f  est 
une  paissanoe  exaeCn  de  di  *    - 

11  faut  coDStmire  ni  triangle rnetangle  ayant  aHk  fùiar 
cùUêp  amiprenant  l'angle  droit  ;  atmisser  du  sornsHi:  ne 
perpendienlaire  sur  rhypotémise,  pnis  raiuittre  Isur  celle 
perpendicnlaire  l'un  des  deux  segnents  de  l'hypelteuséj 
réfpéter  anr  le  trian^  rectangle  ayant  pour  odtés  ces  denic 
segments,  l'opération  que  l'on  vient  d'efiEôdner  sttr  le  |ni^ 
mier  et  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  qae  l'on  ait  abaissé  autant 
de  perpendiculaires  que  p  contient  de  fois  la  puissance  de  â. 
Alors  le  rapport  des  deux  derniers  segments  est  le  rapport 
cherché. 
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2.  Considérons  maintenant  le  cas  où  ^  est  mr  nombre 
impair. 

Je  vais  déterminer  le   rapport  —  =  — ,   au    moyen   de 

deux  lignes  m"  et  n'\  dont  je  supposerai  le  rapport  égal 

Je  prends  deux  droites  recUngulaires,  fig.  54,  et  sur  ces 
deux  droites  je  porte  à  partir  de  leur  point  d'intersectioo , 
deux  longueurs  OÂ  et  OB  respectivement  égales  à  a  et  à  b; 
puis  deux  autres  lignes  OM  et  ON  égales,  Tune  à  m'\  et 
Taulre  à  n".  Je  tsène-  ensuite  par  les  poinis  M  et  N ,  les 
droites  MM'  et  NN'  parallèles  à  AB. 

Les  deux  triangles  OMM'  et  ONN'  sont  semblables  et 
donnent 

OM  =:OM7,  ON  =:0N-; 


d'où 


OM'  ""OW  *  b'^  If'  '  b*  ■"*'" 


«t  TTEFT  ^  le  rapport  cherché  — . 
ON  ^  n 

On  ««rait  pu  donner  aux  droites  OM  et  ON  (OM  par  ex.}, 
des  positions  différentes  par  rapport  aux  axes ,  telles  que 
CM; ,  OM. ,  OM, ,  alors  la  droit»  MM, ,  aurait  {vis  l'aoe  des 
posiffons  M.M/,  M.M,',  M,M/,  la  Mconde  ^Cant  parallèle  à 
AB,  et  les  deux  autres  étast  perpendiculaires  à  cette  ligne. 
11  est  évident ,  qu'en  supposant  égales  entre  elles  les  lignes 
OM ,  OM, ,  0M„  OM,,  il  en  serait  de  taéme  des  lignes  OST, 
OM'.,  OM',,  OM',;  et  que  Fou  aura 

0M;^_0M\  _  OBT.  _  OM',  _  a^ 

ON'  ~  ON'  ^  ON'  ■"  ON'  "^  b^' 

m" 
Supposons  que  Ton  ait  /?  s  3,  alors  la  rapport  -^  n'est 
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autre  chose  que  le  rapport  - ,  et  les  deux  lignes  OM  et  ON 

peuvent  être  représentées  par  OA  et  OB.  On  voit  alors,  que 
si  nous  menons  les  droites  AA.  et  BB. ,  perpendiculairement 

a  AB ,  nous  aurons  -rr^  =  tt. 
UB,       0^ 

OA  m" 

De  même  ^r^  représentant  le  rapport  -77,  dans  le  cas  où 

Ton  suppose  /?  =  5 ,  on  aura  en  menant  les  lignes  A.A, ,  B.B, 

OA        a^ 
parallèlement  à  AB,  ggî  =  --^. 

Et  continuant  ainsi  à  tracer  les  lignes  A.A,,  A3A4...  B,B,, 
BjB^...,  successivement  perpendiculaires  et  parallèles  à  AB, 
on  obtiendra  les  différentes  valeurs  de  toutes  les  puissances 

impaires  du  rapport  -. 

OB,  ""  b^  '    OB.  -  h^  '    OB3  ""  \P'    OB,  ■"  h^'"' 

3.  Les  deux  modes  de  construction  que  je  viens  d'exposer 

àF 
nous  permettent  de  déterminer  le  rapport  7^  quelqhesoit/'. 

Car  j9  pouvant  contenir  le  facteur  2  à  une  certaine  puis- 
sance A:,  on  vax9^p^p  J^y  p*  étant  un  nombre  impair,  et 

par  suite  73  =  (  ni  j  -^  première  méthode  nous  fait  con- 

m!       a"* 
naître  le  rapport  — ;  =  — ^^ ,  et  la  seconde  le  rapport 

n  —  71'''  '^  b*'-'"  ■"  b^' 

a" 

4.  Au  lien  de  construire  jj, ,  en  passant  par  toutes  les 

puissances  impaires  moindres  que  p\  il  est  préférable  de 
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décomposer  p^  en  ses  facteurs  premiers  a,  p,  7,...  et  de 
constraire  successivement 

et  ainsi  de  suite  ;  « ,  6 ,  7. . .  sont  tous  des  nombres  premiers, 
mais  plusieurs  peuvent  être  égaux  entre  eux. 

Il  peut  arriver  que  les  facteurs  premiers  de/»'  soient  des 
nombres  assez  grands,  mais  qu'il  n'en  soit  pas  de  même  du 
nombre /?' diminué  d'un  nombre  pair  2.c.  Alors  il  faudra 

construire  le  rapport  -^—^  ,  on  déterminera   ensaiie  le 

"PPort  ^57=^(^1)'  P"^**  ^|^-2c-i)>  «t  ««»  ^  suite  juiH 

qua-. 

Mous  remarquerons  que  dans  le  second  med^  d'opératioBS 
les  lignes  qui  expriment  le  rapport  cherché ,  vont  Tunei  en 
augmentant,  et  l'autre  en  diminuant,  et  que  l'avantage  de 
la  précision  est  ainsi  uni  à  celui  de  pouvoir  effectuer  toutes 
les  opératioDs  sur  une  portion  de  surfaee  frtsne  peu  étendue. 


rr«— r=— e-^* 


CONSTRUCTION  DES  FORMULES ,  ,sin  (a  ±:  *) , 

cos(ait:&). 

PAR  ».  BKXnS'v 

Ancien  professeur  des  collèges  royaui. 


Les  formules  qui  donnent  les  sinus  et  cosinus  des  sommes 
ou  des  différences  de  deux  arcs  en  fonction  des  sinus  et 
cosinus  de  ces  arcs  ne  sont  prouvées  dans  la  plupart  des 
ouvrages  élémentaires  qu'au  moyen  de  constructions  et  de 
démonstrations  qui  sont  assez  compliquées. 
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Les  élère»  nous  sauront  peut-élrc  gré  de  leur  faire  con- 
naître celles  qui  suivent,  recueillies  dans  un  des  examens 
pour  rÉoole  polytechnique,  à  Paris,  et  qui,  par  leur  simpli- 
cité ,  me  paraissent  pouvoir  être  substituées  avec  avantage 
aux  solutions  connues. 

Soient  AB,  fig.  55,  le  diamètre  d'un  cercle ,  et  ACBD  un 
quadrilatère  inscrit.  Prenon^  le  rayon  de  ce  cercle  pour 
celui  des  lignes  trigonométriques ,  ou  pour  unité,  faisons 
l'arc  BC  =  ^a  et  BD  =  ^b. 

Alors  les  cordes  BC,  BD  seront  égales,  la  premièreà  2sina , 
la  seconde  à  2sin6,  et  tes  cordes  AG  et  AB  à  2cos^x  et  2cos6  ; 
par  suite  Fou  aura 

corde  CD  s:  2sto(â+^). 
Donc,  en  s'appuyant  sur  le  principe  connu  que  le  produit 
des  deux  (diagonales  du  quadrilatère  est  égal  à  la  somme  des 
produits  des  côtés  opposés ,  Ton  aura 

2  X  2sin(a+t)=  2sinaX  2cos6  +  2cosfl  x2sin6, 

et  par  suite 

sin  (a-^b)  =  sinacos6-f  cos  asin^. 

En  vertu  du  même  principe,  les  fig.  (56),  (57)  et  (58),  dan» 
la  dernière  desquelles  on  suppose  CI  =  BD,  donneront  sans 
peine  les  trois  autres  relations  connues  ; 
gni(a->e)=etc. 

Note,  Le  théorème  sur  le  quadrilatère  inscrit  et  la  for- 
mule des  cordes  se  trouvent  pour  la  première  fois  dans  l'Ai- 
megeste  de  Ptolémèe  (liv.  I,  cb.  IX).  Carnot  s'est  appuyé 
indirectement  sur  ce  théorème  pour  démontrer  les  formule» 
trigonométriques  {Géam,  dtpoMofn^  p.  155).  Ce  sont  ceHes 
qu'on  vient  de  lire;  nous  rappelkrons  une  autre  démons- 
tration consignée  dans  le  Géomètre  (p.  161). 

1*  On  a  les  deux  identités 

sin  (2'  —  A)  =r  sin  A,      cos  (2'—  A)  =  —  cos  A  j 
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2^  Soit  un  triangle  ABC  et  Aa,  B^,  Ce  les  trois  hauteurs; 
on  a  réquation  évidente  AC.Bb  =  Aa.ia  +  ka,aC ,  et  de  là 
Bb^  _  Aa.Ba       ha     aC 
AB""  AC.AB"^  AB    AC 
on  bien  sin  A  =  sin (B  +G)  =  sinC cosB +8inBooBC  ; 

S""  Sur  BG  comme  diamètre ,  décrivons  une  demi-circon- 
férence ;  elle  passe  par  les  points  6  et  c ,  et  coope  la  hauteur 
Aa  en  un  point  O  ;  on  a ,  parla  propriété  des  sécantes, 

Ab.AC  =  Âa  — ÂÔ'  =Âa—  Ba.aC  ; 
d'où 

A^  Aa    Aa      Ba    aC 

ÂB  ~ÂB    ÂC^ÂB    ÂC' 

ou  bien  cos  A  =  —  cos  (B + C)  =s  sin  B  sin  G  —  cos  B  cos  G  ; 

V  Soit  A'  Tangle  adjacent  et  supplémentaire  à  A ,  on  a 

sinBsssinAoosG+sinGcosA,  sinA  =  sinA',  cosAs— cosA', 

donc  sinB  s  sini(A'  —  G)  s  sin  A'  cos  G — sin  G  cos  Af  ; 

5"*  cosB  =  sinAsinG— ^cosAcosG,  donc 

cosB  =  cos  (\  —  G)  =  sin  A'sinG  +  cos  A'cos  G. 

(Voir  tome  II,  p.  309.)  Tm. 

QUESTIONS  PBOPOSÉES. 

87.  Si  on  multiplie  142857  (multiplicande),  par  32*6451 
(multiplicateur) ,  tous  les  chiffres  d'une  même  colonne  ver- 
ticale dans  les  produits  partiels  sont  égaux;  trouver  d'autres 
nombres  jouissant  de  la  même  propriété. 

88.  Trois  circonférences  étant  tracées  sur  un  même  plan, 
on  propose  de  trouver  sur  ces  circonférences,  en  ne  faisant 
usage  que  du  compas,  trois  points  qui  soient  les  sommets 
d'un  triangle  équilatéral. 

89.  Soit  F  (x)  une  fonction  entière  en  j:  ;  a^b  deux  nom- 

F' fa)  F  ^6) -—F fa) 

bresposi^i/ket  6>a;  si  |^>0  et  _L^_AJ<0,il 

y  aura  au  moins  deux  racines  de  F' (x)  comprisesentrea  et^. 
Ges  questions  sont  proposées  par  M.  E.  Prouhet,   pro- 
fesseur au  collège  d'Auch  (voir  t.  I ,  p.  438). 
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GRAND  CONCOURS  DE  1844  (F.  t.  II,  p.  374). 

017ISTIONS  PKOPCmFS. 

MathénuUiques  9péciale$. 

Étant  donnés  une  ellipse  et  un  pmnt  A  sor  la  circoofé- 
rence,  on  décrit  un  cercle  tangent  à  la  ooorbe  en  ce  point , 
et  l'on  mène  an  cercle  et  à  TeUipse ,  les  deux  tangentes  com- 
munes, autres  que  celles  qui  toucheraient  les  denx  courbes 
au  point  donné  A. 

On  demande  quel  est  le  lieu  géométrique  da  point  dlnter- 
section  de  ces  deux  tangentes ,  quand  on  fait  varier  le  rayon 
du  cercle. 

JT*      y* 
iVoto.  Si  on  représente  Tellipse par  l'équation  -t  +  t:=^9 

on  pourra  si  l'on  veut  exprimer  les  coordonnées  du  point  A 
en  fonction  d'nne  seole  constante  <p  de  cette  manière  • 

jc  ==  asintfy      y=6cos«f>. 

Maihéfnatigties  éUmerUaires, 

Pour  un  point  O  pris  sur  le  prolongement  d'un  diamètre 
B  A  d'nn  œrde ,  on  mène  une  sécante  quiconque  qui  ren- 
eontre  le  eerde  en  deux  points  m  et  m',  et  de  ces  points  on 
mène  au  centre  G ,  deux  rayons  mC  /  m'G. 

Prouver  que  le  produit  des  tang  -MCA  par  tang  -  M'CA 
est  constant,  quelle  que  soit  la  direction  de  la  sécante^ 

Nous  donnerons  incessamment  la  solution  couronnée  de 
la  belle  question  i;p^cia/e,  qui  renferme  une  propriété 
importante,  récemment  découverte,  des  coniques  bi-confo- 
cales.  Voilà  enfin  un  sujet  de  concours,  digne  de  l'Académie 
de  Paris.  Ttnb«    " 

AMN.  de  UATBfiV.  m  26 
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ÉLÉMENTS  DE  GÉOMÉTRIE, 

par  EooftNB  GâTALàii ,  répétitetir  à  TÉcole  polytechnique,  etc.  1843, 1-8,  ilt» 
Si»  |M«Mt  17  pianckee  {^ 


Quel  est  le  point  de  perfection  que  doit  w  proposer  Fan- 
teur  d'un  traité  élémentaire  de  géométrie  ?  Son  ouvrage  s'an- 
nonce comme  une  transition  entre  les  idées  premières ,  dont 
le  fonds  est  commun  à  tons  les  esprits,  et  les  profonde» 
conceptions  dont  l<es  génies  Jes  plus  élevés  ont  construit  peu 
à  peu  l'admirable  édifice  de  la  science.  Sa  tâche  est  de  com- 
bler l'intervalle  en  ménageant  toutes  les  liaisons ,  d'établir 
les  voies  les  plus  directes,  les  mieux  affermies  qu'il  est  pos- 
sible en  répandant  partout  la  clarté  d'une  évidence  com- 
plète. 11  accepte  un  cadre  donné  embrassant  essentiellement 
une  certaine  somme  de  connaissances,  une  collection  de 
tbéorèmes  d'une  importance  reconnue.  Le  mérite  est  d'en 
former  un  ensemble  logique  où  tout  s'harmonise ,  où  les 
choses  se  groupent  naturellement,  où  Tesprit  puisse  em- 
brasser SUIS  eSnrt  le  chemin  qu'il  a  parcouru.  L'élève 
dont  on  veut  développer  les  idées  qui  seront  la  base  de 
son  instruction  ultérieure ,  réclame  à  la  fcNS  un  fonds  solide 
et  la  méthode  la  plus  propre  à  étendre  ce  fonds  et  à  le  faire 
valoir. 

Si  tout  le  monde  est  à  cet  égard  d'accord  en  principe , 
l'application  ofllre  des  difficultés.  Le  grand  nombre  de  traités 
qui  ont  paru  jusqu'ici  témoigne  des  efforts  nombreux  qui 
ont  été  faits,  et  des  différences  qui  peuvent  exister  sur  la 
manière  d'envisager  la  question.  Quel  doit  être  d'abord  le 


(*)  Chei  Eftcbelier,   itnprimear-Iibraire.   Lef   planchet  sont   gravées   par 
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point  4e  départ  ?  où  doit  s'arrêter  Taxionie  poor  faire  place . 
au  théorème  ?  les  règles  de  la  rigueur  géomélriqac  ne  sont 
pas  aniformément  tranchées  pour  tous  les  esprits ,  et  Tantear 
•d'an  traité  élémentaire,  en  batte  aux  critiques  les  plas  oppo- 
sées, se  troBve  entre  des  écaeib  également  à  craindre ,  et 
que,  de  l'avis  général,  des  livres  justement  câèbrcs  n'ont  pas 
évités. 

L'ouvrage  que  nous  avons  en  vue  d'analyser ,  paraît  le 
résultat  de  réflexions  approfondies  à  ces  divers  égards.  On  j 
remarque  une  réfaction  nette ,  ane  grande  précision  dans 
les  termes,  et  un  enchaînement  naturel  entre  les  proposi- 
tions. Une  tradition  respectée  depuis  Euclide ,  a  consacré  en 
quelque  sorte  la  géométrie  élémentaire  à  la  méthode  synthé- 
tique ;  c'est  là  que  cette  méthode  se  présente  sous  son  jour  le 
plus  favorable  ;  une  légère  induction  suflbant  le  plus  souvent 
pour  conduire  d'une  vérité  à  la  découverte  d'une  autre,  et  le 
principal  intérêt  consistant  i  régulariser  les  résultats  de  la 
manière  la  plus  simple.  En  se  conformant  aux  habitudes  de 
S'cnseignement,  l'auteur  n'a  pas  refusé  le  concours  de  l'ana- 
lyse lorsque  son  emploi  s'offrait  naturellement  ;  on  ne  saurait 
en  effet  trop  tôt  s'initier  avec  cette  méthode  qui  acquiert 
une  si  grande  importance  dans  les  parties  élevées  de  la 
science,  où  son  rôle  a  été  si  brillant  depuis  deux  siècles. 
Un  grand  nombre  de  questions'choisies  servent  adssi  d'ali- 
ment à  cette  méthode  d'invention ,  en  même  temps  qu'elles 
forment^  comme  application ,  un  complément  nécessaire  des 
théories  développées  dans  l'ouvrage.  La  considération  des 
limites  remplace  partout  la  réduction  à  l'absurde,  aujour- 
d'hui généralement  repoussée. 

L'ouvrage  est  partagé  en  huit  livres  qui  correspondent 
exactement  et  dans  le  même  ordre  à  ceux  de  la  Géométrie  do 
Legendre.  En  sacrifiant  peut-être  ses  propres  idées  sur  le 
classement  général  des  matières,  il  est  évident  que  l'auteur 
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a  voala  s'adresser  plus  immédiatemenl  à  la  grande  miû<Nrilé 
des  élèves  déjà  ramiliarisés  ayec  le  plan  du  traité,  qui  depui» 
longtemps  sert  de  base  à  renseignement  classique.  Tout  en 
reproduisant  le  cadre  adopté  par  notre  célèbre  géomètre ,  il 
a  cherché  à  y  introduire  les  modifications ,  les  additions  nom- 
breuses dont  la  nécessité  jBst  reconnue. 

11  laisse  avec  raison  de  côté ,  les  dénominations  vagues  dea 
trois  dimensions  de  l'étendue  ;  partant  des  idées  acquises  re- 
lativement aux  corps  matériels,  il  suiBi  de  définir  les  sur- 
faces comme  limites  des  corps  ^  tes  lignes  comme  limites  ou 
intersections  des  surfaces ,  \espairUs  comme  limites  ou  inter- 
sections des  lignes.  Les  corps,  les  surfaces»  les  lignes  se 
nomment  figures  -,  là  géométrie  est  la  science  des  figures. 

Après  avoir  posé  ces  définitions  qui  nous  paraissent  très- 
convenables,  Tauteur  admet  la  notion  de  la  ligne  droite 
comme  une  idée  première  acquise  par  l'expérience ,  et  qui  se 
refuse  à  être  définie.  C'est  en  effet  le  terme  le  plus  simple 
que  notre  esprit  aperçoive  dans  le  cercle  des  idées  relatives 
aux  grandeurs ,  et  à  ce  titre  il  sert  lui-même  d'élément  à  la 
plupart  de  ces  idées.  Les  notions  primitives  sur  la  ligne 
droite  sont  traduites  en  demandes  qu'il  est  essentiel  d'ad- 
mettre y  et  sur  lesquelles  en  effet  il  ne  peut  s'élever  aucun 
doute. 

La  définition  du  plan  teUe «qu'on  la  trouve  ici ,  et  dans  tous 
les  traités  élémentaires ,  reproduit  assez  bien  l'idée  que  nous 
avons  de  cette  surface  la  plus  simple  de  toutes.  Cependant, 
comme  il  importe  de  restreindre  autant  que  possible  le 
nombre  nécessaire  des  notions  primitives,  il  conviendrait 
sans  doute  en  posant  cette  définiliou  de  }a  présenter  d'abord 
conune  anticipée,  et  d'établir  plus  tard  qu'elle  appartient 
réellement  à  une  surface  engendrée  suivant  une  certaine 
loi.  Cette  remarque  a  déjà  été  faite  depuis  longtemps  par 
M.  Duhamel   [Problèmes  et  dénehppemmis  sur   diverses 
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parties  des  mcUhémcUiques ,  par  MM.  Reynaud  et  Duhamel). 

11  paraît  très  difficile  de  trouver  une  définiliou  conveuablo 
de  V angle.  Ce  mol  ou  ceux  d'écartement,  d'iDclioaison , 
réveillent  une  idée  simple  et  précise  résultant  immédialQ- 
ment  de  Finspection  de  deux  droites  qui  se  coupent  ^  ils  fixent 
pour  notre  esprit  la  position  actuelle  dé  ces  deux  lignes,  Tune 
par  rapport  à  l'autre.  Les  mots  espace  infini  camprii  enire 
deux  droites  ne  peuvent  rendre  cette  idée  qui  est  indépen- 
dante de  la  considération  insaisissable  de  l'infini.  Si  Tauteur 
adopte  cette  définition  à  l'exemple  de  beaucoup  d'autres  ou- 
vrages, il  avertit  que  c'est  faute  d'une  meilleure;  mais, 
ainsi  que  ledit  Lacroix  dans  l'Essai  sur  renseignement,  est-il 
indispensable  de  déGnir  Tangle  ?  ne  suffit-il  pas  de  le  mon- 
trer? 

Le  premier  livre,  comparé  àceluideLegendre,  oBre  d'abord 
comme  addition,  divers  théorèmes  sur  les  longueurs  relatives 
des  lignes  droites  et  brisées,  sur  les  bissectricesdes  angles,  etc. , 
propositions  d'une  importance  feconnne.  Mais  la  princi- 
pale différence  ne  pouvait  manquer  d'avoir  rapport  à  la 
théorie  des  parallèles  qu'il  fallait  refaire  entièrement.  Cette 
théorie,  conmie  l'on  sait ,  est  le  désespoir  de  la  géométrie  élé- 
mentaire ;  de  quelque  manière  qu'on  l'ait  retournée ,  il  reste 
toujours  une  lacune  entre  les  propositions  qui  s'y  rattachent, 
et  celles  qu'une  logique  sévère  a  fondées  sur  les  premiers 
axiomes.  L'auteur  a  cru  devoir  franchir  l'intervalle ,  en  fai- 
sant intervenir  littéralement  sa  définition  de  l'angle ,  c'est^à^ 
dire  qu'il  a  employé  la  considération  d'espaces  infinis  de 
différentes  grandeurs.  Toutes  les  démonstrations  proposées 
jusqu'ici  roulent  en  général' sur  ce  môme  fonds;  elles 
commencent  y  je  crois,  à  être  peu  goûtées  aujourd'hui,  et 
l'infini  est  regardé  comme  d'autant  moins  abordable  à  la 
géométrie  élémentaire ,  que  Tesprit  de  précision  de  noire 
époque  le  bannit  même  des  hautes  parties  de  la  science ,  où 
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son  interyention  fut  signalée  par  de  si  belles  découvertes.  Le 
mieux  n'est-il  pas  d'accepter  sans  détour  rimperfection  de  la 
théorie  des  parallèles,  et  de  la  baser  sur  quelque  demande  aussi 
facile  i  accorder,  que  celles  qui  sont  relatives  aux  notions  de 
la  ligne  droite,  et  qui  soit  elle-même  comme  une  suite  néces- 
saire de  ces  notions.  Au  reste  rien  n'empêcherait,  dans  l'ou- 
vrage que  nous  analysons,  d'ériger  en  postulatumla  première 
proposition  de  cette  théorie ,  ce  qui  reviendrait  à  passer  par- 
dessus une  démonstration  de  quelques  lignes ,  sans  autres 
modifications. 

Tous  les  théorèmes  relatifs  aux  triangles,  aux  parallélo- 
grammes ,  aux  trapèzes ,  aux  polygones  quelconques  dont 
les  énoncés  appartiennent  an  premier  livre ,  ont  été  réunis 
s^uds  interruption  à  la  fin  de  celui-ci.  L'ensemble  ne  peut  qu'y 
gagner. 

Si  nous  comparons  encore  le  second  livre  à  celui  de  Le-- 
gendre ,  les  principales  différences  portent  d'abord  sur  les 
contacts  et  les  intersections  des  cercles,  qui  en  effet  avaient 
besoin  d'être  présentés  d'une  manière  plus  satisfaisante.  La 
mesure  des  angles  est  complétée;  te  cas  des  angles  incom- 
mensurables, est  traité  par  la  méthode  des  limites,  qui  se  pré- 
sentent ici  pour  la  première  fois,  et  sert  à  définir  nettement 
ce  qu'on  doit  entendre  pai*  le  rapport  de  quantités  incom- 
mensurables. Ce  livre  est  terminé  par  les  théorèmes  sur  les 
polygones  inscriptibles  et  circonscriptibles. 

Viennent  ensuite  les  problèitoes  qui  se  rapportent  aux 
deux  premiers  livres ,  et  qui  offrent  un  ensemble  très-com- 
plet. 

Le  troisième  livre  commence  par  la  théorie  des  lignes 
proportionnelles  présentée  ainsi  indépendamment  des  théo- 
rèmes sur  la  mesure  des  surfaces  :  cette  séparation  se  com- 
mandait d'elle-même.  De  là  découlent  toutes  les  propositions 
sur  la  similitude  des  polygones ,  sur  la  proportionnalité  dos 
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ligMi  iKunologiMs^tU  théorème  sur  les  bissectrices  d'oir 
ugle  d'an  triaof  le  et  de  Taiigle  sop^éoentaire ,  donne 
Uen  à  la  diTiskm  harmonique  dont  il  serait  sans  donte  à  dé- 
sirer ipie  les  propriétés  les  plus  simples  fossept  du  domaine 
de  Tenseignemeat  élémentaire.  Le  théorème  sur  le  oonconrs 
des  médianes  eondnil  à  la  considération  si  importante  dn 
centre  des  moyennes  distances  de  trois  points. 

La  mesure  des  aires;  des  polygones  et  les  théorèmes  qni 
a'y  rattachent  forment  la  dernière  moitié  du  trolsiéipeliTre. 
Outre  les  propositions  données  dans  Legei^dre ,  on  y  trouve 
le  théorème  sur  la  somme  des  carrés  des  oOtés  d'un  ^uadri-' 
latère,  Texinression  en  fonctions  des  ofttés  de  Taire  du  trian- 
gle et  du  quadrilatère  inscrit. 

Parmi  les  problèmes  placés  à  la  fin  de  ce  Uttc  ,  citons  le 
partage  d'un  trapèie  par  des  parallèles  4  la  b^kse  en  parties 
proportionnelles  à  des  nombres  donnés;  la  construction  d'un 
quaflrilatère  inscriptible  décotes  donnés  ;  quelques  problème» 
sur  la  coostroction  d'un  cercle  tangent  à  des  droites  ou  à  des 
cercles  donnés. 

Dans  le  quatrième  livre,  retatir  aux  polygones  réguliers 
et  à  la  mesure  du  cercle ,  on  remarque  les  expressions  du 
côté  et  de  Faire  en  fonction  du  rayon  pour  chacun  des  poly- 
gones inscrits  dont  la  construction  peut  s'exécuter  géométri- 
quement, et  un  ensemble  assez  complet  de  toutes  les  autres 
formules  auxquelles  peuvent  donner  {îeu  les  polygones  .ré- 
guliers. 

La  transition  des  polygones'  aux  figures  terminées  par  des 
courbes  donne  lieu  à  une  observation  importante.  D*acoord 
avec  l'esprit  actuel  de  l'enseignement ,  avec  la  marche  natu- 
relle des  idées,  l'auteur  effectue  cette  transition  simplement 
en  considérant  ces  dernières  figures  comme  les  limites  vers 
lesquelles  tendent  les  polygones  à  mesure  que  le  nombre  de 
leurs  cétés  augmente;  mais  pent-^étre  trouvera-t-on  qu'il  a 
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é(é  trop  loin  en  introdaisant  Tldée  de  limite  dans  les  dèfinf- 
ttons  naérties.  Ainsi ,'  en  se  conformant  aux  âéflnitions  pré- 
sentfies  jusqu'ici  dans  tous  les  ouvrages  élémentaires.  Taire 
d'miè  figure  carViligne  ne  peut-elle  pas  être  conçue  comme 
une  portion  limitée  de  plan  sans  que  cette  idée  exige  néces- 
saif^ttieiit  celle  de  polygones-  dont  les  côtés'  deviennent'  de 
plus  en  plus  iiombrenxV  Cette  observation  se  présente  de 
'tuéHVé^idaM  te  siîiéme  Kvreà  l'égard  des  corps  ternrinés  par 
dès  smrfiices  éôttrbes;'Dans  tous  les  cas  Fesprit  isole  de  Pidèe 
de  forme ,  celle  d'espace  qui  en  est  essentiellement  distincte. 
Toutefois*,  relativement  aux  longueurs  des  lignes,  aux  aires 
des  surfaces ,  on  ne  peut  s'empécber  de  reconnaître  quelldée 
de  limites  se  présente  plus  nécessairement  pour  la  transition 
dès  ligues  droites  aui  lignes  courbés,  des  surfaces  planes 
aux  surfaces  courbes;  aussi  Texpression  de  longueur  ne 
^emble-^t-elle  pas  offrir  le  même  sens  pour  des  lignes  non 
superposabtes ,  de  même  que  celle  de  superficie  pour  les 
surfoces  qui  ne  peuvent  s'appliquer  exactement  les  unes  sur 
les  autres. 

Le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  est  obtenue 
par  la  méthode  la  plus  simple,  savoir,  la  méthode  desisopé- 
rimétrcs  ;  mais  des  formules  données  précédemment  sur  les 
polygones  réguliers ,  on  déduit  de  même  immédiatement  les 
autres  méthodes  élémentaires. 

D  ns  un  appendice  au  quatrième  livre,  on  trouve  une 
démonstration  très-simple  de  ce  théorème,  que  le  cercle  est 
plus  grand  que  toute  autre  figure  plane  de  même  péri- 
mèlre  {*)  ;  il  contient  aussi  plusieurs  questions  d'exercices 
sur  les  polygones  réguliers. 


(*)  Cette  démonstration  est  extraite  d'un  beau  mémoire  de  M.  Stetner,  inséré 
dans  le  Journal  de  Uatfaématiques  de  M.  LiouvMle,  iS4i.  Oo  peut  en  voir  d'avtret 
d'une  grande  simplicité  qui  s'étendent  également  aux  surfaces  sphérique s,  dans 
le  tome  2t  des  NouTelle»  annales  de  Mathématiques,  page  4t». 
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Le  cioqttiëaie  livre  sur  les  plans  el  les  anf I«b  polyèdres , 
MUS  parait  paviaManent  remplir  la  €à4re  qaîik  emiHrassc.  Il 
forme  une  introéadlion  auwi  eomplèlc  qu'on  peut  le  désirer 
poar  la  Géemécrie  deicripiiTe.  On  y  troovc  les  théorèmes 
sur  le  qaadriiirtdre  gauche,  sur  la  fkm  oourle  dislanee  de 
deux  4rQîleB^  sur  les  anglesitrièdres  supplémentairaa  et  aur 
loua  les  cas  de  régalîté  des  angles  trfèdres. 

Daoa'leaixième  Ihrre»  relatif  aux  polyèdres ,  on  reoMr^ie 
le  théorème  d'Bider  sur  le  nombre  des  cûlés  des  faoes  et  des 
sonuneU  d'uu  polyèdre  quiconque,  ceux  qui  sont  relatifs  au 
nombre  des  faces,  d'un  nombre  impair  de  côtés  ^  etc. ,  à  la 
sooime  des  angles  plans.  L'égUlilé  de  vcdume  des  tétraèdres,  de 
même  hautemret  de  bases  équivalentes  est  démontrée  en  consl^ 
dérani  ce»  tétraèdres  comme  les  limites  des  prismes  intérieurs 
fonnéea  sur  .des  sections  parallèles  aux  bases.  On  pourrait 
regretter  de  ne  pas  trouver  aussi  la  belle  démonstration  de 
ce  théorème ,  telle  qu'elle  est  dans  Legendre ,  indépendant 
ment  de  la  considération  des  limites.  L'égalité  des  polyèdres 
de  faces  égales ,  démontrée  par  M.  Cauchy,  forme  un  des 
plus  beaux  théorèmeade  la  géométrie  ^  son  absence  laisse 
dans  cet  ouvrage,  comme  dans  tous  ceux  qu'on  a  publiés 
jusqu'ici ,  une  lacune  qu'il  serait  à  désirer  de  voir  combler. 

Plusieurs  problèmes  importants  sont  traités  à  la  fin  de 
ce  livre,  particulièrement  la  recherche  de  la  hauteur  d'un 
tétraèdre  de  cùtés  donnés,  le  partage  d'un  tronc  de  pyra- 
mide en  parties  proportionnelles  à  des  nombres  donnés  par 
des  plans  parallèles  aux  bases,  l'expression  du  volume  du 
rhomboèdre ,  du  dodécaèdre  rhomboïdal  en  fonction  du 
côté. 

Dans  le  septième  livre,  nous  remarquerons  les  théorèmes 
sur  la  sphère  inscrite  ou  circonscrite  à  un  tétraèdre ,  à  un 
polyèdre  régulier  ;  la  construction  des  cinq  polyèdres  ré- 
guliers. 
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Ua  appendiœ  à  ce  livre  traile  des  Apures  ejiMétriqiief, 
^r  rapporta  an  point»  à  une  droiteou  k  on phn.  Il  ooftUeat 
aussi  diverses  qoestioos  sur  la  sphère  et  les  polyèdres  régu- 
liers {  nous  iadiqueroQS  les  saiyantes  t  Trouver  le  rayon- 
d'une  sphère  solide,  constructioud'un  quadrilatère  spbérique 
inscriptible  de  côtés  donnés,  lien  des  sommets  des  triangle» 
spbériques  de  même  base  et  de  même  snrfaee,  expressions 
des  rayons  de  la  sphère  inscrite  et  de  la  sphère  droonscrite 
à  chacun  des  cinq  p(Ayèdres  réguliers ,  expressions  des  airea 
et  des  volumes  de  chacun  de  ces  p<dyèdres  en  fimction  du 
rayon  de  la  sphère  circonscrite. 

Relativement  au  huitième  livte  nous  parlerons  seulement 
de  l'appendice  qui  le  termiue.  Entre  plusieurs  problèmes- 
d'exercice  sur  les  corps  ronds,  on  y  trouve  cette  proposition 
importante»  que  parmi  tous  les  eorfè  de  même  surface,  lat  ' 
sphère  est  celui  du  pins  grand  volume.  La  démonstration  de 
cette  proposition  paraît  pour  la  première  fois  dans  un  traité 
de  géométrie. 

Ou  ne  peut  qu'applaudir  aux  eflorts  du  jeune  auteur 
pour  compléter  les  éléments  d'une  science  qu*il  expose  avec 
tant  de  clarté  et  de  rigueur  -,  il  aurait  été  à  désirer  que  l'on 
eût  joint  le  théorème  de  Caueby  sur  les  polyèdres,  qui 
rempKt  enfin  une  si  ancienne  lacune. 

La  table  des  matières  placée  en  tête  du  volume,  renferme 
les  énoncés  de  tous  les  théorèmes,  de  tous  les  problèmes  ; 
ce  qui  facilite  non-seulement  les  recherches  mais  encore 
les  moyens  d'étude  ;  les  élèves  peuvent  repasser  à  vue,  et 
ce  tableau  synoptique  fait  voir  le  développement  de  l'arbre 
delà  science,  depuis  le  germe  initial  jusqu'aux  rameaux, 
les  plus  élevés  de  la  tige. 

En  résumé ,  malgré  qudques  moyens  de  démonstration 
que  nous  nous  sommes  permis  de  critiquer ,  sauf  quelques 
définitions   entachées  de  puritanisme,  nous   croyons  que 
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rcavrage  «lén^nUire  de  M.  Galalao,  déjà aTaiitageiiâeiiienl 
coDim  par  des  fraicaux  plm  relevés ,  oeenpeca  nae  place  bo- 
o<mUe  daqs  la  liiléraUire  g^oméiriqqe. 

TfllBiDLT. 

Ucmwié  ê$  if?îaMef ,  profewMr  de  maihémaHqtêei. 


NOTE 

iur  les  conditions  de  réalité  des  racines  de  V équation  générale 
du  quatrième  degré. 

L    M.   BXSBOTSS, 

professeur  k  UAood. 


Quand  on  cherche  les  conditions  de  réalité  des  racines  de 
l'éqfialion  générale  du  4«  degré,  en  se  servant  de  Téquation 
aux  cafrésdes  différences,  ou  du  théorème  de  M.  Sturm,  on 
est  conduit  à  des  calculs  assez  longs.  Mais  nous  allons  faire 
voir  dans  cette  note  qu'on  peut ,  sans  recouril*  à  ces  deux 
méthodes ,  déterminer  les  conditions  de  réalité  d'une  manière 
très-simple.  L'éqdbtion  générale  du  4*  degré  peut  toujours 
élre  mise  sous  la  forme 

et  si  1  on  désigne  par  x^-^px  -{-qxm  facteur  quelconque  du 
second  degré  du  premier  membre ,  on  trouve  très-facilement 
pour  Tèquation  qui  détermine  p , 

;,«  +  2Qp*+(Q'-4S)/;--R'  =  0. 
En  posant  z  ^p*j  on  a . 

a5  +  2Qz'-h  (Q*  ~4S) «  —  R'  =  0 , 

et  les  racines  de  l'équatioti  en  z  sont  les  carrés  des  sommes 
des  racines  de  Téquation  pressée  prises  deux  à  deux. 
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Il  csl  éTideat ,  d'abord  »  qii«  si  les  racines  de  réqoatioo 
liroposée  aoatréeHes,  Téquation  en  s  a  toutes  ses  radnes 
réelles  el  positives ,  et  par  cXMiséqaent  qu'elle  est  complète  et 
n'a  que  des  variations.  Noas  allons  faire  Toir  maintenant  qoe 
réciproqaementy  si  les  conditions  de  réaHIé  des  racines  de 
Téquation  en  z  sont  remplies,  ^tque  cette  équation  ne  pré- 
sente que  des  variations ,  l'équation  proposée  aura  tontes  ses 
racines  réelles.  En  effet ,  lorsque  les  conditions  précédenies 
sont  remplies ,  toutes  les  racines  de  l'équation  en  z  sont  po- 
sitives ,  et  nous  allons  voir  que  cela  ne  peut  arriver  qu'au- 
tant que  toutes  les  racines  de  l'équation  du  4«  degré  sont 
réelles. 

Si  les  racines  de  l'équation  du  4*  degré  ne  sont  pas  toutes 
réelles ,  il  pourra  se  présenter  deux  cas  :  on  bien  les  quatre 
racines  seront  imaginaires ,  ou  bien  il  y  en  aura  deux  réelle:» 
el  deux  imaginaires. 

Si  les  quatre  racines  sont  imaginaires ,  on  voit ,  en.  se  rap- 
pelant que  leur  somme  est  égale  à  zéro,  qu'elles  seront 

adzb  K— 1 ,  —  a±b'  K—  1 ,  el  que  par  suite  les  racines 
de  réqualion  en  z  seront  4a%  —  (^  +  b')\  —  (^  —  *')•.  Il  y 
aura  donc  des  racines  négalives  dans  Téquation  en  z ,  les 
quantités  b'\-b\  b  —  b'  ne  pouvant  être  nulles  en  même 
temps ,  puisqu'on  en  concluerait  bs^O^  b'=0^  ce  qui  est 
contre  riiypothése(*).  ,  , 

Si  deux  racines  sont  imaginaires  et  1^  denx  autre  réelles; 
cil  ajoutant  une  racine  réelle  à  une  racine  imaginaire ,  on 
aura  toujours  une  quantité  imaginaire»  el  en  l'élevant  au 
carré,  on  aura  une  quantité  imaginaire  ou  une  quantité  né- 
gative. Ce  dernier  cas  arrivant  seulement  lorsque  la  racine 


(*)  On  peut  même  dire  qu'aacuoe  racine  n'est  nulfe  dans  réqoatlon  en  s.  fi 
on  suppose  R  différent  àt  Uvo.  Or  o'est  ce  qu'on  pt ul  toiyour*  supposer  ici ,  le 
cas  de  R»o  pouvant  être  traité  direetement. 
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réelle  est  égale  et  de  signe  coatraire  à  la  parlie  réelle  de  la 
racine  imaginaire  O  - 

On  peut  donc  conclnre  de  ce  qai  précède ,  qi&e  c'est  seule- 
ment dans  le  cas  où  l'équation  du  V  degré  a  toutes  ses  ra- 
cines réelles,  que  l'équation  en  z  a  toutes  ses  racines  réelles 
ei  positivée. 

Remarquons  que  nous  n'avons  pas  dû  ici ,  comme  on  le 
fait  pour  l'équation  aux  carrés  des  différences,  nous  borner  à 
la  seule  condition  que  l'équation  en  z  n'eût  que  des  varia- 
tions. De  ce  que  l'équation  en  z  est  complète  et  n'a  que 
des  variations,  on  en  conclut  bien,  il  est  vrai,  que  cette 
équation  n*a  pas  de  racine  négative  ;  mais  il  ne  résulte  pas 
de  là ,  comme  dans  le  cas  de  Téqualion  aux  carrés  des  diffé- 
rences ,  qu'il  n'y  a  pas  de  racines  imaginaires  dans  l'équation 
proposée.  Ainsi ,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  tout  à  l'heure, 
il  est  évident  que  dans  le  Cas  où  il  y  a  dans  la  proposée  deux 
racines  réelles  et  deux  imaginaires ,  il  arrivera  généralement 
que  réquation  en  z  aura  une  racine  positive  et  deux  racines 
imaginaires. 

La  condition  que  l'équation  en  z  n'ait  que  des  variations 
donne  immédiatement 

Q<0,    Q'— 4S>0. 

On  exprimera  ensuite  que  Téquation  on  z  a  ses  racines  réelles, 

en  la  transformant  en  z'^-|-Az'-j-B  =  0  et  appliquant  à 

cette  équation  la  condition  connue  4A'-|-  27B*  <  0. 

B  et  A  sont,  comme  on  sait ,  les  résultats  de  la  substitu- 

2 
tion  de  -^  -  Q  dans  le  premier  membre  de  Féquation  en  z 

ô 

et  dans  sa  dérivée.  £n  Taisant  ces  substitutions ,  on  trouve 


O  La  somme  des  raoioes  étant  égaleà  léro,  il  faut  pour  qa'ane  racine  réelle 
paisse  satisfaire  i  la  condition  précédente,  qu'il  y  ait  deux  racines  réelles 
égales  dans  l'équation  du  4*  degré. 
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*(*3Q'  +  *s)-27(^Q'+?QS-R-)>0; 
etendéyeloppant, 

Cette  inégalité  et  les  deux  précédentes  sont  aussi  celles  <iiie 
Lagrange  a  déduites  du  calcol  de  Féquation  aux  carrés  des 
diflërences.  (Rés.  des  éq.  num.,  p.  48, 1808.) 

Note.  Nous  croyons  ntile  de  consigner  ici  les  fonctions 
siurmiennei  (*)  pour  Téquatlon  complète  du  quatrième  degré, 
telles  qu'elles  ont  été  calculées  par  M.  Midy  (Du  théorèoie 
deM.  Starm,p.  27,1836). 

Faisons 

3;i'— 8y=A  î  /If — 6r=B  ;  ;>r—l  65=65  9/?^— S2/»f -l-48r=D, 

on  aura 

X.=Aj:*+2Bj:+C  ;  X3=[4AC+2BD— âjA']j:+CD— Vr, 
ou         X,=Mar+N;  X,=N{2MB— 3AN]— CM*. 
Lorsque  /?  :±s  0 ,  on  a 

A=— 8^;     B  =  — 6r;     G=r— 165;     D=48r; 
M=64[8j5— Qr*— 2^»];  N  =  —  64r(485  +  y')  ; 
X,  =  2'.3r'(8y5  — 9/^—2^3)  (48,+  y.^  +  3  29.^^(485+yT+ 
4-2^.5(8^5  — ^r-— 8^)-. 

D'après  la  théorie  connue,  A  doit  être  positif,  M  négatif,  et 
X4  positif.  Ainsi  q<iO. 
Faisons  —  q  =  q\  alors  on  aura 

2?'5<8î'5  +  9/^;  ou  y-<45  +  ?^  et  X,>0. 

Ces  inégalités  de  condition  ne  sont  pas  les  mêmes  que  celles 
que  donne  l'équation  aux  carrés  des  différences.  Cette  di- 
versité n'est-elle  qu'apparente  ?  Tm. 

(*)  Noos  bAMidons  eetle  eipretsion  ;  on  dit  bion ,  les  nombres  Bernoalliens. 
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SOLUTION  DU  PROBLÈME  40  (T.  I,  p,  395). 

»AB   M.   QMOmOMM  &ITT. 


L'énoncé  de  ce  problème  qni  n'est  applicable  qu'aux 
courbes  du  deuxième  ordre  douées  d'un  eenlre  peut  être 
modifié  et  généralisé  de  la  manière  suivante. 

Soit  ABC  un  triangle  inscrit  dans  une  conique,  soit  menée 
une  droite  quelconque  parallèlement  à  la  tangente  qui  passe 
par  A;  ce  point,  le  milieu  de  la  portion  de  la  parallèle 
interceptée  entre  les  côtés  AB  et  AC ,  et  le  pôle  P  du  côté 
BG  sont  sur  une  même  droite. 

La  démonstration  de  ce  théorème  s'obtient  facilement  par 
l'analyse. 

Si  Ton  prend  pour  axes  coordonnés  les  côtés  AB ,  AG , 
l'équation  de  la  courbe  sera 

Ay'  +  Bxjr-^Cx'  +  Dy+Ex  =  0. 

On  déterminera  facilement  les  longueurs     ^ 

E  D 

AB=-i.       AC=:--, 

et  Ton  aura  l'équation  du  troisième  côté,  BC , 

èr+|x+i  =  o.  (i) 

Pour  obtenir  les  coordonnées  du  pôle  P  de  cette  droite,  on 
prendra  l'équation  générale  de  la  polaire 

(2A«-hB«+D)^4-(2Ca+B6+E)ar+D6+Ea±=0.     (2) 
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Et  égalant  les  coeiBcieiits  des  variables,  on  aura  les  relations 
2A6  +  B«+D      D 


D6+Ea      -A' 

2C«+Be  +  E       C. 

De+£>     ~E' 

d'où  l'on  Ure 

D       ^          B        .      «      E 

a=-_,       «=--       et        -=5. 

(3) 

D'ailleon  l'équation  de  b  tangente  à  l'origine  A , 

est 

I](r+^  =  0,       ou       7  =  — d' 

(♦) 

d'où  il  sait  que  les  côtés  AB  el  AG ,  la  droite  AP  et  la  tan- 
gente en' A,  forment  un  faisceau  barmoniqne. 

Si  donc  on  mène  entre  les  côtés  AB  et  AG,  une  transw- 
sale  quelconque  parallèle  à  la  tangente  au  point  A ,  œlte 
transversale  sera  divisée  en  deux  parties  égales  par  la  droite 
AP,  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Si  Ton  cherche  les  coordonnées  du  pôle  P  du  côté  AB , 
on  trouvera 


e'sr 


2AE  —  BD  ' 
DE 


"âAE  — BD* 

Pareillement  les  coordonnées  du  pôle  P"  du  côté  AC  sont 

DE 


6"=- 


2GD  — BE' 
F 


2CD-.-BE' 
d*où  Ton  conclut  les  équations  des  droites  BF,  GP", 

^^ ^  +  CD'+  2AF-BDE  (^+  c)  ="  ^' 

D       AE"  +  2CD"— BDE  ^ 

Digitized  by  LjOOQ  IC 


—  393  — 
Et  les  coordonnées  de  leur  point  d'intersection 

D'E     . 


Y  =  — 


2AE*-t-2CD*— BDE' 
DE* 


2AF+2CD*— BDE' 
d'où  l'on  tire 

Y  _E 
X~D' 
Donc  les  droites  AP,  BP,  GP",  se  coapent  en  an  seul  et 
mémo  point  ;  ce  qui  vérifie  ane  propriété  connue. 

Si  l'on  cherche  la  polaire  du  point  de  conooars  de  ces 
droites,  on  trouve 

Y  I  X         _ 


VCD  — be7      \ae— bd/ 


Note.  La  même  proposition  peut  se  démontrer  par  la 
synthèse.  Soit  I  l'intersection  de  BG  avec  la  tangente  en  Â, 
et  O  rintersection  de  AP  et  de  BG;  I  est  le  p61e  de  AP  ; 
donc  les  quatre  points  I,  G ,  0 ,  B,  sont  placés  barmooi- 
quement  sur  la  sécante  IGB  ;  les  quatre  droites  AB,  AO, 
AG,  AI ,  forment  donc  un  faisceau  harmonique ,  etc.. 

Tm. 


VOLUMES  ENGENDRES. 

(Mêmes  flgares  qae  pour  le»  sorfaces).  —  Fin  (voir  p.  361). 


«neien  professear  de  i^tthématiqaes  spéciales  A  l'École  de  Sorréze , 
«ègent  de  mathématiques  spéciales  au  collège  de  Pamiers. 


1°  Triangle* 
Voit  =  volGBEF — 2  vol  ABF  =:=  icBF.CB—  |iSf.AF  = 

=^iiBf7c»-?af')=|cb.bf*j 

AMM.  m  MATrtM.  III.  ^ 
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or  AB  =  R|/3,  BF=?R; 

ss 

donc  volT  =  |itR3V/3. 

2*  Carré. 
yolG  =  2TOlGAB=8(v<dCAEB—  v(dABE)= 

=  f  itAE(CÂ*+M'+ CA.BE— Irë') =?«AE.CA<CA+BE) = 


=  |«AE.?CA-=1«Ca'; 

<n- 

CA=2R; 

donc 

volC  =  4iiR*. 

S""  Pentagone. 

yolP»  ârol  ABGD  a2y(dDGA6+2(vol  GBHG— vol  ABH)  = 
=  2volT+volT). 

VolT  =  7cAG,CG*j  voir = voir— vQlr'; 

or  ToUaslirGHCGG+BH +GG.BH),  et  ▼ol<'=|ieAH.râ'- 
3  3 

Celapo8é,ACs=D=5k'ï(Hl\7f;  AB=h^10—s\/5i 
Afi=^-?KlO-a\/5,  CC=5:(5+\/5)5  AH=Ç« 

2         4  4  2 

donc    v<dT=*5^v'iO  — 2^/5.^(30  +  101/5)  = 
♦  lo 
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Vol^=i*|/6-.S*/5{^(80+10l/5)+^(30-10V/&)  + 
Vol*--  i«5^10  +  2V/5  .  1^(30-101/5)  = 

«tpartaot, 

volP=2(volT+Torr)=jnR»|/5+2k54|*R»y^5-2V/5  = 
= j*R»(^^5+2V/5+y/5-2V/5)=?»R3  y^lO+2\/5. 

4*  Hexagon». 

Vo1H=:2to1ABCI)=:  2(volADCG~volABG)= 

=  j  «AG(DÂ'+ CG'+  DA.CG  —  50*)= 

=1  «AG  JdÂV  (OG +B6) (GG -  BG)  +  DA .  CG  j  a= 

=5«AG.DA(DA-Ma+CG)=|«AG.2R(*R+BG)=6itR'.AG,- 
R 


9 

5*  Octogone, 


VolO  =  2volABCDE  =  2(volABDE  +  volBCD)  = 
=  2(volT+volT'). 

V<flT=avoUFDE-.vollBF=î«AF(AÊ'+DPVAE.ttF--BF') 
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=  1icAf|^+(DF-I-BF)(DF  — BF)4AE.Df|  = 

»  ^  irFG.DB(AE+ DB  4-DF)  =  IicAF.CgTsGG  +|oB^  = 

=  nAF.GG(2GG+DB}. 
Voir  =  TOlDGGF  —  ▼olBFGC  = 

«=  5  itFG  (dF+  05"+  DF .  CG— BP— OB'—  BF .  CO)  = 
=  jnFG  j(DF  +  BF)(DF-BF)+CG(DF-BF)|  = 
=  1  «FG .  DB  (AE  +  CG)  B  «FG .  DB .  GG. 
Or.      CG  =  R;DB  =  RV/i;    AF=^  =  ^; 

re=R-AF=R-î^=^(a-Vi)f 

donc 
voIT=it.^.R(2R+R|/2)=!5.'(2+2k^=icR»(l+|Xi). 

VoIT=it .  J(2 -  \/l)  .  RVT.  R  =  ^  (2  V^-9  )  = 

=«R'(V/i-Oi 
par  mile  yolT+yciT=Mli»\/ï, 

et  partant  v«^0  =  4«R»  V^â. 

6*  Décagone. 

VolD  s  2  vol  ABCDEF = 2  (vol  ABEF  +  volBCDE)  = 

=2(volT  +  volT'). 

VolT  =  vol  AGEF  —  vol  ABG  = 

=  l  «AG  (ÂF*+  iG*+  AF.  EG  -  BG') = 
=  i  itAG  j  ÂF*+ (EG  +  BG)  (EG— BG)  +  AF.  BG  I  = 
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=  gitAG.AF{AF+EB+BG)  =  |itAG.A0(3A0+-EB\  = 
=  «AG(2A0  +  EB). 

Voir=  iijîK(^»+DK +EG.DK— BG*-Cir— BG.CK)  = 

=5itGK  j  (EG+BG)(EG-BG)+(DK4€K){DK-CK)+EG.DK- 

-BG.CK  j  =Î«6K(AE.EB+AE.DC  +  EG.DK-BG.CK). 
Celap08é,ona    OA  — R;  AE=2R-, 

Er=|/R«~ÂG'=y^R'_^(lO_2V/5)=Jv/^:;iV^ 
=5(1+1/5)  ;  EB=aEY=5(i+|^5);  DC=C=5(ï/5-l); 

AK«r=Y/i^*=Y/irr|(6_jt/T„ 

=  Jv^lO+2V/6;  GK=AK— AG  =  ^/'^ÏÔ+2F1- 

BG=  v/lB'~ÂG'=jy/u-6|/5=J(3-|/5)  ; 

CK=R-j=5(5-»/i);  EG=EB+BG=S(5+V/5); 

DK-C+CK=|(3H-J/5). 

Oa  •  donc     to1T=«.^*y/i0^2\/5  J2R+5(i-i.|/5)  j= 

=  !|!  (5+V/5)/i^:iv75  =  -^V200+40»/5^ 

=  ~\/50+ioV/y 
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VolT'=| «.  ly/s-a^^S  I R'(l+\/5)  +  R*  {t/b-l)-\- 
+  5^  (5  +  »/5)  (S+l/5)  -  î^(s-\/5)  (5-l^5)j  = 

=  5- 1  i«R*\/5-«V/5  .  *8\/5  =  J  »tR»i/25— IOI/5  ; 

2  3  16  ^  2  '^ 

partant, 

voit+toIT==:jiiR5|y/5o+ioI^+«\/ a^—ioV/sj- 

£n  élevant  la  parenthèse  au  carré  et  en  extrayant  la  radiie 
carrée,  on  obtient  : 

volT+voir=iirR5y^250-50V/5==r|^itR3y^lt-.aV/5f 

et  par  suite,     volD  =:|-icR'%/i0— 2V/5 , 

etpression  égale  à  la  sarfaœ  engendrée  par  le  pentagone, 
multipliée  par  la  moitié  du  rayon  R^  résultat  renmrquaUe* 

T  Dodécagone. 

VolD  =  2  Tol  AfiCDEFG  =  2  (volT  +  voir+  volT"). 
VolT  =  volABFG  =  volAHFC  — YolABH  =z 

=4«AH  (ÂcVhF+  AG  .  HF  — BH')  = 

«s 

=  ^  icAH  { AG*+  (BF+  BH)  (HF— BH) + AG .  HF  j  = 

«  iitAH.A6(A6+BF+HF)=|«AH. A0(3A0+|bF)  = 

=:i(AH.AO(aAO+BF). 
Vol'r=  volHFEK  —  TolHBCK  = 

=  i  itKH(HF'+ KË'+HF.  |£  —  BH  —  CK'— BH .  CK)  = 
[  (HF + BH)  (HF— BH)  +  (KE  +  CK)  tKE  —  IC  (  + 
+  HF.KE  — BH.Gk|  = 
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=  ^«KhJaG  .  BF4-A6  .GE  +  HF .  KE— BH .  Ck|. 

Voir=  T0lS£DL  -  TolKCDL  = 

|itKL(Ki*  +  DL'  +  EK.DL  — DL'— CK*— DL.CK)  = 

=  i«KL  JkE(KE+DL)— (DL  +  CK)  GKJ . 
Or.  ontroove  facaement  OAss  RB  =  GEss  OLsR; 
A6=2R{   AH=:Oys:^R:    FBs»R\/3;    aB  =  G=s 

=R y/a -1^3;  BH=  y/c^^W=||/7  —  ♦  kl  = 

=  5(a_|/s);  FH=FB  +  BH  =  RV/3+5.(a_V/8)  = 

5(8+»/3)i  KE=?Rî  CK«EK-EC=|Rî  DY=1r; 

KL=CY=\/c*-j=5(2-V/3)}  HK=AL-AH- 

KL=|-iR(2-k'3)  =  lR(V/3-l). 

Donc  volT»ir . Ç(2R+RV/3)  =  1  «R» {»fV^) ; 
2  2 

VolT'=l.r.|  (k^-O  J2R'\/3+  2R'+J  R*(2+V/i)  - 

_  J*(2_V/2)}  =  l.i.R'(»/3-l)  (12  +  12V^^ 

=  i«R»(V/ir-l)  (V/3+i)  =  *R». 

Voir=l«.|(2-K2)j|R(|R.-R)-iR(rR+R)|= 

=\  J*R»  (a-k'2) .  12  =  1*R« (2~V/2);  , 
Partant ,    volT+  volT'+  volT"=îitR».  6  =  3irR», 

28' 

et  par  suite ,  roi  D'=:  OttR', 

résultat  d'uDO  simplicité  remarquable. 
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Noos  allODS  mainienaiiC  vériOer  cet  régoltats  par  la  i 
thode  de  Gnldin.  D'abord  oo  trouve  facilement  pour  expres- 
rions  des  surfaces  des  polygones  réguliers  en  fonction  de  R  r 

surfT  =  jR"\/3}  surfC  =  2R*; 

«orf  P  =1  R'  y/KN-ak^  ;  surf  H  =  |  R«  Vï  -, 

surf O  =  2R'|/2  ;  sarrDC'G  =  j  R^y/s— 2»^  ; 
SDrfDo«f=3R*. 
On  a  donc ,  eo  appliquant  la  formule  toIPo/  =  S .  9kR  : 

vdT=  jR'V/3 .  27rR=|itRî »/3  ;  ¥OlC  =  aR\  2irR=4irR^ 

voIP=: I  R»  y/lO+âV/s .  2nR  =  yrR5y/iO+2V/5  ; 

yolH  =  ?R'V/3.27rR  =  37rR»V/3; 
VOlO  =  2R"K2  .  2irR  =  4irR3K2  ; 
YOl D  =  jR*y/lO+2V/5  .  2irR  =^7rR3y/|0^2V/5  ; 
YOlDoei=  3R\  2irR  =67rR«  ; 

résultats  identiques  avec  ceux  que  nous  venons  de  trouver 
par  la  géométrie. 

On  pourrait  encore  /  en  suivant  Tune  des  deux  marches 
que  nous  venons  d'employer,  trouver  les  expressions  des 
mêmes  voltimes,  so^  en  fonction  du  côté  c  »  soit  en  fonction 
de  Tapothème  r. 

Par  exemple ,  en  fonction  du  côté ,  on  trouverait  t 

VOlT  =  l,rc';    \0lC  =  ncV2i    VOlP  ==  J  irC^Cs  +  SV^S)  ; 

V01H  =  3kc»|/'3;  volO=27rc'Y/20+14|/5j 
volDc'c  =  -r.c'y/b0+22\/^  '  VolDiM^  =  37rc'(3K6+5>^) . 
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RÉPONSE  AUX  NOTES  DES  PAGES  118,  149. 

9AM  M.  WÎMCK, 

docteur  te  seionoecj  professeor  à  l'École  d'artillerie  et  ta  collège  de  Straiboarg, 


l*L'éqiiatioa  du  second  degré  à  deux  variables  peut  être  re- 
présentée d'une  infinité  de  manières  par  p^  +  a'  =  0 ,  qui 
renferme  six  conêtantes.  p^q,  a  sont  de  la  forme  ^+Bx  +G, 
ou^  +  *j:  +  /;  dans  ce  dernier  cas ,  a'  serait  muUiplié  par 
une  constante.  Admettons  cel^:  notre  é(]uation  devient 

(J-+  *ar+  /)  Cr  +  Ar'x  +  O  +> (r  +  *"x  +  fV  =  0.  (1) 

Je  ne  reprendrai  pas  les  raisonnements  de  M.  PlUcker  ;  il 
faudrait  entrer  dans  des  détails  qu'on  peut  éviter.  Je  me  rap- 
procherai des  jnéthodes  enseignées  dans  nos  écoles.  Soit 
donnée  une  courbe  du  second  degré;  j'y  prends  deux  tan- 
gentes et  la  sécante  de  contact  :  soient  ^^  +  kx  +  /  =  0 , 
y  +  A:j:'  +  /'  =  0  les  tangentes  ;  y  +  *x"  +  /  =  0  la  sécante. 
L'équation  représente  une  inGnité  de  lignes  du  second  degré, 
ayant  les  deux  premières  droites  pour  tangentes,  la  dernière 
pour  sécante  de  contact.  Il  y  a  plus  :  Téquation  (1)  les  repré- 
sente toutes ,  car  elle  renferme  sous  ce  rapport  une  arbi- 
traire X ,  et  c'est  tout  ce  qu'elle  peut  renfermer  d'arbitraire. 
Donc  (1)  représente  aussi  notre  courbe. 

Yoici  une  seconde  démonstration  moins  simple  !  soit 

y  +  mx*  +  2kx  =  0  ,  (2) 

l'équation  de  la  courbe  rapportée  au  diamètre  mené  par  le 
point  de  concours  des  tangentes,  et  à  la  tangente  au  sommet 
de  ce  diamètre.  Les  équations  des  tapgentes  seront  de  la 
forme 
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yy  -k-mxx*  -^rh  (xH- x')  =  0, 
Xy  —  mxx^  —  h(x  +xf)  ss  0. 

*  La  sécante  de  contact  x  —  a/  =  0. 

Je  dis  qae  l'équation  (â)  peat  ae  transformer  en 

[yy+mxx'-^^x+x)]  [yy'^mxx'—h(x-¥x^]']-fk(x^x')*=:0, 
ou 

yy  —  [mxx^-^hix+x^Y  +  Mx-^xy  s=  0 , 
ou 

\^(mx'+ky    ^    —kx'{mx'+k)—\xi     (X— if)j/*      ^ 

-^  "*"        y      "^^ — ^P^"^^ — "^  T^^^' 

Annulons  d'abord  le  demier^rme,  en  prenant  X  =  J:'.  Le 
coefficient  de  x*  deyient 

=  I» ,    TU  que    y*  +  mx  •  +  2*x'  =  0. 

Celui  de  2a:,  se  transforme  en 

*   T. ■—  =  *f    par  la  même  raison.  Donc,  etc. 

y  , 

Rien  n'empêche  de  généraliser  ce  résultat  par  une  trans- 
formation de  coordonnées ,  ce  qui  d'ailleurs  est  inutile. 

2<' Prenez  sur  une  ligneduseconddegréquatre  points  :  paroes 
quatre  points  vous  pourrez  faire  passer  une  infinité  de  ces 
lignes»  dont  l'équation  aura  une  seule  constante  arbitraire; 
soient  ^=0,  q=^0,  deux  c6tés  opposés  du  quadrilatère  déter- 
miné par  ces  points  ;  r=  0 ,  s  =^  les  deux  autres.  L'équation 
pq  =  \rs 

représente  uneligne  du  second  degré  quelconque  menée  par  ces 
quatre  points.  En  effet,  elle  est  satisfaite  par  les  quatre  poinis 
dontlepremierest(/FC30,r=^0),lesecond(/>=0,5sr0),eCc.; 
et  eUe  renferme  une  arbitraire  X.  Doneelle  représente  anasl 
notre  courbe.  Autrement  :  prenez  r±sO  pour  axe*des  x-,  «==0 
pour  axe  des  y  ;  soient  x',  x^'  les  abscisses  des  points  situés 
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sur  le  preddier  axe  ;  y  ,^"  les  ordonnées  des  deux  antres, 
les  équations  de  nos  quatre  droites  seront 

r=0      OU      ^  =  0 
5  =  0  x  =  0 

Donc 

ou 

y'  /    I  1  \        X» 

Or,  l'équation  d'une  ooiAque,  menée  par  ces  quatre  points, 
est 

En  faut-il  davantage  pour  convaincre  ? 

Note.  Oui ,  il  faut  davantage.  La  méthode  dont  M.  Plucker, 
àTinslar  de  MM.  Bobillier,  Lamé  etc.,  fait  usage,  con^ste  à 
identifier  une  équation  donnée  avec  une  équation  de  même 
degré,  mais  Vune  autre  forme,  à  l'aide  d'un  certain  nombre 
de  constantes  arbitraires  ;  pourvu  qu'on  ait  autant  d'équations 
que  de  constantes  arbitraires,  cette  identification  est  possible, 
analytiquement  parlant  Mais  la  possibilité  géométrique 
exige  que  l'on  prouve  que  ces  constantes  ne  deviennent  ja- 
mais ni  infinies ,  ni  imaginaires  ;  et  ici  il  s'agit  d'une  applica- 
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tion  à  une  portion  déterminée  de  Tespaoe^  à  la  géométrie  f 
c'est  donc  ce  dernier  genre  de  possibilité  qu'il  faut  établir. 
Dès  lors  y  on  est  entraîné  dans  une  discussion  assez  épineuse 
qui  fait  disparaître  l'avaDtage  de  la  simplicité.  On  devra  aussi 
dire  pourquoi  le  même  genre  de  raisonnement  cesse  d'être 
applicable  quand  il  s'agit  de  lignes  supérienres  au  seomd 
degré  ;  à  quoi  cela  tient-il?  d'ailleurs,  la  méthode  est  si  ra-> 
pide ,  si  féconde ,  qu'il  ne  faut  rien  négliger  pour  la  mettre  à 
l'abri  de  toute  objection.  Tm . 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  85  (p.  256). 

PAR  M.  ÉMXUB  GOVPT, 

bachelier  es  «ciences  malbématiqoet. 


Problème.  —  Quel  est  le  nombie  des  permutations  de  n 
lettres  a,  6,  c,d.,,  où  une  lettre  au  moins  est  à  sa  place  ? 

Solution.  Nous  rappellerons  d'abord  que  dans  le  triangle 
arithmétique  de  Pascal,  la  somme  des  p  premiers  nombres 
figurés  de  Tordre  n,  qui  forment^ la  (/t  +  l)^^  ligne  du 
triangle ,  est  égale  au  p^'  nombre  figuré  de  la  ligne  sui- 
yante,  c'est-à-dire  de  l'ordre  n-j-1,  ce  qui  donne  pour 
cette  somme  l'expression 

p{p+i)(p  +  ^2)...(p+n) 
1.2.3...  (/i  +  l) 

(  Voir  pour  la  démonstration,  algèbre  de  Muyer  et  Cho- 
quet,  2*  édition ,  p.  342  et  suivante).  Cela  posé,  revenons  au 
problème.  Représentons  par  P(f»)  le  nombre  des  permutations 
de  n  lettres.  D'abord  le  nombre  de  permutations  où  l'une 
des  lettres,  la  première,  je  suppose,  est  à  son  rang,  égale 
yidemment  le  nombre  de  permutations  que  Ton  peut  faire 
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avec  les  n  —  1  antres,  c'est-à-dire  =  P(«i-.i)  ;  le  nombre  de 
permutations  où  la  seconde,  6,  est  à  son  rang  égale  anssi 
.  Pi^i ,  diminué  du  nombre  de  permutations  on  b  était  à 
son  rang  dans  le  nombre  Pi^i  obtenu  en  premier  lien.  Or 
ce  nombre  est  évidemment  Pi»~2 ,  c'est-à-dire  le  nombre  de 
permQtations  qne  l'on  peut  faire  avec  les  n — â  antres  let- 
^tres  obtenoes  en  négligeant  a  et  b.  On  a  donc  en  définitive 
P(«:-i)— P(n-2).  Maintenant  le  nombre  de  permutations  ou  c 
est  à  son  rang  =  Pi»~i,  diminué  du  nombre  de  permutations 
où  déjà  cj^tte  lettre  était  à  son  rang  dans  les  deux  nombres 
déjà  obtenus  pour  6  et  a.  Or  ce  nombre  est  facile  à  obtenir, 
car  il  sufBt  de  diminuer  les  indices  de  1  dans  les  nombres 
précédents,  c'est-à-dire  que  ce  nombre  est  [P(»--2)]  + 
[P(».2)  —  P(ii-3)]*  l^n  effet,  les  permutations  où  a  et  c  sont 
à  leurs  rangs  respectifs  =  Pn^a»  et  les  permutations  où  b 
et  c  sont  à  leurs  rangs  respectifs  =P(n-.2) ,  diminué  du  nom- 
bre de  permutations  où  ils  étaient  déjà  à  leurs  rangs  dans  le 
nombre  précédent  P(ii— 2)  obtenu  pour  a  et  c ,  c'est-à-dire,  * 
en  d'autres  termes,  diminué  du  nombre  de  permutations  où 
les  trois  lettres  â,6,c  sont  à  leurs  rangs,  nombre  évidemment 
=s  P(fi^8).  Ainsi  les  permutations  où  &  et  c  sont  à  leurs  rangs 
=  P(ii-a) — P(ii^3) ,  donc  enfin  : 

P(,^ir.[P(i^)+P(».2)-«P(n-S)]=P(i»-0-2P(n-2)+P(ii-3), 

est  ce  nombre  de  permutations  où  c;  est  à  son  rang.  Et  en 
général  poor  avoir  le  nombre  de  permutations  où  une  lettre 
est  à  son  rang ,  quand  on  a  celui  où  chacune  des  lettres 
précédentes  est  à  son  rang ,  il  snfBt  de  retrancher  de  P(»-i), 
la  somme  des  nombres  de  permutations  obtenues  pour  toutes 
lea  lettres  précédentes,  mais  prises  avec  une  lettre  de  moins, 
e'esUi-dire  en  ayant  soin  de  diminuer  de  1  chaque  indice; 
et  en  effet  le  nombre  de  permutations  où  une  lettre  quel- 
conque jr  est  à  son  rang  =  P(fi--i)  diminué  de  la  somme 
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des  nombres  de  pernatatioDs  où  déjà  elle  était  à  son 
sous  toutes  les  permutations  obtenues  pour  les  lettres  pré- 
cédentes. Or  supprimez  oette  lettre  k  dans  toutes  les  per- 
mutations précédentes  où  elle  est  à  son  rang,  il  nous  res- 
tera pour  le  nombre  de  permutations  où  elle  est  à  son  rang, 
le  nombre  de  permutations  déjà  écrites,  mais  faites  avec 
une  lettre  de.  moiiis ,  c'est--à*dire,  que  les  indices  seront  di- 
minués de  1.  On  a  donc  ainsi  les  nombres  suivants  : 

Nombre  de  permutatiout  o*  é» 

où  est  i  son  raog  ;  lettres. 

tf  =  Pii-i 1 

é  =  P,^,  — Pi^2 s 

e=  p^i_2Pii_2+  Pn-j...  3 

d=  P.^^1-  3Pn-2+  3Pn-s— P«^ 4 

e  =  p».,— 4P^2+  6P»-3— 4Pii-44-P»-s ...  5 

/=P,^^i— 5P*-^+10Pn-s— 10P»-.4+5Pii-5— P«-«..   6 


-"-"t7i"-*'p^+-^p.--^« 

/  — p        /k    <^P      ,    («-i)(w— a)^ 

*  =  rjt_i  —  (» — 1)  Fn-a  -\ — y^-t  — 

(n-l)(n-2)(/i-3) 
j-gg Ffi-*-}-...  qF*^o"-       *»• 

La  somme  S  de  tous  ces  nombres  de  permutations,  sera 
le  nombre  cherché.  On  a  le  double  signe  ±:.  +  esl  poor  n 
impair,  et  ^  pour  n  pair.  On  yoit  que  les  ooeSdents  4e 
P»-t9  P»-3—  dans  la  ligne  générale ,  celle  pour  la  w*^  kê- 
tre ,  sont  ceux  du  Mnûme  :  l'exposant  étant  (n— i). 

Enftaonserapp<Uera<ineP«s=i  («oir  les  eooBsd'algàhra). 

Oateataw  nudntenant  la  somme  S.  Or  on  reniar<|iie  que 
dans  cette  soBsose  ks  ooeffidents  de  P^-s,  Pm--»—  ne  sool 
autre  choie  que  la  somme  des  nombres  figurés  des  divers 
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ordres,  fomiant  k  triangle  de  Pascal,  somme  dont  nous 
avons  donné  l'exgflression  au  commencement  de  cet  article. 
Remarquons  d'abord  que  n  =  i-[.t-|.i-|.i ...  =  la  somme 
de  n  unités,  c'est  donc  la  somme  de  la  première  ligne  hori- 
zontale du  triangle  de  Pascal,  continuée  jusqu'à,  ce  qu'elle 
radferme  n  termes,  et  c'est  le  coeflScient  de  Pn^i  dans  la 
somme  S*  Im  coefficients  suivants  sont  successivement  la 
somme  de  la  2™«,  3>ne,  4"> ,...  n^»»«  ligne  horizontale  du 
triangle  de  Pascal,  par  conséquent  le  nombre  des  termes  de 
chaque  coefficient  va  toujours  en  diminuant  de  1 ,  et  enfin 
la  n^^  ligne  du  triangle  étant  1 ,  le  dernier  terme  P,  de  S 
a  en  effet  le  coefficient  1  ;  on  a  donc  dans  cette  somme  S  : 


co«r.d« 

oofomnif 

1  de  la  ligne  herii. 

nombre  det 

du  trUiDgIe  de  Paseal 

lermef. 

P— . 

i" 

=  «... 

n 

P-ï 

21116 

(«  —  !)« 
~       1.2      •■ 

'     n— 1 

P-i 

3me 

(»— 2)(7Ï— 1)» 

■"          1,2.3 

n— 2 

P— 4 

4»e 

{»— 8){a— 2)(n— l)i 
~             1.2.3.4 

l...  „-3 

P— » 

5» 

(n— 4)...(»— D» 
1.2.3.4.5 

«-4 

P. 

{n-iY"» 

4.5.6...  n 

~"1.2.3...(/»— 3)"" 

4 

P. 

(«— 2)*»* 

3.4.5.,.» 

~1.2...(«— 2) 

3 

P. 

(B— 1)««« 

2.3.4...  » 

""  1.2...  (n-l) 

• 

2 

P 

n*m» 

_  1.2.3...  n_ 

1. 

*^» 

1.2.3...  n 

Donc  la  formole  cherchée  est 
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s_„P  ("-<)"p  («-8)  («-!)« 

S  =  nP,_,  -  -jj-  P.-,  + jjj         P— ,- 

(»— 3)...  »„  _ 

formule  qu*on  peut  écrire  sous  une  forme  diflérente  ea  re- 
marquant que 

nPii-i=P»,  »(»— l)Pi^^=P* ,»(«— 1){»»— 2)P»-s=P»,elc. 

p 
Alors  en  écrivant  P«  =  1  «hu  la  forme  ^  »  on  peut  mettre 

Pf»  en  facteur  commun ,  et  écrire 

Or  Pu  s=i. 2.3.4...  n y  donc 

S  =  (t.2.3.../i)— (3.4.../i)  +  (4.6...ii)  — (5.6...ii)...zpndzt, 

et  il  est  bon  de  remarquer  que  dans  les  applications  numé- 
riques de  cette  formule ,  pour  former  le  premier  terme  » 
1  .â.3...  n,  on  devra  le  commencer^à  rebours,  c'est-à-dire  de 
la  sorte  :  n.  (n—  1)  (/»-^  2}...  3.2.1 ,  parce  que  les  produits 
partiels  n,  (n— 1)/»,  (n— 2)  (/i— !)«...  sont  prédsément 
les  autres  termes  de  la  formule. 

II.  Au  moyen  de  la  formule  précédente  on  pourra  trouver 
le  nombre  de  permutations  où  aucune  lettre  n'est  à  sa  place. 
Car  ce  nombre  est  évidemment  P»  —  S  =  S' ,  et 

S'=(3.4...n)  — (4.5...n)  +  (5.6.../i)...±:nqpl. 

III.  Gomme  application  numérique,  nous  résoudrons  le 
problème  suivant  de  probabilité,  résolu  popr  la  première 
fois  par*  Montmort  (*) ,  et  proposé  dans  la  Correspondance 
mathématique  de  Qnételet,  t.  III,  p.  315.  On  a  13  cartes 
dont  aucune  n'est  répétée,  on  les  bat,  puis  on  les  tire  succès- 


(*)  EsMi  d'analyse  sur  les  jeux  de  hasard,  p.  54;  Montmort  ne  résout  qn'aD 
cas  particalier  de  la  qaestion  ;  son  ouvrage  4  para  en  itos.  Tm. 
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sifemeDlen  nooMnant  saivaal  Fordredet  caHtft  :  «t.  3,3,4,.. 
jasqtt'aa  roi  qui  est  la  dernière  «  et  oa  fâitié  qu'il  arrivera 
aa  moina  une  fais  qoLwne  carte  Mra  à  «on  tmgj  qael  dotC 
être  le  rapport  des  paria  ? 

n  faut  faire  n  =  13 ,  S  est  le  nombro  de  cas  favorables , 
S' le  nombre  de  cas  défavorables ,  or  id: 

P»  s  t.a.3...  13  =  6297090800, 

et  on  trouve  pour 

S  =  7318002277  -  3381774409  =  3936227868, 

C'est  là  le  nombre  de  chances  favorables  •  le  nombre  de 
chances  défavorri)le8  est  donc 

6227020800  —  3936227868  «=  22W792S|jl2. 

il  fant  donc  parier  393....  contre  229...:  on  (en  dirisant 
par  36),  109339663  contre  63633137,  qa'il  arrivera  an  moins 
ane  fois,  qu'en  tirant  une  carte  »  on  la  nommera  ;  les  deok 
derniers  nombres ,  sont  premiers  entre  ea%  »  mais  étant  iort 
grands  on  se  fait  diflBdlementidée  du  rapport  des  paris.  Mais 
si  le  second  nombre  se  terminait  par  un  8  au  lieu  d'un  7, 
il  serait  divisible  par  6  ;  lè  quotient  sera  10605523 ,  et  di- 
visant 109339663  par  ce  quotient,  on  trouve  10  et  envi- 
ron -.  On  peut  donc  dire  qu'il  faut  parier  un  peu  moins  de 

o 

11  contre  6. 

Enfin,  pour  terminer,  disons  que  si  on  fait  successivement 
dans  S  et  S', 

71  =  1,    2,    3,    4,    5,    6,    7,    8,    9,    10,    11,    12,    13, 

on  aura 

S=  1,  1,  4,  15  76  455  3186  25487  229384  2293839 

25232230  302786759  3936227868, 
S'=:0,  1,  2,  9,  44  265  1854  14833  133496  1334961 

14684570  176214841  2290792937. 

ÀRH.DI  M^TBtlI.IlI.  38 
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On  pMifalri  Dèfeh^pmnèiit  for  la  pirtie  éMamitalre 
dit  nMHhéiDâÉiqoèi  ptr  Bertrand  de  Genève,  1 1 ,  p.  4f  0,  la 
iotaition  da  pvcblèmede  Montmort,  nais  non  par  la  fomiiile 
générale  que  nous  avons  donnée  id.  Yeir  aa«i  Annale»  iê 
Gergonmêjt  XII,  p.  IM. 

Note.  Le  problème  da  jen  de  rencontre  a  été  résoln  par 
EQler(MémoireaderAtadémiedeBerlinb  i75f);  Laphces'en 
est  aoflai  occupé  (Calcul  des  probabilités,  p.  217},  sa  mardie 
est  analogue  à  celle  que  M.  Goupy  a  suivie.  Enfin  M.  Cata- 
lan a  généralisé  l'énoncé,  on  trouve  la  solution  au  journal  de 
M.  Uooville,  tome  il,  p.  475.  On  voit  queeeprutaième  mène 
à  une  série  ,  développement  de  é^  ;  BaiM  Bemontli  cil 

lepremier  quiattfeadiqQéréqDation  KBHtf  / 1-—^^  =«-«. 

(MéMMadaP.^  t.  XIY,  p.  6,  ITM);  M.  Qruchgr  m  a 
doBBé  une  déMooMration  rigoureuee,  et  en  a  fck  la  beat 
du  cdeul  diStoeolidl,  méthode  aussi  ingénieuse  que  peu 
natarelle  (Blaigno,  ^hV-  ^)«  Tm. 


NOTE 

réquaUan  aux  carré»  duiiffirenee». 


*  l^Trouver  la  relation  entre  les  coeflicientsd'aneéqaatlon, 
pour  qu'elle  soit  l'équation  aux  carrés  des  diflérencea  d'une 
équation  du  3"*  degré  delà  formex^  +  f  x  +  rs  o. 

D'après  la  relation  nss,       .  T*     ,  on  voit  que  n^sa  3; 

l'éqiMtliondiepchée  étant  du  3»«  degré ,  est  de  la  forme 
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Or  lecaleDl  donne  pour  éqnation  au  earréi  des  diiirences 

et  Ton  voit  en  identifiant  qne 

F  F 

F 

Cette  oooditk»  G  <■  -r-  ^*  oéoesnire  et  saflBsanle.  En  eOét , 

F 
ponr  retrouver  réqnation  primitiTe,  on  prendra  9  =  — , 

et  on  pourra  choisir  r,  de  façon  qu'on  ait  4^^  4-  â7r*  s  H  ; 
r  pourra  être  imaginaire. 

Cette  condition  ne  peut  pas  s'énoncer  ainsi  :  «  la  somme 
des  trois  premiers  coefficients  est  un  carré  »  ;  mais  bien  • 
«  les  trois  premiers  termes  doivent  être  les  trois  termes  du 
carré  d'un  binôme,  en  supposant  le  coefficient  du  premier 
terme  égal  à  1  »  ;  et  eneore  mîenx  <  «  le  carré  de  la  moitié 
du  coefficient  du  deuxième  terme  est  égal  au  produit  des 
coefficients  du  premier  et  du  troisième  terme.  » 

srNous  allons  exposer  une  deuxième  méthode  qui,  ne 

néoeasilMt  pas  l'éqnation  aux  carrés  desdHKrences,  aCap- 

plique  à  toute  équation  du  troisième  degré,  et  ionique  la 

méthode  à  sniTre  pour  un  degré  évpérienr  an  troift'ème. 

a 
Soi^t  h  les  racines  de  l'équation  ;  colles  de 

t 

(a  — ty  a -6 

sont  \b  —  c)*  ;  et  l'on  voit  qne  les  -trois  quantités  b  —  c  sont 

K^  —  cf  a  — c 

telles  )  que  la  somme  des  deux  premières  donne  la  troisième  ; 

f 
donc ,  les  trois  racines  sont     9'       et  l'on  a 
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(I)  ^F-z^  +  j'  +  Cp+ç)' 

(â)  G=pV+(p'+î')(/'+?)'» 

(8)      -^=A'y(;'+?)^ 

p  ^ 

il  suffit  d'éliminer  a%  pour  avoir  la  relation  entre  G.  O, 

*  H 

on  a: 

F* 
Cette  condition  G  =  ^  ^  suffisante,  car  en  prenant  P  ,  de 

(i)  P 

manière  à  satisfaire  à  '    ,  G  sera  tonjôors  égal  à  -r-. 


THÉORIE  DES  FOYERS, 
éTaprêê  Apdhnim. 


1. 11  est  nécessaire ,  pour  comprendre  le  langage  d'Apol- 
lonius ,  d'expliquer  certaines  dénominations  en  oMge  ehei  les 
anciens. 

jéppUqi»er  un  reetanfU  d  une  droUe^  c'est  partager  cette 
droite  en  deux  segments ,  tels  que  le  rectangle  construit  sur 
ces  segment»,  soit  égal  an  rectangle  donné. 

Noos  disons  égal  au  rectangle  ^  car  les  anciens  ne  se  ser- 
Taient  pas  du  mot  équivalent  introduit,  je  crois,  par  Legendre. 

Le  mot  expliquer  (iwpfl(piXX«û) ,  vient  de  ce  que  le  rec- 
tangle était  joint ,  appliqué  à  la  droite  donnée ,-  soit  AB  cette 
droite  BG  le  prolongement  de  AB;  et  BCDE  le  rectangle 
donné  ;  il  s'agit  de  partager  AB  en  deux  segments,  tels  que 
le  rectangle  construit  avec  ces  segments,  soit  égal  au  rec- 
tangle BCDE  :  on  voit  qae  BCDE  est  joint  k  la  drdte  AB; 
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UMt  draUe  ùrdamiée  d  mu  diamOreg  c'est  aoe  droite  ptrâllèlff 
aa  diamètre  conjngoé. 

Figw$  d'un  diamètre^  (M9  «ou  ((aiurpou):  c'est  le  rec- 
tangle construit  sur  ce  diamètre  et  son  paramètre. 

On  voit  que  la  figvre  d^un  diamêinj  est  équivalente  au 
carré  du  diamètre  conjugué. 

Les  théorèmes  sur  les  libers  sont  dane  le  livre  III  ;  nous 
en  extrayons  les  propositions  relatives  à  notre  objet. 

•     Proposition  XLII. 

Si  dans  Tbyperbole ,  00-dansf  dlipse,  ou  dans  la  circon- 
férence du  cercle,  ou  dans  les  $eeiUm$  opponéen^  on  mène 
par  les  extrémités  d'un  diamètre  deux  droites  ordonnées  à  ce 
diamètre;  et  encore  une  autre  droite  tangente  ;  celle-4»  re- 
trandie  des  deux  premièreB,  des  longueurs  renfermant  un 
rectangle  égal  au  quart  de  la  figure  faite  sur  le  diamètre  ;  en 
d'autres  termes ,  dans  le  trapèze  formé  par  un  diamètre ,  les 
deux  tangentes  parallèles  menées  par  ses  extrémités,  et  une 
troisième  tangente  quelconque,  le  produit  des  deux  bases  est 
équivalent  au  carré  du  demi-diamètre  conjugué.  Lorsque  la 
troisième  tangente  est  parallèle  au  diamètre,  le  trapèze  se 
change  en  parallélogramme ,  et  la  proposition  devient  in- 
tuitive. Cette  observation  est  d'Apollonius.  Par  seeKon  ùp- 
potée  ^  on  entend  les  deux  brandies  opposées  de  l'hyperbole, 
qu'Apollonius  considère  toujours  à  part. 

Propositior  XLY. 

Si  dans  l'hyperbole ,  ou  dans  l'ellipse,  ou  dans  la  circon- 
férence du  cercle,  ou  dans- la  teciion  opposée^  on  mène  de^ 
perpendiculaires  aux  extrémités  de  l'axe ,  et  qu'on  applique 
à  l'axe  de  part  et  d'autre  un  rectangle  égal  au  quart  de  la 
figure;  qu'on  mène  une  droite  touchant  la  seclion- et  cottpaot 
les  perpendiculaires  y  les  droites  menées  par  ksifioints  d'in- 
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lenedioDs ,  mx  points  /Wlt  fm  lyfMMlîm-,  Eonneol  de» 
angles  droits,  en  ces  points. 

Otaservition  :  le  quart  de  la  tgure  sor  faâ  tiansfetw, 
c'est  le  carré  du  deasi-'afie  ooojngné  ;  si  on  appUi{ae  à  l'axe 
transTerse  nn  rectangle  équiTdent  an  carré  do  dcmnaxe 
conjugué ,  c'estrà-dire  si  on  dlTise  cet  ane  en  dans  segmcAt» 
addUtfs  pour  l'ellipse,  sonslractife  pour  l'bypeitole,  dont  le 
produit  soit  égal  an  carré  do  deui-aM  «onjogoé,  on  obtient 
sur  cet  axe  et  pour  chaque  extrémité,  un  pai^  fait  par  appli^ 
caiion;  ce  sont  là  les  foyers,  mots  qu'Apollonins  ne  omnatt 
pas.  Ils  désignent  toujours  ces  points  par  cette  phrase,  pomlt 
faUêpar  applieaÉion  (tè  ex  -rtia  icapapoXfîa  '^Mrcx  <nj|ilia).  — 
Ainsi ,  la  proposition  XLY  peut  se  traduire  ainsi  en  langage 
moderne:  tonte  tangente  interceptée  entre  deux  tangentes 
menées  par  les  extrémités  de  l'axe  transverse ,  est  vue  da 
foyer  sons  nn  angle  droit. 

On  YÔit  que  cette  détermination  du  foyer  n'est  pa  prati- 
cable dans  la  parabole;  mais  Apollonius  ne  parle  nulleinent 
du  foyer  de  cette  courbe. 

Froposytion  XLYI. 

Même  construction  que  dans  la  précédente  \  soient  A  et  fi, 
les  extrémités  de  Taxe  transverse ^  AG»  BD,  les  perpendi- 
culaires élevées  sur  cet  axe  ;  DFG  une  tangente  quelconque, 
et  £  le  point  de  contact;  F  et  F'  les  deux  foyers;  on  aura 
angle  FDF  =  angle  FGF. 

Proposition  XLYII. 

Même  oonstriietiM  que  dans  la  précédente  ;  seH  T  Fioter- 
séciton  dé  DP  et  de  &F;  Itf  droite  T£  eH  perpendiculaire 
sur  la  tangente  DPG. 

Cette  belle  propriété  M  peu  connue. 
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ApoUonaft  déatwtre  qve  si  on  ateiite  da  point  T,  ooe 
perpendicDtaire  «or  la  taogento ,  elle  se  ooDToDd  «wc  TE. 

Proposition  XLVIII. 

Même  coostracUoD^  les  rayons  vectears  font  des  angles 
égaux  ayec  la  tangente. 

PaovosiTiOH  XLIX. 
Même  oonstroelioD;  si  d'un  fojer  on  abaisse  une  perpeih 
dieolaire  sur  une  tangente  »  et  qn'on  joigne  le  pied  de  la  per- 
pendieiriaire  ayec  les  extrémités  de  l'axe  transferse,  eesdedx 
droites  sont  perpendiculaires,  Tune  sur  Tantre. 

Proposition  L. 

Même  construction  ;  si  Ton  mène  par  le  centre  une  parai- 
Ui%  m  rajon  ▼ectwr  qui  passe  par  le  potel  de  ^footaot  »  la 
portion  de  cette  parallèle  ccMnprise  entre  le  centre  et  la  tan- 
gente est  égale  à  la  moitié  de  Taxe  transyerse. 

Proposition  U. 

Si  dans  l'hyperbole  on  dans  les  sections  opposées ,  on  mène 
des  deux  foyers,  deux  droites  an  même  point  de  la  section^ 
la  plus  grande  surpasse  la  plus  petite ,  d'une  longueur  égale 
à  Taxe  transTerse. 

Proposition  LII. 

Si  dans  l'ellipse,  oo  mène  des  deux  foyers  »  deux  droites 
à  un  même  point  de  la  section ,  la  somme  de  ces  droites  est 
égale  à  Taxe  transverse. 

Apollonius  passe  toujours  d'une  proposition  à  la  suivante; 
les  propositions  LI  et  LII  sont  les  dernières  rdatives  aux 
foyers  ]  il  n'y  en  a  point  d'autres  de  cet  auteur  ;  il  ne  ftdt 
aucune  mention  de  directrices. 

Obarwaion.  Il  eftisie  deipùitUi  fàitipar  appUcatUm  sur 
tous  les  dianètres  da  Thyparboie,  et  snr  les  diaBèlfea  de 
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l'eUipfte  plus  graads  que  lettrs  dtaièires  eonjognés. 
M.  le  capitaiiie  Jacob  eo  a  doonc  le  liea  géométrufoe  (1. 11 , 
p.  138). 

Claude  Mydorge  dans  ses  caniquei  C) ,  donne  aux  poînlr 
^application  faits  sur  Taxe,  le  nom  d'Ombilics  (Vmbilicus;. 
—  Descartes ,  dans  sa  Dioptrique,  dit  :  «c  à  cause  de  cer- 
taines propriétés  de  ces  points ,  que  fOus  entendrez  ci-après  » 
nous  les  nooimeroBs  les  poiols  ^it^9U\A4^0EmirUt  V.  p.  94. 
Cousin);  il  est  probable  que  celte  eiipression  a  ét^ changée 
en  «selle  de  /byer.  Tm. 


RELATIONS  D'IDENTITE 

et  éq^êoHons  fonàmHmUaUs  relaiivei  emx  courbu  de  tecmi 

degré.      • 

(VmrtU,  (wge  s».  > 


XLVIII.  Tranêfarmation  des  courbes. 

Lbmmr.  Si  dans  une  éqaation  algébrique  k  deux  inconnues 
x,x  du  degré  m,  on  remplace  respectivement  les  deoi 
Tariables  par  les  expressions  ayant  même  dénominateur, 

/Tj-f  by-j^c      a'x -f  Vy -f  d 

les  neuf  coeflBcients  donnant  huit  rapports  y  Véqualion  résul- 

t^ntel  est  encore  du  degré  m. 

,  ^„I)émenMration.  Soit  l'équation  F  (x,  ^)=P»4-..  .P»  +.. 


(*)  Glaadii  Mydorgit  Patricii  Parisini  prodromi  catopticorum  et  dioptiooram 
«Te,  coDicorum  operis  ad  abdita  radil  reflexi  et  rerracti  mytteria  pravil  et  U 
tfWBliprekili^,  libri  qvA(iM>r  >pfi«r^,  D.  i.L.  6.  ParifiU-  f 
premier  traité  mélhodiqoe  des  sections  coniques  en  P* 
fftfkftf  a» étux hvreu emiâu.h^ éit neét ûm  qvr 
le  synopsis  du  P.  Mersenne. 
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P.  =  0  OÙ  Pm  •  Pu  sont  les  ronclions  hoffiogénn  des  degrés 
m  et  B,  el€.$  en  opérant  la  substiUiUon  indiquée,  Pm  devient 
une  fonetion  de  degré  m  divisée  par  (dy  4-ex+/)*,  et  P« 
une  fonction  de  degré  n  divisée  par  {dy+ex+ff'  et  nOn; 
multipliant  donc  tonte  Téqnationpar  [dy  +  ^+f^y^^ 
aura  une  nouvelle  équation,  fonction  entière  et  du  d^ré  m. 

Observation.  Ce  résultat  n'aurait  pas  lieu,  si  les  expres- 
sions fractionnaires  étaient  de  dénominations  différentes. 

XLIX.  La  première  équation  représentant  une  ligne  plane 
de  degré  m,  la  seconde  équation  représentera  une  ligne  de 
même  degré,  une  ligne  transformée^  rapportée  aux  anciens 
ou  à  de  nouveaux  axes.  Nous  verrons  plus  loin  que  cette 
méthode  de  transtrarmation ,  due  originairement  à  Newton, 
et  généralisée  par  Wariog  {Proprietales  curvarum  algebraica- 
rum,  p.  240),  est  d'une  extrême  fécondité  ;  à  son  aide,  on  trans- 
porte les  propriétés  connues  d^une  courbe,  dans  une  autre 
courbe  de  même  espèce.  En  disposant  des  buits  rapports  in- 
déterminés, on  peut  mettre  en  relation  des  courbes  à  bran- 
ches infinies  avec  des  courbes  fermées,  des  hyperboles  avec 
des  cercles,  etc.;  et  sachant  mener  des  tangentes  à  Tune 
de  ces  courbes ,  on  fait  de  suite  construire  la  tangente  à  la 
courbe  transformée,  etc. ,  etc.  C'est  aussi  la  théorie  analy- 
tique des  méthodes  graphiques,  dites  projec(ives,  perspec- 
tives, etc.  Dans  ces  derniers  temps,  M.  Lamé  0  a  donné  la 
plus  grande  extension  possible  à  ce  système,  en  remplaçant 
les  trois  variables  dans  les  équations  des  surfaces ,  par  des 
fonctions  quelconques  et  déduisant  les  relations  entre  la 
surface  primitive  et  les  surfaces  transformées. 


O  Aateur  de  l'Examen  des  différenleB  mélbodet  pour  résoudre  les  problèmes 
de  géométrie,  in-8e,  en  124  pages,  18I8.  Opuscule  précieux ,  auquel  se  ralUchent 
les  prftncipwx  progrés  de  la  géométrie  analyU<|«e,  ec  qu'on  défraie  touioors 
citer;  aussi  n'en  parle-t-on  jamais. 
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Le poiat  est  à  dislanee  finies  lorsque  les  deux  coortomée» 
ont  des  valéars  finies. 

Le  point  est  à  distance  infinie,  lorsqa'ane  de  ses  coor- 
donnés ou  toules  les  deux  ont  des  valeurs  infinies. 

Observation.  Ces  diverses  circonstances  peuvent  se  trou- 
ver réunie  ;  ainsi  le  même  point  peut  étreàla  Tois  singulier, 
multiple  et  à  distance  infinie. 

0     00 
Observation.  Nous  ne  mentionnons  pas  le  cas  'de  -  ,  —, 

puisqu'on  a  des  méthodes  pour  découvrir  les  valeurs  de  ces 
expressions. 

UI.  Théobèmb.  Une  droite  coupe  toujours  une  ligne  de 
Tordre  m  en  m  points  et  pas  davantage  ;  ces  points  sont  réels* 
ou  imaginaires,  ordinaires  ou  singuliers,  simples  on  mul- 
tiples; à  distances  finies  ou  infinies;  et  réciproquement, 
lorsqu'une  droite  quelconque  ne  coupe  une  ligne  qu'en  m 
points,  l'équation  de  la  ligne  est  de  degré  m. 

Démonstration.  Une  ligne  de  l'ordre  m  est  représentée 
par  une  équation  de  degré  m;  la  droite  est  donnée  par  une 
équation  du  premier  degré  ;  en  éliminant  une  quelconque 
des  deux  coordonnées,  on  obtient  une  équation  du  degré  m 
dont  les  racines  sont  les  secondes  coordonnées  des  points 
d'intersections.  Or  ces  racines  sont  au  nombre  m  et  pas  da- 
vantage; réelles  ou  imaginaires,  simples  ou  innltiples,  finies 
ou  infinies:  Ayant  les  valeurs  des  coordonnées ,  on  peut 
obtenir  celles  des  fonctions  dérivées,  et  par  conséqoeni 
savoir  si  les  points  d'intersections  sont  ordinaires  ou  singu- 
liers ,  etc.  ;  la  réciproque  est  évidente. 

Corollaire  I.  Une  fonction  symétrique  des  coordonnées, 
des  points  d'intersections,  même  des  poiiU$  imaginairei ,  a 
toujours  une  valeur  réelle.  C'est  une  conséquence  de  la 
théorie  des  équations. 
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CorolMre  IL  Les  m  poinUi  d'intersectkM»  domieDl  lien  A 

m  (m — I) 

— — — ,  cordes  réelles  on  imaginaires,  simples  oamultiples, 

fioles  OQ  infinies;  dans  un  point  midtiple  de  l'ordre  à,  il  jr 

n(n—i) 
«  r —  cordes  qui  deyiennent  noUes. 

Obêervaiion.  Une  ligne  de  Vardre  m  est  une  courbe  du 
gemre  m  —  l  ;  voici  à  ce  sujet  les  idées  de  Descartes,  point 
de  départ  de  toot  ce  qu'on  a  fait  là-dessus.  «  Je  pourrais 
»  mettre  id  plusieurs  autres  moyens  pour  tracer  et  oonce- 
»  TOir  des  lignes  courbes  qui  scrient  de  plus  en  plus  composées 
»  par  degrés  à  l'infini;  mais  pour  comprendre  ensemble 
»  toutes  celles  qui  sont  dans  la  nature,  et  les  distinguer  par 
»  ordre  en  certains  genres,  je  ne  sacbe  rien  de  meilleur  que 
»  de  dire  que  tous  les  points  de  celles  qu'on  peut  nommer 

•  géométriques,  c'est-à-dire  qui  tombent  sons  quelque  me- 
»  sure  précise  et  exacte,  ont  nécessaironent  quelque  rapport 
»  à  tous  les  points  d'une  ligne  droite ,  qui  peut  être  expri- 
»  mée  par  quelque  équation ,  en  tous  par  une  même,  et  que 
m  lorsque  cette  équation  ne  monte  que  jusqu'au  rectangle 
»  de  deux  quantités  indéterminées,  on  bien  au  carré  d'une 
»  même ,  la  ligne  courbe  est  du  premier  et  plus  simple 
»  genre ,  dans  lequel  il  n'y  a  que  le  cercle,  la  parabole,  l'hy- 
»  perbole  et  l'ellipse  qui  soient  comprises  ;  mais  que  lorsque 
»  l'éqoatièn  monte  jusqu'à  la  trcHsiéme  ou  quatrième  di- 

•  mension  des  deux,  on  de  Tune  des  deux  quantités  indéter- 
»  minées  (car  il  en  faut  deux  pour  expliquer  ici  le  rapport 
»  d'un  point  à  un  autre) ,  elle  est  du  second  ;  et  que  lorsque 
»  l'équation  montejusqu'à  la  cinquième  ou  sixième  dimen- 
»  sion,  eUe  est  du  troisième  ;  et  ainsi  des  autres  à  l'infini.  »> 
{La  Géoméirie ,  livre  second,  voir  p.  337 ,  édition  Cousin.) 

Ainsi,  selon  Descartes,  les  courbes  des  degrés  âi»+ 1  et 
âfi + 2  sont  du  même  genre  ;  il  choisit  pour  exemple  le  lieu 
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gteoiAtriqQe  suivant ,  le  praniHr  qa'oi  «k  Irasvé  par  la 
méthode  cartésienne.  Soit  6AL  an  triangle  rectangle  en  A, 
G  et  A  sont  des  sommets  fixes  sur  AL  prolongée,  oa  iirend 
LK  d'une  kmgneor  ocastanles  ptr  K  oa  artne  use  dralie 
de  direction  donnée ,  cette  droite  rencontre  rbypoléaQie  Ta- 
riable  GL  en  un  point  G  dont  Descartes  détermine  le  lien, 
qu'il  troQTeétreuae  fajperixde,  owirbedn  premier  genre. 
Il  énonoe  celte  propoaitioQ  générale;  si  la  Bgneqoi  pâme 
par  le  point  K,  m  lieu  d'Aire  une  droite  est  «ne  ligne  Aimée 
4a  genre  n»,  et  se  mouvant  pnraUéiemeDl  k  cUe-ménie ,  le 
lieu  dn  point  C  est  nue  ligne  in  genre  m +1$  les  élères  en 
trooreront  hoiement  la  démonstration.  Telle  est  adon  Des- 
cartes la  génération  organique  des  combes  géom^riqncs  de 
Ions  les  genres,  et  d'une  exécution  mécanique  ti^s-ficHe; 
GL  est  une  régie  mobile  autour  de  G,  et  KL  une  mrtre  rcgie 
se  mouTant  dans  une  rainure  ALK,  et  poussant  denmiclle,  la 
règieGLet  la  couiiiedonaée^  si  cette  courbe  donnée  est  nn  car- 
de, ligne  dn  premier  fenre^  ayant  L  pour  centre  et  KL  pour 
rayon,  le  lieu  dn  point  G  est  éridemment  une  conelHiide, 
courbe  dn  second  genre  5  û  |daoa  les  couilies  qnl  i^ont  an 
carré  de  osrré,  an  même  genre  que  celles  qui  montent  an 
cube,  et  celles  dont  l'équation  «monte  an  carré  de  cri» 
(sixième  degré),  au  même  genre  que  le  wr-so/iib  (dnqnième 
degré) ,  parce  que,  dit-il ,  f7  9  arégk  géniraU  pamrrédmre 
au  cube  knKes  ks  diffUMliés  qui  vmU  tm  cmré  de  tmré  elaa 
sur-iolide  toukfB  celles  qui  fyoni  au  carré  de  cuke,  de  fitç/m 
qu'on  ne  doit  point  les  etiUmer  phu  eampoêéei.  (Même  édMien, 
p.  Ml.) 

La  Géométrie  parut  en  1638,  année 4e  la  naananoe  de 
Lom  XIV »  et  quatre  années  amnit  la  mort  de  Galiiéaet  la 
naissance  de  Newton  ;  ce  n'est  qu'en  1704,  que  cet  illustre 
géomètre  puUia  en  latin  à  la  suite  de  Tiiptiqneen  anglais , 
la  dassificaCfoa  des  lignes  dn  troisième  ordre;  en  i7M  Pop- 
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tigne  ftat  traduite  en  latin ,  par  le  célèbre  philosophe  déiste 
Samuel  Claç|e,  in-i»  de  348  pages.  Car  à  cette  époque,  les 
philoeei^ies  ne  croyaient  pas  encore  déroger  en  s'occupent 
de  physique  et  de  géométrie.  Newton  fut  si  satisfait  qu'il 
gratifia  le  traducteur,  de  cinq  cents  livres  sterling.  A  cette 
traduction  est  joint  Topuscule  de  24>  pages  :  Enumeratio  ft- 
nearum  teriii  ordinis.  On  voit  ici  la  première  théorie  exacte  des 
lignes,  fondée  sur  les  idées  cartésiennes  ;  cet  ouvrage  très-rare 
o'a  jamais  été  traduit  en  français  ^  voici  le  début  :  «  Lineœ  gea- 
»  meiricœ  êeeundum  numerum  dimensionum  œqiuiHonis  qua 
•  relaiio  inter  ùrdinatas  ei  abscisMU  definitur^  vel  {quidperinde 
»  est)  secundum  numerum  punetorum  in  quibus  a  linea  recta 
n  eecaripossuntoptimedistinguufUurinordines.  Quarathne 
»  linea  primi  ardinis  erit  recta  êola,  eœ  êecundi  rive  quadratici 
»  ordinU  erunt  sectiones  canicœ  et  drcuîuê^  et  eœ  tertii  sive  eu- 
»  btcî  ardiniipcarabola  cuhica,  parabola  neilianaj  dssois  vête- 
m  rumetreliqwquashkenumerareiuecepimuê.Curvaautem 
»  primi  generis  Isiquidem  recta  inter  curvas  non  est  nume-^ 
»  randa) ,  eodeln  eei  cum  linea  secundi  ordinis^  et  curva 
n  secundi  generis  eadem  cum  linea  crdinis  tertii.  Et  linea 
m  ordinis  infinitesimi  ea  est  quam  recta  in  punctis  in/initi$ 
»  seeare  patest^  qualis  est  epiraliSy  cyelois,  quadratrix  et  linea 
»  ofiHitf  qaœperradii  vel  rotœ  revolutianes  infiwUas  gene^ 
»  ratar,  »  La  parabole  cubique,  dite  aussi  cartésienne,  est 
de  la  forme  j"  ==  aa^j  et  la  parabole  neilienne  a  pour  équa- 
tion ^'=âx%  elle  est  célèbre  parce  que  c'est  la  première 
courbe  qu'on  ait  su  rectifier  ;  voici  l'origine  du  nom  :  Wallis 
avait  indiqué  des  relations   différentielles  qui   pouvaient 
amener  à  découvrir  des  courbes  rectifiables.  Un  jeune  géo- 
mètre, Guillaume  Neil ,  indiqua  une  courbe  géométrique, 
satisfaisant  aux  relations  de  Wallis;   et  derechef  celui-ci 
trouva  que  c'était  la  courbe  où  le  cube  de  l'ordosnée  était 
proportionnel  au  carré  de  rabadsse;  on  a  appris  depuis  que 
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cette  coorbe  n'est  autre  que  la  déyeloppée  de  b  parabole 
ordinaire;  et  toutes  les  développées  sont  rectiflables  essen- 
tiellement. 

un.  Définitions  relatives  aux  segments. 

Si  Ton  prend  un  point  fixe  O  sur  une  droite,  coupant  une 
ligne  de  Tordre  m,  les  dislances  du  point  O  aux  points  d'in- 
tersections se  nomment  segments  de  la  droite,  relatifs  an 
point  de  l'origine  O ,  et  selon  que  ces  segments  aboutissent  à 
des  points  réels  ou  imaginaires,  simples  ou  multiples,  etc. 
Les  segments  prennent  la  même  dénomination. 

Observation.  Ainsi  lorsque  la  droite  n'a  aucun  point  de 
commun  avec  la  ligne  de  l'ordre  m ,  tous  les  segments  sont 
imaginaires,  ont  une  existence  purement  analytique ,  mais 
une  fonction  symétrique  de  ces  segments  a  une  valeur  réelle. 

(La  suite  prochainemeni.) 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 


90.  Dans  la  figure  59  qui  sert  à  la  démonstration  dn  carré 
de  l'hypoténuse,  démontrer  que,  V  les  trois  points  G,  A,  D 
sont  sur  une  droite  perpendiculaire  à  la  bissectrice  de  Tang^ 
A-,  ^  AL  est  perpendiculaira  à  GG   comme  AM  àBD^ 

»•  Ë  =  ^^  ♦•*»=*«'''•  A^-ffi^  ••  ■"**• 
AIH ,  BD ,  6C  se  coupent  en  un  même  point  I  -,  la  mâne 
propriété  a  lieu  si  les  carrés  sont  construits  dans  le  sens  in- 
verse. 

(  Georges  Ritt.  ) 
Cette  propriété  a  été  remarquée  par  uii  Anglais  nommé 
Hammet.  Tm> 
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NOTE 


Sur  la  queêUan  propotée  uu  eaneowrs  g4nét€â  âe  iM4. 
lMaihématiqu9s  spéciales).  (V.  p.  377^ 

BJkWL  j.  A.  sxaBHir.   • 


La  bell^  proposition^  que  F  Académie  de  Varis  a  choisie 
cette  innée  pour  le  sujet  de  concours,  est  due  à  M.  Chastes. 
Elle  se  trouve  énoncée  dans  un  tinérootre  présenté ,  par  ce 
sarant  géomètre,  à  rAcadémie  des  sciences  {*)  et  intitulé; 
Propriétés  géoméiriques  da  arcs  â^une  section  conique  dont  ta 
différence  est  recti/iàble. 

L'étutfe  géométrique  des  transcendantes  elliptiques  de  se* 
coude  espèce  9  a  naturellement  conduit  M.  Gbasies  à  des 
théorèmes  nouveaux,  dont  la  démonstration  directe  et  syn- 
thétique offrirait  sans  doute  de  grandes  'difficultés  :  parmi 
cm  théorèmes  donlTauteur  n'a  pas  encore  puhlié  la  démons- 
tration, se  trouvent  les  suivants. 

^>Uand  dem  arcs  semblables  C"^)  ont  une  extrémité  corn- 
mime^hur  différence  est  égale  à  la  différence  entre  les  tan- 
genttÊ menées  par  ks  deux  autres  extrémités,  et  terminées  d 
Uur  point  de  concours,  ^ 

Par  ce  point  et  Vextrémité  commune  des  deux  arcs ,  on  peut 
faire  passer  une  conique  homo  focale  d  la  proposée. 

Quand  deux  arcs  semblables  ont  une  extrémité  commune , 


(*)  Comptes  rendas  des  séances  de  rAcadémie  des  soiences,  t.  XYII,  p.  8S«. 
(")  M.  Ghasles  appelle  arcs  semblables  d'ane  section  conique,  cetit  dont  la 
différence  eit  rectiflable. 

Am.  SE  MATHiM.  m.  29 
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dam  Vangk  formé  par  les  tangentes  menées  par  leurs  deux 
autres  extrémités ,  q^  peut  inscrire  un  cercle  qui  touche  la 
tonique  au  point  commun  des  d«ux  arcs. 

Des  théorèmes  qui  précëdeot ,  on  conclut  aisément  le  soi- 
Tant  ipii  Ifeutnft  te  solution  de  la  question  qui  bobs  occupe. 

Si  Ton  considère  tous  les  cercles  qui  touchent  une  sectiou 
conique  en  un  même  point,  et  qu'on  mène  à  diacun  de  ces 
cercles  deux  tang<9iites  qui  touchent  en  même  temps  la  co- 
nique ,  le  lien  géométrique  du  point  de  rencontre  de  ces 
deux  tangentes  sera  te  trajectoire  orthogonale  et  conjuguée 
de  te  conique  damnée  qui  passe  par  te  point  donné. 

M.  ClMtôles  ne  lardera  pas  sans  doute  à  publier  se%  élé- 
gantes recherches.  Quant  à  nous ,  nous  n'ayons  d'autre  but 
que  de  montrer  comment  on  pouvait  arriver  simptemeat,  ei 
à  l'aide  de  l'analyse  à  te  solution  de  te  question  proposée  ^ 
seulement  nous  donnerons  un  peu  plus  de  généralité  à  Vé^ 
nonce  en  ne  spécifiant  pas  l'e^fièoe  de  te  ooniqiie  donufte. 

PsoBLftMB.  Étant  donnés  une  conique  quelconque  et  un  point 
fixe  sur  cette  courbe,  on  lui  mène  un  cercle  tangent  en  ce  point, 
et  l'on  demande  le  lieu  décrit  par  le  point  de  rencontre  des 
deux  tangentes  extérieures  communes  à  la  conique  et  au  cercle^ 
lorsque  le  rayon  de  ce  dernier  varie. 

Solution.  Soient  pris  pour  axe  des  y  la  tajfgente  cqob- 
mune  au  point  donné  an  cercle  et  à  te  courbe,  et  popr  axe 
des  X  la  normale. 
L'équation  de  la  conique  sera 

(1)  y+A-r^  +  Bx*+Cr  =  0, 

et  celle  du  cercle 

Substituant  ntx  «^  tt  kjr^  dans  ces  deux  équationai  on  trouve 

(//*'  +  Aw  4-B  )x'+  (2mn  +  A«  +  0)  x  +  n*  =  0  , 

(m'+ l)x'  +  2  (wwi+r)  x  +  n"  =:  0  ; 
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leâiioeUes  éqwlioiks  auront  poor  premiers  mm/lnm  4es 
carrés  parfaite,  si  Féfiialioii 

(3)  j<=B«jr  +  «, 


esi  celle  tfuw  tangeale  coMnune  au  cercle  et  à  la  cmjqtae. 
Dans  celte  hjpolUseoa  aara  ka  deux  ceodilkms  sortantes  : 

(4)  ^     (A*— 4B)n'+4C/ii/i+2AC«  +  C'  =  0, 

(5)  n*--2/?mr— r*=0. 

Si  dans  les  équations  (4)  e^(3)  on  met  au  llcfu  de  m  sa  Valeur 
tirée  de  (5),  on  aura 

(6)  { r(A'— 4B)  +2G}  ^'  +  %ACrn  +  Cr(C— 2r)^ 0., 

(7)  (2r+  x)  n*  — 2/y /i  —  r^x  ==  0 . 

£t  l'équation  (7) ,  dans  laquelle  on  mettra  sacccssivementaii 
Heu  de  n,  les  deux  meines  de  Téquation  (6)  fournira  les  équa- 
tions des  deuK  tangentes  extérieures  iDOianiunes  au  cercle 
et  à  la  conique^  mais  si  x  ei^  représenlqui  ^pédakmmi  les 
coordonnées  du  point  oàces  deux  tangentes  se  coupent,  on 
YOit  que  l'équation  (7)  se  changera  m  une  ideniité^  quand  on 
mettra  au  lien  de  n  Tune  quelconque  des  racines  de  l'équa- 
tion (6).  Sous  ce  point  de  vue  ow  pMl  donc  dire  que  les 
équations  (6)  et  (7)  ont  les  némea  raeinei  y  et  par.  suite  sont 
identiques. 

L'identificationvdes  équations  (6)  et  (7)  »  fournit  les  rela- 
tions 

2r  +  X  — jr  —  rx 

r( A^  —  4B;  +  2C  ""  "ÂC^  ~  C  (C  — :2r)  ' 
OU 

(8)  }(A'^4B)r-^2AC}r^4C(Ax+2r)~0, 

(9)  .   (Ax+S!r)^  — Cj/-  =  ^. 

€ea  équatioÉS  ne  renfeniient  r  qu'au  premier  degré;  elles 
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représentent  deux  droiles  qoi  se  ooopeot  an  même  point  qoe 
les  tangentes  communes.  On  trouve  en  éliminant  r, 

(10)      (A'  —  4B  +  i)y+  iAxy+  A*j:*+  2AQr  =  0 , 

équation  qui  est  oelle  du  lieu  géométrique  demandé,  lequel 
n'est  autre  qu'une  section  conique  tangente  à  l'origine,  à 
l'axe  des  X  y  et  qui  par  conséquent  coupe  orthogonalement 
laconique  donnée  au  point  donné;  cette  dernière  remarque 
noua  sera  tout  à  Tlmure  très-utile  pour  reconnaître  la  posi- 
tion relative  des  deux  courbes.   ^ 

Si  H  et  H'  représ0ntent  les  quantités  que  Ton  désigne  ha- 
bilMllement  par  B* — 4AG .  et  qui  sont  relatives  aux  courbes 
(1)  et  (itff ,  on  troove  t  ' 

H  =  A'-.4B,      H'=  — 4AMA:— 4B), 

« 

la  courbe  cherchée  sera  donc  une  hyperbole,  une  parabole 
ou  une  ellipse ,  suivant  que  la  courbe  donnée  sera  une  el- 
lipse ,  une  parabole  ou  une  hyperbole. 

Ces  deux  courbes  ont  même  centre;  on  trouve  en  effet 
pour  les  coordonnées  du  centre  de  la  première , 

(il)        $tr+Ax  =  «%      Ajr  +  2Bx+G  =  0, 

et  pour  celui  de  la  seconde 

(18)  (A'— 4B+4)^+2Ax+AC  =  0,    2r+Ax  =  0, 

et  les  équations  (12)  sont  évidemment  des  conséquences,  des 
équations  (11).  Ces  deux  systèmes  s'accordent  à  donner 

_    — AC  _      2C 

•^""A*  — 4B*       ^"~A'-.4B 

Si  de  l'équation  (10)  on  retranche  l'équation  (1)  après 
ravoir  préalablement  mi||^'pliée  par  4,  on  trouvera 

(13)         (A-— 4B)(y4-x')  +  2ACr— 4<ljr  =  0. 

. . .?•  (A'  —  4B)  n'est  pas  nul,  c'est-à*dfresi  ks  courbes  (1) 
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«&  (10)  ne  8011I  pas  des  paraboles,  Téquation  (13)  représente 
nn  cercle  qui  passe  par  les  quatre  points  commans  anx 
courbes  (1)  et  (10)  et  qui  du  reste  a  évidemment  méoie  centre 
^ne  ces  deux  courbes  {*)  ;  on  conclut  de  là  que  les  deux 
courbes  (t)  et  fiO)  ont  méines  axes ,  et  comme  elles  se  cou- 
pent orthogonalement^  il  en  résulte  qu'elles  sont  homo'- 
Cocales. 
Si  A*— 4B  est  nul ,  l'équation  (13)  devient 

(14)  Ax  —  QCj:=0. 

Elle  représente  une  droite  perpendiculaire  aux  diamètres  des 
paraboles  (!)  et  (10)  ;  il  résulte  encore  de  là  que  ces  deux 
courbes  ont  même  axe  et  même  foyer,  puisqu'elles  se  cou- 
pent orOiogonalanent. 

En  résumé  on  Toit  que  le  lieu  demandé  est  la  trajectoire 
conjaguéc  et  orthogonale  qui  passe  par  le  point  donné  de  la 
conique  donnée. 

On  peut  au  surplus  rendre  plus  explicite  cette  dernière 
conséquence. 

Supposons  d'abord  que  la  conique  domée  soit  une  ellipse 

comme  dans  l'énoncé  du  problème  proposé  au  concours. 

Soient 

x"     y 

Téquation  de  la  courbe  rapportée  à  son  centre  et  à  ses- 
axes,  et  jc'y  les  coordonnées  du  point  donné  M ,  le  lieu 
demandé  sera  une  hyperbole,  et  si  du  point  M  comme  centre 
avecOM,  comme  rayon,  on  décrit  un  cercle  qui  coupe  Tel- 
lipse  aux  quatre  points  M,  M',  M",  M''',  ces  quatre  points , 
ainsi  que  nous  Tayons  montré  précédemment,  appartiendront 


O  C'ett  mi  prineipe  génénl  que  si  9-"S;.^— 0  sont  les  éqvaUons  de  deoi . 
coniques  eoDcenlriques,  l'équation  9  +  >^4^"-0  où  X  est  une  consUnte  qoeicon-» 
que,  appartient  à  une  troisième  conique  concentrique  aux  premières. 
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««Ht»  à  rbyperbolé  qui  aura  |iar  OHiséqtieDl  les  ménieB  as 
que  rellipae  -,  son  équation  sera  doac  de  la  forme 

Pour  déterminer  les  coeflScients  Pet  Q,  nous  aurons  d'abord 

et  comme  les  tangentes  en  M  à  l'élIipse  et  à  rhTperbote,  se 
coupent  à  angles  droits ,  on  aura  aussi 

de  cette  équation  et  de  la  précédente ,  on  tire  en  posant 
d'où  Ton  déduit  pour  Téquation  da  lieu  demandé 


(T)  (^y 


i. 


Ce  qui  est  bien  l'équation  de  l'hyperbole  bomofoeale,  v^i 
passe  par  le  point  M,  puisque 


(t)*^{?)'-- 


Un  calcul  analogue  conduit  aux  mêmes  conséquences, 
dans  le  cas  ou  la  conique  donnée  est  une  hyp^bole. 

Supposons  en  dernier  lien  que  la  courbe  donnée  soit  une 
parabole  ;  cette  courbe  rappcMrtée  à  son  sommet  et  à  son  axe^ 
aura  pour  équation 

Soient  jc\y  les  coordonnées  du  point  donné  M,  la  courbe 
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«herchée  sera  une  parabole ,  passent  pu*  le  poialdME  et  son 
symétrique  M',  elle  aura  dooc  même  axe  q«ie  k  proposée , 
puisque  la  direction  de  leurs  diamètres  est  la  même,  et  son. 
équation  sera  de  la  forme 

Comme  les  deux  courbes  se  coupent  à  angles  droits,  on  aura 
pour  déterasiaer  P  et  Q,  * 

j.'-  =  py+Q      et      ;^=-l, 

cef[al«owhi[itàTéqnat{on  suiTantedft  Heu  demandée  t 


NOTE  SUR  LB  MEME  SUIET. 


I.  La  solution  qu'on  Tient  de  lire  ne  laisse  rien  à  désirer 
pour  la  simpliéhé  et  Félégance.  Mais  nous  crojons  quil  n'est 
pas  sans  utilité  de  traiter  la  même  questton  soos  un^^otbt  de 
vue  plus  généRil. 

Soient  deux  coniques  «iluées  dam  le  néoae  plan  et  données, 
chaottue  par  une  éqoatln  générale  à  six  ternes  et  rappor- 
lées  à  des  axes  qoeloOaqtfës.  Concevons  une  droite  tangente 
a«x  daix  coniques ,  et  soit  y-^  ax  -^f^  aafts:  0  l'équation 
de  cette  droMe,  paasant  par  le  point  {x\  y*)  ;  on  aura  pour 
la  première  conique  VéquaiHon  de  condition  (  t.  II,  p.  Ml  ) , 

a'(mx'*  —  2Ax'  +  P)  —2a  (  V  +  ^'•a/ + /t  —  wwry  )  4- 
+  ;ny^2*y  +  r  =  0. 

On  a  une  équation  analogua  pour  U  seconde  conique  \  ces 
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équations  devant  donner  le»  mêmes  valeurs  pour  le  ooefidMt 
angnlaire  a  r  il  i^ient  : 

mxy  —  Af  -»-  A:'jr  — n        \fLxy  —  vf —  /j:—  v 

JT,  j^  sont  fcs  coordonnées  da  point  d'intersection  de  deox 
tangentes  communes,  et  les  lettres  grecques  représentent 
pour  la  seconde  conique  des  fonctions  analogues^ aux  mêmes 
fonctions,  désignées  |ar  des  lettres  romaines  dansla  premièie 
conique;  ces  équations  prennent  cette  forme 

—  Jx  {mx'-^^Êkjc  +  i)  —  »  [mx*—  2kx  +  /)  — 

— X  (jnxy —  ky-^k'x — n)  =  0, 

Fi  [(r*—  ^kxx^+^k'yx*-^  l'x*]  +  2x0:  {my  —  8Ur>  ^-i')  — 

2x>  (wo:*— 2*x+/)— >  (wy  --2*>+/')  -f-V  (irLï^-2*ar+JJ  =  0 , 

prenant  la  valeur  de  y  dans  la  première  équation ,  et  la  sub- 
stituant dans  la  seconde,  on  a  une  équation  du  sixièmedegré 
en  jr  ;  ily  a  donc  six  points  d'intersection  entM les  tangentes 
communes i  par  conséquent,  il  ne  saurait  eaiMer  que  qwlce 
laagenles  communes;  ce  qu'on  pouvait  4irév<Mr  à  priori. 
B'ailleurs  on  démontre  aisément ,  à  l'aide  d#la  théorie  des 
polaires  réciproques ,  que  deux  lignes  algébriques,  placées 
sur  le  même  plan ,  l'une  du  d^ré  #i ,  et  l'autre  du  degré  ir, 
ne  peuvent  avoir  en  commun  que  ma  {m — i>  (n — l)  tan- 
4fentcs  ;  et  dans  le  cas  actuel  ms=n  ass2  ;  #n  voit  aussi  qu'on 
peut  simplifier  les  deax  équations,  en  prenant  k=t=s  û, 
x=:0,  ee  qui  est  toujours  possible  si  les  deux  courbes  ont 
un  centre;  si  l'une,  la  première  par  exemple,  est  une  para- 
bole, alors /n=:0,  on  peut  faire  x=x'=:0  et  A  =0;  si  les 
deax  sont  des  paraboles ,  alors  m  =  ^  =  0 ,  on  peut  encore 
prendre  A  =  x  ss=  0.  Ce  qui  simplifie  les  deux  équations. 
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Ib  ReprésentaDt  les  binôiBes  de  cette  forme  ^x  —  k^  per 
{mx],  alors  les  deax  équations  peuyent  s'écrire  ainsi 


+  ar(2[*v]+[n])+[/i;]  =  0,  '     ^^^ 

+2r[*'>]+2x[/'x]  +[/àT  =0.  j     ^  ^ 

Si  les  coniques  sont  concentriques,  prenant  le  centipe  pour 
origine,  les  termes  du  troisième  degré  s'annulent  ainsi  que 
le  terme  en  xjr  de  la  seconde  équation,  de  sorte  qu'on  n'a 
plus  que  deux  équations  du  second  degré. 

Si  les  deux  coniques  ont  un  foyer  en  commun,  fixant  To- 
•  rîgine  à  ce  fojer,  et  prenant  les  axes  rectangulaires,  on  a 
/==:/,  X=:X*,  n=y  =  o.  (Voir  t.  II,  p»4^);  ainsi  les  dMa 
derniers  termes  des  deux  équations,  ainaj  fua  1^  terme  en  x* 
et  le  coeflScient  [kv] ,  disparaissent  ;  ce  qui  simpIiGe  l'équation 
finale.  Du  reste,  nous  reyièndrons  dans  une  autre  occasion 
sur  cette  discussion  importante. 

III.  Supposons  que  la  seconde  conique  représentée  par  des 
lettres  grecques,  soit  enliôrement  donnée  et  que  la  première 
ne  soit  assujettie  qu'à  quatre  conditions  ;  les  six  binômes  A, 
k\  /,  P,  m,  n  fournissent  cinq  rapports,-  supposons  que  Ton 
ait  quatre  équations  entre  ces  cinq  rapports ,  au  moyen  de 
ces  quatre  équations  et  des  équations  (1)  et  (2),  on  pourra 
éliminrr  les  cinq  rapports,  etoaobtiendrale  lieu  géométrique 
des  intersections  des  tangentes  communes  à  la  conique  fixe 
et  à  la  conique  yariable.  Donnons  quelques  exemples. 

1.  La  conique  variable  e$$  assujetUe  d  rester  eetnblable  à 
dle-même  et  semblablement  placée. 

Fixions  l'origine  au  centre  d'homologie,  alors  A,  B,  G  de- 
vient p*A,  p'B ,  ^*G ,  D  et  E  se  changent  enpD  ;  />E  et  F  ne 
changent  pas,  donc  m,  k,  k^  l^l\  nieY\efiuenip*m,p*kfp^\ 
p*l,p*fy  p*n;  substituant  dans  les  équations  (I)  et  (2),  elles 
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deyienoent  diviribles  par  p'  ;.el  chacoMiie  ntâeemm  plo» 
que  p*^pi  éiimiDanC  celte  oonstanle  aiMtraire^,  on  obtient 
le  lien  géométrique  da  poiot  de  ooncoors  des  tangenles 
communes  à  ane  conique  fixe  et  k  une  conique  toujours  sem- 
blable à  une  autre  conique  et  sembl^ement  située,  et  selon 
les  diverses  suppositions  que  Ton  fera  sur  la  position  da 
centre  d'homologie ,  le  lieu  géométrique  se  simplifiera. 

2.  La  conique  variable  est  assujettie  à  n'avoir  qu'un  élé- 
ment arbitraire. 

Supposons  qu'on  oommsse  les  quatre  binômes  ft ,  y,  >,  «  ; 
et  qu'on  ait  une  relation  entre  X'  et  «';  on  tire  de  la  prennère 
équation  la  Taieur  de  x ,  pour  la  snbstifeer  dans-la  seconde 
équation»  où  Ton  prend  la  valeur  de  *k\  et  l'on  yoit  que  x  est 
uAe  fonction  eax^yûn  troisième  degré  divisée  par  une  antre 
fonction  du  même  degré ,  et  V  une  fonction  du  sixième  éegré 
divisée  par  une  fonction  du  cinquième  degré;  d'après  le  degré 
de  la  relation  entre  V  et  it\  il  sera  facile  de  connattre  la  limite 
supérieure  du  degré  du  lieu  géométrique;  p.  ex.  si  Ton  a 
Vz^ax^'+ô ,  a  et  fr  sont  des  quantités  données  ^  le  lieu  géomé- 
trique ne  dépassera  jamais  le  douzième  degré. 

Soit  Ay  +  Rrr+Gr'+Er  =  0;  équation  delà  conique 
donnée ,  et  ^H-  j:'—  2ay  —  2rx  +«•  =  0 ,  TéquaUon  4e  la 
conique  ayant  un  paramètre  r  variable;  on  a  i=0,  n^^, 
!«=—♦,  «=_»r,  x'=— te,  >=0,  V=|(;^— <i»),  y^^ar. 

Faisant  le  calcul,  on  arrive  à  une  équation  du  sixième  de- 
gré ;  la  conique  variable  est  id  une  ellipse  dont  les  diamàtres 
conjugnéa  égaux  sont  constamment  parallèles  aux  axea,  et 
qui  toudie  constamment  Taxe  des  y  en  un  point  (x  =  0, 

Supposons  de  plus  as^,  Téquation  finale  est  du  troisième 
degré,  et  se  décompose  ainsi 

(ma:  —  2k)  [  (ky  —  k'jc)'  +  l'x  {my^  2it)  ]  =  Oj 
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mx  —  2^  =  0,  est  l'équation  d'une  tangente  parallèle  à 
Taxe  des^,  et  touchant  la  conique  donnée  au  point  diamé- 
tralement opposé  à  l'origine  ;  l'équation  du  lieu  géométrique 
peut  se  mettre  sous  la  forme  Ay  +  Vxy + Cx" + D^  =  0 , 
donc  B"  — 4A'C=— 4«ii'A*5  mais  i'=Er;  donc  si  la  conique 
donnée  est  une  ellipse ,  le  lieu  cherché  est  une  hyperbole  et 
vice  versa  ;  les  deux  courbes  sont  concentriques,  et  si  la  coni- 
que fixe  est  une  parabole ,  le  lieu  cherché  est  aussi  une  pa- 
rabole. 

L'équation  aux  axes  principaux  est  (V.  1. 1 ,  p.  496) , 
pour  la  conique  fixe 

pour  le  lieu  cherché 

y  [  (^-4-  ml)  C087  -J-^*"] + Jcy  (A*  +  mi'—  A")  + 
+  x't  — 2A:A'-rcoS7]  =  0. 

Ainsi  les  deux  courbes  n'ont  pas  les  mêmes  axes  principaux. 

Si  7  =  1*,  alors  on  revient  au  problème  du  concours  ;  les 
axes  principaux  sont  les  mêmes,  et  les  deux  courbes  se 
coupant  ortbogonalement  deviennent  lH-GonA>cales,  il  est  à 
remarquer  que  la  bissectrice  des  deux  tangentes  à  l'ellipse , 
est  une  tangente  à  l'hyperbole  bi-confocale,  de  sorte  que 
l'enyeloppe  de  cette  bissectrice  est  une  hyperbole.  C'est  une 
conséquence  du  théorème  XXIV.  (Tome  II,  p.  538.) 

Nous  nous  appuierons  sur  cette  conséquence  pour  démon- 
trer dans  le  prochain  numéro,  par  des^ considérations  géomé- 
triques infinitésimales  le  beau  Théorème  d'un  éminent  géo- 
mètre sur  les  (xrc$  semblables  dans  l'ellipse  (Y.  p.  425)  \  dans 
le  même  numéro,  M.  Gérono  donnera  une  solution  pure- 
ment synthétique  du  problème  du  concours. 

Tm. 
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RE]VURQU£  SUR  LES  UGNES  INCOMMENSURABLES. 

9AWL  K.  lABSBOUS. 


Je  crois  qu'il  est  bon  de  démontrer  en  géométrie  Texis* 
tence  des  lignes  incommensurables,  avant  ^'entamer  la 
partie  qui  traite  des  rapports  et  des  proportions ,  et  d'avoir 
exposé  la  mesure  des  surfaces.  Voici  une  démonstration  de 
rincommcnsurabilité  de  la  diagonale  et  du  c6té  du  carré , 
qui  me  semble  convenir  aux  éléments. 

Sur  la  diagonale  AC  (fig.  63)  du  carré ,  portez  son  c6té 
BC  =  AD,  tirez  BD,  puis  DE  perpendiculaire  à  BD;  de 
même  EF  perpendiculaire  à  DE,  de  même  encore  FG  per- 
pendiealaire  à  EF,  et  ainsi  de  suite,  vous  aurez 

AC=1.BC-|-DC,  DC<BC, 

BC  =  2.DC+EC,  EC<DC, 

DC=2.EC-f  FC,  FC<BC, 
etc.; 

et  ainsi  de  suite  à  l'inCni.  Pour  la  démonstration,  il  suffit  de 
joindre  Davec  le  milieu  Ode  BE. 

On  voit  donc  que  les  éqoalions  se  prolongent  à  FinGni  et 
que  par  conséquent  il  n'y  a  point  de  commune  mesure. 

Mon  ami  M.  Lionnet  m'ayant  demandé  quelques  cooseik 
relativement  à  sa  géométrie,  dont  les  Annales  rendent  avec 
justice  un  compte  avantageux,  je  l'ai  lue  avec  attention.  Il 
m'a  semblé  que  la  recherche  de  la  plus  grande  cxNnmune 
mesure  pouvait  être  le  problème  3  du  livre  3,  et  qu'il  con- 
venait de  démontrer  immédiatement  sur  Texempte  précédent 
que  rincommensurabililé  existe  entre  certaines  lignes,. 
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•Si  l'anieur  tient  absolumeDt  à  ne  point  séparer  deux  pro- 
blèmes par  un  théorème,  il  peut  poser  ainsi  la  question: 
Trouver  la  oonmiune  mesure  ^e  la  diagonale  et  du  côté  du 
carré  ;  cet  exeqapte  yient  naturellement  après  Texposé  de  la 
méthode  4a  la  commune  mesure. 

HoTE,  C'fft  dans  le  dixième  livre  flu'Euclide  commence  à 
s'occqper^  des  grandeurs  incommensurables.  La  première 
définition  de  ce  livre  est  que  deux  çrandmrs  sont  comnMn- 
mrables^  lorsqu'elles  ont  une  commune  mesure.  U  démontre 
ensuite  (Pa|p.  Y) ,  que  les  grandeurs  oommensurables  sont 
entre  ell^  comme  nombre  à  nombre ,  et  par  ce  mot  nombre, 
il  faut  toujours  entendre,  selon  la  deuxième  définition  du 
septième  livre ,  un  assemblage  d*unités  -,  la  proposition  sui- 
vante  (YI)  démontre  que  les  grandeurs  qui  sont  entre  ellea 
conune  nombre  à  nombre  sont  conunensuraUes;  et  par  con- 
séquent (YIII)  les  grandeurs  qui  ne  sont  pas  comme  nom- 
breà  nombre  sontincammenaurabtis  ;  une  droite  étant  de  lon- 
gueur donnée,  on  peut  trouver  une  infinité  d'autres  droites, 
les  unes  commensurables  avec  la  droite  donnée  et  les  autres 
inoommensmjfibles,  la  droit%  donnée  se  nomme  roHonnelh, 
et  de  même  les  droites  commensurables  avec  elle$  mais  les 
droites  incommensurables  se  nomment  irrationnelks  (défini- 
lion  6).  On  vçit  donc  que  selon  Euclide ,  rinccnomensura- 
bilité  qualifie  le  rapport  et  l'irroHtmalité  s'applique  aux 
quantités  mises  en  rapport.  Mais  jamais  il  ne  parle  de  nom- 
bre irriêionnel ,  cela  impliquerait  chez  lui  une  locution  con- 
tradictoire,  et  reviendrait  à  dire  un  nombre  qui  n'est  pas 
un  nombre.  La  proposition  finale  (GX\II)  du  dixième  livre 
établit,  que  la  diagonale  du  carré  est  incommensurable  en 
longueur  au  côté  du  carré.  Euclide  en  donne  deux  démons- 
trations; voîci  la  première  d'une  extrême  simplicité. 

Soit  AG  la  diagonale. et  AB  le  côté  du  carré ,  si  l'on  avait 
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— -  :=  ~-  ;  m  et  rt  étant  deux  nombres  premiers  entre  eux, 
AB        n 

Von  aurait  aussi  -7^  =  — =3,  donc  m' est  nn  nombre  pnsr. 

Ad  n     • 

par  conséquent  m  est  pair  et  n  premier  avec  m  est  impair, 

faisons  m  =  9/7 ,  on  anra  -^  =  1 ,  donc  n'  est  pair  ,   et 

aussi  A,  ce  nombre  serait  donc  à  la  fois  impal#'  et  pair;  ce 
qviest  absurde,  donc  etc.  Le  mot  irrattennel  répond  kèkhjo^ 
des  Grecs  ;  mais  ce  mot  devrait  plntAt  se  traduire  par  inex- 
primable 9  in^àUe  ;  les  Grées  désignaient  ain^  des  nomlires 
fs'on  ne  peut  prononcer}  le  'kvfbç  signifiant  en  mâane  temps 
jMroU  et  rapport  j  les  tradoetenrs  latins  ont  adapté  eetfe 
dernière  acception  ;  quelquefois  les  grecs  se  servaient  encore 
du  mot  Mixpâ<,  muet,  pour  désigner  un  nombre  qa'on  ne 
peut  prononcer,  de  même  que  nous  disons  un  e  muet;  mais 
eooHne  le  même  mot  grec  le  plta  sonvent  veut  Are  sencnl, 
les  tradoeleors  ont  encore  adopté  cette  signification  ;  delà  le 
\  de  mmibres  tawrdê ,  donné  aux  irrationnels. 


RECTIFICATION  IHS  L'É<j(UATION  j^^iY.  p.  3»7.) 

9 An.   V.   3LOUXS  RBjaiBa, 

#!▼•  dtt  oolléSQ  royal  <to  Eiettt. 


Soient  y,  et  y^  les  deux  valeurs  de  ^ ,  on  a  y,j'^  =  —  p, 
donc 

^'"yr^-'^nr       k    ~  kh  i 

4m  trouve  une  expression  analogue  pour  x. ,-  donc  on  a 

I  +  le  (*+i*A*)a:'+(A  —  **A')  V/c*y' +*>  =  ^'h'I^. 
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OBSERVATION 

9ur  la  résolution  numérique  des  équations  du  quatrième  degré. 

VAB  at.  €B.  OHOQUST. 

Pour  fésoodre  une  éqastion  numérique  do  quatrième 
degré  dont  toutes  les  raeînee  réelles  *kmt  inoommensoraUe», 
il  suffit  de  faire  évaDouir  le  second  terme  et  de  changer 

ensuite  JT  en  -  ;  cor  la  dérivée  de  l'équation  ainsi  transfor- 

mée  a  une  racine  nulle,  et  en  déterminant  les  deux  autres 
racines,  on  peut  séparer  celles  de  la  proposée  par  le  théo- 
rème de  RoUe  *. 


PROBLÈME  PROPOSÉ  A  L'EXAMEN  DE  t8U 

POUR  L'ËCOLE  POLYTECHNIQUE  , 
VAB  K.  OH.  OHOQUST. 


Une  corde,  dan»une  conique^  étattê  vue  d'un  foyer  sous  un 
angle  oonstatU^  trouver  le  Ueu  géométrique  des  points  d*in- 
tersection  des  tangentes  menées  par  les  extrémités  de  la  corde . 

Od  Hiène  p«r  k  foyer  d'une  section  conique,  tfcux  rqrons 
▼ecteurs  qui  forment  entre  eux  un  angle  donné  2z  ;  trouver 
le  Ueu  de  Tintersection  des  tangentes  menées  à  la  courbe 
par  les  extrémités  de  ces  deux  rayons  vecteurs. 

Ce  problème  se  résont  très-simplement,  en  employant  des 
coordonnées  polaires. 

<•)  V.  l.  II,  pag.  256. 
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li'éqoaUon  de  la  courbe  donnée  est  p  =  r — £ .     * 

L'éqQalion  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points  (p%  •Z)^ 
(p^u>")est 

_  >>V^8in(>»'— O 

^     p"  8în  t«  -  «") — p  sin  (»  —  «')' 

en  exprimant  que  les  deux  points  sont  sur  la  ooarbe,  on 
change  cette  équation dass. la  soiyante 


€08  4  (w' — «") 


et  en  supposant  qne  les  deux  points  se  confondent ,  on  a 
pour  réquation  de  la  tangente  au  point  [p\  «'] 

P 


t50S(w — «7 — eCOSco 

L'équation  de  la  seconde  tangente  est 
P 


0- 


COS(»— w'  — 2a)—  CCOS»* 

Pour  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  tangentes ,  on  doit 
avoir 

COS  («— »  )  =  C0S(« — »'—  2âr)  , 

d'où      «— c^'+to— «'— 2a  =  2iht,  u)=»'+ibt+a, 

et  en  éliminant  J  entre  la  dernière  équation  et  celle  de  la 
première  tangente,  on  obtient  réquation  éa  Ueu  diercbé, 
qui  est 


P  1        COSa 

f  ~  ^^Tz;: ,  OU  simplement  p  =  — 

1 cos« 

COSot 


n  Voir  t.  Il ,  p.  Ï12. 
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Quaod  la  eoarbe  doDoée  est  une  ellipse ,  le  lieu  demiiidé 
peoi  étrenne  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole  ayant  le 
foyer  et  la  directrice  correspondante  en  commun  avecrèllipse. 

Quand  la  courbe  donnée  est  une  parabole  ou  une  hyper- 
bole, le  lieu  demandé  est  une  hyperbole. 

<^nand  2b=b  iSCr,  le  Ken  est  la  direetriee;  c'est,  en  effet, 
ce  qu'on  devait  trouver ,  puisque  la  directrice  est  la  polaire 
du  foyer. 

L'équation  a>=u>'-{-a-|-^ir  démontre  ce  théorème.  La 
droite  qui  joint  le  foyer  au  pmnt  de  concours  de  deux  tan- 
gentes divise  en  deux  parties  égales  l'angW  des  rayons  vec- 
teurs qui  aboutissent  aux  points  de  contact  (*). 

En  remplaçant  l'angle  2a  far  son  supplément  >  ce  qui  re- 
vient à  remplacer  «  par  90^  —  « ,  on  obtient  un  lieu  différent 
du  précédent  et  dont  l'équation  est 

P 

SÎUa 


P  = 


i : — COSco 

sma 


Lorsqu'on  emploie,  pour  résoudre  le  problème,  les  coor- 
données rectangles ,  on  obtient  à  la  fois  les  deux  lieux  re- 
présentés par  les  deux  équations  ci-dessus,  en  sorte  que  l'é- 
quation à  laquelle  on  parvient  est  do  quatrième  degré  et 
déoomposâble  en  deux  facteurs  du  second  degré. 

Qb  peut  obtenir  aisément,  par  des  considérations  toutes 
settiblables  à  celles  qui  viennent  d'être  exposées ,  l'équation 
de  la  courbe  tangente  aux  cordes  qui  joignent  les  extrémités 
des  deux  rayons  vecteurs. 

L'équation  d'une  de  ces  cordes  est 

p= E . 

COSfcû  —  (I)' — a) 

.    ^ :  — eCOSùJ 

COS  a 

(*)  Voir  t.  II,  p.  SS3.  La  bisseclrice  coupe  la  corde  aa  point  où  elle  touche  son 
enTeloppe.  Tm. 

AU!!.  Dl  llATBtM.  111  ^^ 
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eoode  corde,  il  vleiii 


p=. 


COi(*»— fl*^-^*— «) 

^ ■  — ecosw 

C06a 


Poor  le  poiDt  dlntersecUon  des  deoz  cordes ,  on  doit  wmàt 

d'où  o>  =  «'  +  a  +  ^+Ai:, 

et  qomd  les  deux  cordes  se  coBfoBdent,  usstt'-f-a+Air. 

B&  élioiinaot  J  ealre  cette  dernière  éqoatioa  et  ceUe  de  h 
première  corde ,  oo  obtient  l'éfostion  de  la  conrbe  deman- 
dée,qui  est  • 

_         ^CQSa 

^~"l— eoosxoas»** 

Cette  courbe  a  encore  le  fojer  et  la  directrice  en  conunon 
avec  l'ellipse. 

N(^.  M.  PonceletdénKintre  ces  divers  théorèmes  géomé- 
triquement. (Prop.  proj.,  p.  279).  Tm. 
■                              — ^_„,^— — ^■»— — — p^— ^-^— ^ 

SUR  LES  COURBES  PARALLÈLES  A  L'ELUPSE  O. 

V4.a  «.  BBJROV  (»B  GBAMV), 
IngéDieur  des  ponUi  et  cbaotséas. 

Parmi  les  formes  courbes  que  les  arts  empruntent  à  h 
géométrie,' on  distingue  particulièrement  l'oMfe,  forme 
qui,  sans  être  entièrement  arbitraire,  n'est  cependant  pas 
définie  d'une  manière  précise.  La  détmmination  d'un  ^pe 
des  figures  OYales  étant,  au  fond ,  une  affaire  presque  loot 
entière  de  goût,  il  n'est  nullement  étonnant  que  rien  ne  soit 


O  Voir  De  llneis  et  soperfidebos  asquidisUntibos.  Dissertatio  inaiitnralif 
Michaells  Reiss.  GolUngue  i8a6,  in^*.  —  Eiestner,  Comon.  »oe.  G^ltin^  t.  XI.— 
Crelle ,  isn ,  t.  II ,  p.  ^s.  Tm. 
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arrêté  sur  ce  point.  Monge  semble  Déanmoins  a?oir  voulu 
résoudre  la  qoestioii ,  en  désignant  Tellipse  comme  la  courbe 
)a  plos  gracieuse  et  la  plus  élégante,  sentiment  que  Faùto- 
rilé  de  ce  grand  maître ,  appuyée  de  la  beauté  réelle  de 
Tof ak  elliptique ,  n*a  pu  faire  prévaloir  dans  la  pratique. 
D'une  part,  il  est  douteux  que  les  jeunes  générations  imHiées 
à  la  géométrie  des  sectioiû  coniques  le  partagent  exclusive- 
ment ;  nous  sommes  moins  attachés  que  les^nciens  à  certaines 
idées  de  perfection  qu'ils  se  Cftisaient  de  quelques  courbes, 
et  que  la  généralité  des  conceptions  modernes  aflbiblit  de 
jour  en  jour.  Cette  espèce  de  culte  qu'ils  professaient  sur- 
tout pour  le  cerde  a  dû  s'étendr»  naturellement  à  Fellipse, 
qpi  s'y  rattache  si  étroitement ,  qui  est  après  lui ,  en  un 
mot ,  la  plus  connue  et  la  plus  populaire  de  toutes  les  cour- 
bes; mais  s'il  se  retrouve  aujourd'hui  quelque  part,  c'est 
assoréoient  moins  que  jamais  chez  ceux  qu'éclaire  la  saine 
tMorie.  B'on  autre  oMé,  H  est  certain  que  la  pratique  du 
traoé  de  PeÛipse,  notamment  dans  les  arts  de  construction , 
n'a  point  encore  été  franchemenfl|oplée,  même  par  les 
Aèves  de  l'école  polytechnique ,  disciples  directement  ou  par 
la  tradition  du  célètare  Monge. 

Cette  déchéance  s'explique,  an  moins  en  partie,  par  les 
diiicoltés  de  tracé  que  l'on  imagine  être  inhérentes  aux 
cowbes  continues  autres  que  le  cercle.  Des  constructeurs 
gèonètres,  à  la  tête  desquels  je  dois  citer  Prony,  ont  cher- 
chée les  vaincre;  d'autres  ont,  au  contraire,  essayé  de  per- 
f ectiomier  les  méthodes,  nombreuses  aujourd'hui^  du  tracé 
des  anses  de  panier ^  courbes  composées  d'une  suite  d'arcs 
de  cercle  tangents  entre  eux  j  tentatives  inspirées  générale- 
ment  moins  par  le  désir  de  trouver  des  procédés  usuels 
phis  facUeg  que  par  le  besoin  d'oiHr  aux  yeux  d'un  public 
plus  familiarisé  avec  l'aspect  des  monuments,  des  formes  ir- 
réprochables. 
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Mais  ces  dilBcoliés,  qu'une  opinion  généralement  aocr^ 
ditée  persiste  à  vouloir  éviter»  ne  sont  pas  l'objet  réel  de  la 
question;  fussent-elles  levées,  je  ne  crois  pas  qne  rdlipoe 
serait  davantage  adoptée  ooooune  type  de  la  forme  ovale.  En 
effet,  les  deux  axes  de  cette  courbe  suflbent  pour  la  déter- 
miner entièrement,  tandis  que  dans  les  arts,  il  convient 
presque  toujours,  après  avoir  fixé  la  position  des  sommets  ^ 
de  disposer  de  la  courbure  en  ces  points ,  diose  imposAle 
avec  une  ligne  du  second  ordre.  Le  tracé  de  l'ovale  manque 
donc  »  tant  que  l'on  s'en  tient  à  l'ellipse,  de  certaines  condi- 
tions essentielles,  ce  qui  a  été  remarqué  déjà  par  M.  Picot, 
ingénieur  des  ponts  et  cbaisséesO;  il  a  exprimé  le  défaut 
de  cette  courbe  en  disant  que  «  les  cordes  parallètos  ao 
»  grand  axe  décroissent  trop  rapidement  de  cet  axe  au  i 
»  met.  »  A  son  exemple ,  je  vais  tâcher  d'indiquer ,  en  i 
placement  de  l'ovale  elliptique ,  une  acftre  courbe  d'un  degré 
plus  élevé ,  mais  en  m'imposant  comme  condition  de  la  ratta- 
cher par  sa  construction  à  l'dlipee  même  d'une  manière 
assez  simple  pour  que  l^^tion  nouvelle  oompiéle  ranctenne 
sans  effort.  La  solution  ainsi  obtenue  laissera  peut-être 
quelque  chose  à  désirer ,  n'ayant  point  à  ma  disposition  de 
courbe  d'un  degré  supérieur  dont  les  inropriétés  soient  asseï 
saillantes  pour  que  leur  étude,  en  vue  des  applications  dont 
il  s'agit  ici,  pût  être  utile  à  l'enseignement  sans  le  surchar- 
ger ;  persuadé  d'ailleurs  qu'à  moins  de  combler  nne  grcnde 
lacune  ou  de  se  présenter  avec  un  attirail  de  propoaitioBS 
capables  soit  d'exciter  nn  légitime  intérêt,  soit  de 


O  AdmIm  des  ponts  et  chaasséet,  1839,  2«  trimestre,  p.  isi.^  La  courbe 
qu'il  indique  s'obtient  en  donnant  pour  ordonnée  à  Tifrseisse  d«  poûsc  de  ta 
eirconférence  de  rayon  a,  l'ordonnée  de  l'ellipse  concentrique  (i,e),  an  point 
qui  se  trouve  sur  le  raf  on  mené  de  l'origiDe  à  la  ciitoiféreBon.  L'équation  art 
aMyS+ft>e<«*  — (e*— it)«*y*— otfrscs.  Le  rapport  des  rayons  de  courbure  prio- 

.       aS 
cipaui  est  le  même  qife  dans  rdlipse  («,6),  il  se  téduil  à  -r-. 
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viTemeoi  la  coriosité,  une  théorie  quelqae  peu  compliquée 
s'oublie  bien  Tîte,  je  prérdre  me  servir  de  théories  déjà 
établies ,  que  leur  application  à  un  grand  nombre  d'objets  a 
foit  regarder  comme  iodispensables. 

Ce  qui  vient  d'être  dit  était  nécessaire  pour  préciser  les 
termes  du  problème  ;  on  voit  maintenant  à  quel  point  de  vue 
nous  considérons  les  courbes  parallèles  k  Tellipse  :  il  s'agit 
de  foire  connaître  un  type  des  figures  ovales  qui  puisse  rem- 
placer Tellipse  dans  les  arts. 

1.  —  Portons  sur  chaque  normale  de  Tellipse  une  même 
longueur,  le  lieu  géométrique  des  points  ainsi  obtenus  for- 
mwa  une  courbe  jouissant  de  cette  propriété  que  :  la  nor- 
mole  en  chacun  de  ses  points  est  normale  à  V ellipse. 

Soient,  en  effet,  deox  normales  ni^  n'i  menées  par  les 
points  n,  n'  de  l'ellipse  et  se  rencontrant  en  î;  m,  m'  les 
deux  points  correspondants  de  la- courbe  parallèle;  menons 
les  sécantes  mm',  nn'  et  proloDgeons-les  jusqu'à  leur  point 
de  renoontrej  ;  on  a ,  au  moyen  du  théorème  connu  qui  sert 
de  fondement  à  la  théorie  des  transversales, 
jm  mfm  ^  m'i 
Jn        n'n  '  n'i 

Supposons  maintenant  que  le  point  n'  s'approche  de  n ,  les 
sécantes  ly ,  m/  tendront  à  devenir  tangentes  aux  deux  cour- 
bes ;  en  même  temps ,  le  second  membre  de  l'égalité  ci-dessus 
converge  vers  Funité ,  car,  à  cause  de  l'hypothèse  mn = m'n, 
ona 

d'où  il  suit  que  les  triangles  inn\  imm!  peuvent  être,  à  la 
limite ,  regardés  comme  semblables ,  ce  qui  donne 

mm  ^  mi 

■^•'^^ 
Or,  par  construction ,  lorsque  j/i  est  devenu  une  tangente  à 
Tellipse ,  il  se  trouve  perpendiculaire  à  ni  \  donc  aussiym  doit 
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être  alors  perpendiculaire  mr  mi^  c'eit4i-dire  pmlléle  à 
jn ,  sans  quoi  l'on  ne  pourrait  areir  à  la  Koiite  ^  aiotl  fall 
Tient  d'être  ébmmiTéjjm=jn. 

Chaque  normale  à  l'ellipse  est  donc  aussi  iM»naie  à  la 
courbe  parallèle ,  et  réciproquement  i  car  à  diaque  normale 
de  la  première  courbe  correspond  un  point  de  la  seconde ,  et 
en  menant  de  ce  point  les  normales  à  l'eDipse  qne  comporte 
sa  position ,  on  doit  en  trouver  ime  égnieà  la  longueur  con- 
stante qui  sert  a  construire  la  courbe.  Or,  on  vient  de  de* 
montrer  que  cette  ncHmude  de  l'ellipae  est  aussi  nne  normale 
de  la  courbe  parallèle,  donc ,  etc.,  C.  Q.  F.  D. 

Remarque.  J'ai  admis  tacitement  que  le  point  i  à  la  lioùte 
ne  coïncide  pas  arec  le  point  n ,  c'esl-à-dire  que  le  rajoA  de 
courbure  de  la  courbe  primitive  n'est  pas  nul  ;  mc^eaaant 
cette  restriction ,  qui  convient  à  Fellipse ,  la  dèmonstratkMi 
précédente  est  applicable  à  une  courbe  quelconque ,  mène 
non  algébrique  C). 

2.  —  La  courbe  psHrallèle  à  Tellipse  peut  être  regardée , 
en  raison  de  la  propriété  qui  forme  l'objet  de  ce  tbéûrèaie , 
comme  l'enveloppe  d'une  circonférence  de  rajon  constant 
dont  le  centre  est  assujetti  à  demeurer  sur  l'ellipse  î  or ,  à 
cette  dernière,  comme  on  sait ,  répond  loiQonrs  dans  Feapace 
une  circonférence  dont  elle  est  la  projectioB.  Le  ccrde  dm»- 
bile  e9M)tii^pé  peut  être  considéré  comme  la  projection  d'une 
sphère  de  même  rayon,  dont  le  centre  se  ment  sur  la  droon^ 
férence  dont  l'ellipse  est  la  projection.  L'enveloppe  de  cetis 
sphère  n'est  autre  chose  que  le  tore  ou  surface  annulaire, 
d'où  il  suit  que  la  courbe  parallèle  à  l'ellîpse  forme  le 
contour  apparent  de  la  prDJe(;tion  d'un  tore.  Sans  avoir  la 
prétention  de  créer  un  nom  nouveau ,  je  nommerai ,  seule- 
ment pour  abréger,  la  courbe  dont  il  s'agit  toroide^  désî* 

(*)  C'Ml  un  cas  parUeuller  de  la  eonstroetion  ^érale  iiMll^ée ,  t.  II,  p.  H». 
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goatioa  tirte»  eonme  on  voit,  de  Time  àta^ttopriéUê  les 
pins  saiUtt^toi. 

3.  —  De  ce  que  la  normale  de  la  toroïde  est  néoessaire- 
ment  nonnale  à  reUqMe,  H  résolDs  i«ue  les  cenlres  dds  ecT'- 
eles  oscnlateors  aox  pcûits  eorrespendaats  situés  snr  cette 
ligne  coïncident  ^  ou ,  en  d'autres  termes,  qae  les  rdjons  de 
courbure  des  deux  courbes  présentent  une  différence  con- 
stante; il  est  évident  qu'elles  ont  la  même  développée.  Nous 
pouvons,  en  conséquence,  regarder  la  toroïde comme  dé- 
crite par  le  point  d'une  ligne  droite  qui  se  meut  de  manitee 
à  toucher  la  développée  sans  glisser  dans  le  sens  de  sa  lon- 
gueur. On  remarquera  que,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus 
haut  9  la  (oroîde  se  compose  de  deux  branches  décrites  simul- 
tanément  par  lès  deux  points  dé  la  droite  mobile,  également 
distants  du  point  de  l'ellipse,  l'on  du  côté  convexe ,  l'autre 
du  côté  concave.  La  première  de  ces  branches  est  toujours 
de  forme  ovale ,  la  seconde  présente  une  figure  variable  sui- 
vant les  cas  :  elle  est  ovale  lorsque  la  distance  à  l'ellipse  est 
inférieure  au  plus  petit  de  se^  rayons  de  courbure  ;  vient-elle 
à  le  sorpBssèr ,  la  branche  de  tonMe  oSre  quatre  points  de 
rebroussement  situés  sur  la  développée;  mais  si  Ton  frit 
crotire  la  même  distance  au  ddà  de  la  longueur  du  rayon 
de  courbure  maximum  de  l'ellipse,  la  branche  redevient 
ovale.  Il  est  très-facfle  de  se  rendre  compte  de  toutes  ces 
particularités. 

4.  —  La  connaissance  du  rayon  de  courbure  d'une  courbe 
étant  l'un  des  meilleurs  moyens  d'en  connaître  les  diverses 
affections,  je  rassemble  ici  quelques  formules  dont  on  pourra 
se  servir  utilement  pour  calculer  la  longueur  de  ce  rayon , 
et ,  au  besoin ,  pour  le  construire  graphiquement. 

Le  rayon  de  courbure  de  la  toroïde  n'étant  autre  chose  que 
celui  de  l'ellipse  augmenté  ou  diminué  d'une  certaine  lon- 
gueur, les  formules  suivantes  sont  relatives  à  l'ellipse.  Je 
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toppose  cette  ligne  ra|»portée  à  set  axes  prittdpMn  tf,  fr,  c*, 
Xf  ^désignant  les  mêmes  lignes  que  dans  les- traités  daasi- 
gnes,  nommons  de  phis  N  h  portion  de  normale  ocnnprine 
entre  la  courbe  et  le  grand  axe ,  i  l'angle  qu'elle  fait  ayec  les 
rayons  vecteur»  f^,  v^  menés  aux  deux  foyers ,  et  p  le  rayon 
de  courbure. 
On  a 

Cette  dernière  expression  9e  déduit  aisément  de  cello 
qui  a  été  donné0  par  M.  6à*ono,  tome  II ,  p.  78. 

Gela  posé ,  on  arrive  sans  peine  aux  formules  suivantes. 

1»  Expression  du  rayon  de  çoorbure  en  fonction  de  U 
normale 

NV 

2<>  Expression  du  même  rayon  en  fgoctioii  de  l'angle  i^ 
p  peut  être  mis  sous  la  forme 

_(6*4-cy)î 
el  comme  Ton  a 


C08»==- 


it  vient 

^^  a'  cos't' 

Cette  formule  a  été  indiquée  par  M.  Transon  {Journal  de 
UowUle ,  t.  I ,  p.  191  )  ,*  elle  se  prête  à  une  construction 
g^pbique  élégante  et  facile  à  retrouver. 
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GoniBie  mcgroo  de  Térificatioo ,  il  est  utile  de  remanpMr 
qoe  l'on  a  la  relation 

Noos  »  =  -(•). 

3*  ExpraMioD  da  rayop  de  oourbore  eo  fooctioii  des  rayons 
vectean  aux  foyers.  On  a 

4c'  =  ^  +  i^^—^çvf  cos2i. 


d*0Ù  C08*l=:- 


4j;j/  ^fç^* 


el  enfin  a  «s  — r— • 

^        ab 

5.  ^  Considérons  à  présent  la  conrbnre  des  sommets  de  la 
toroMe.  Ce  que  je  vais  dire  se  rapportera  aniqaemeot  à  la 
branche  extérieure  de  la  oonrbe ,  la  senle  dbnt  il  y  ait  lieu 
de  s'occnper  en  vue  du  tracé  des  figures  ofaks.  Soit  \  la  dis- 
tance à  rellipsc ,  je  pose 

a  X 

A,  B,R,r  étant  les  axes  et  les  rayons  de  coorbore  prind- 
patD^  de  la  (oroïde  ^  l'éUmination  des  quantités  a ,  b  donne 

RB-A* 


x= 


et ,  par  saite^ 


ass 


R+B— 2A' 

(A-B)(R— A) 


A» 


R+B— 2A    ' 

(A-B)* 


R+B— 2A' 

(A-B)- 


'^=»      R^A 

Ces  diverses  formules  contenant  trois  quantités ,  A,  B,  R^ 

on  Toit  que  les  axes  principaux  de  la  toroMe  étant  déter-* 

CO  V.  t  U ,  p.  &3T.  Tb«or.  XJX.  Tm. 
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minte,  il  est  poMiUe  de  disposer  encore  de  R ,  ce  qui  n'a 
point  lien  pour  Tellipse. 

La  dernière  fait  voir  qoe  r  augmente  avec  R  et  converge 
vers  la  limite  B.  Lorsque  R  devient  infini ,  on  a 

X=B,  a=A.— B,  fr=0,  r=B. 

L'ellipse  se  réduit,  dans  ce  cas,  à  une  ligne  droite  de 
longueur  2a,  et  la  toroïde  à  deux  demi-circonférenoes  rac- 
cordées entre  elles  par  des  lignes  droites  ;  en  d'autres  termes, 
la  figure  représente ,  ainsi  que  l'on  pouvait  s'y  attendre,  la 
projection  d'un  tore  sur  un  plan  parallèle  à  son  axe. 

6.—  La  longueur  de  l'arc  de  toroïde  n'est  pas  exprimaUe 
sons  forme  finie,  non  plus  que  celle  de  l'arc  d'ellipae;  k 
premier  est  égal  an  second,  augmenté  de  Tare  «iradaire 
compris,  sur  la  circonférence  de  rn^on  X,  entre  deux 
rayons  parallèles  anx  normales  extrêmes ,  de  sorte  que  S  et 
S,  étant  les  longueurs  totales  de  la  toroïde  et  de  l'ellipse,  on  a 

S=So  +  2ir>. 

La  surface  en  dehors  de  celle  de  l'ellipse ,  s'obtient  par 
l'application  de  la  règle  de  Guldin,  elle  est  égale  à  l'arc 
parcouru  par  le  milieu  de  \  multiplié  pftr  cette  longueur.  Or 
l'arc  parcouru  est  lui-mémé  égal  à  la  demi-somme  de  l'arc 
de  toroïde,  et  de  l'arc  d'èlUpse»  nommons  a  l'aire  totale  de 
la  oourlie,  nous  aurons 

Cette  surface  est  pins  grande  que  celle  de  l'ellipae,  qni 
aurait  les  mêmes  axes  que  la  toroïde  »  pour  savoir  quelle  est 
la  différence ,  il  suiBt  de  retrancher  de  a  l'aire  ic(/x+X)  (6+X}, 
on  trouve  qu'elle  est  exprimée  par  la  formule 
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orooadéMNiM,  tonielll,  p.  339,qiie  S«6il  i^lasgrtnd 
que  n(a  +  b)y  donc,  etc.  G.Q.F.D. 

L'éf  alsatiOD  DQiiiériqiie  de  cet  diStrences  ne  poarant  être 
oMcoM  qoe  diffidlonent  par  les  métbodcs  ordinatrai,  j'in- 
scris ici  qQefapm  aottibres  pro|ffes  à  donner  one  idéede  lenr 
marcbe.  Lss  lODpmus  d'eUipns  sont  extraites  de  la  table  C) 
pdMiée  dans  la  8*  Tolnme  du  Cours  de  constructions  de 
Sganiin ,  V  édiChm.  La  longueur  2a  est  prise  pour  unité ,  et 
b  tarie  de  vingtième  en  vingtième  : 


b 

2<z 

S. 

it(a^.é) 

S.— «{«  +  6) 

S.-«{«+ô) 

s. 

0,10 

2,08324 

1,88496 

0,19828 

0,09518 

0,15 

2,18660 

2,04204 

0.14456 

0,06611 

0,20 

2,30028 

2,19911 

0,10117 

0,04422 

0,25 

2,42272 

2,35619 

0,06653 

0,02746 

0,30 

2,55338 

2,51337 

0,04011 

0,01571 

0,35 

2,69078 

2,67035 

0,02043 

0,00761 

0,40 

2,83596 

2,82743 

0,00853 

0,00301 

0,45 

2,98622 

2.98451 

0,00171 

0,00057 

0,50 

3,14159 

3,14159 

0,00000 

0,00000 

Les  deux  dernières  colonnes  expriment  les  différences 
rapportées  au  diamètre  principal  et  au  périmètre  de  rellipse. 
Les  unes  et  les  autres  w>nt  en  décroissant  i  mesure  que  Td- 
lipse  approche  davantage  de  la  figure  circulaire ,  et  devien- 
nent nulles  à  cette  limite. 

7. — Tracé  en  çprand  de  la  toràide.  La  facilité  de  tracer  une 
conrbe  a  bien  plus  d'importance  pour  les  arts  que  pour  la 
théorie.  Il  entre  donc  naturellement  dans  mes  vues,  de  re- 


(*)  Gttn  tablé  «e  mérité,  mus  lé  rapport  dé  Véiactiludé ,  qu'oné^ médiocre 
confiance.  Les  rapports  qu'elle  donne ,  rapprochés  de  ceux  obtenus  par  M.  de 
Safnt-OailbetB ,  en  dififôrent  quelquefois  dans  les  trois  dernières  décimales. 
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chereher  pour  It  loroXde  des  moyens  dedeacviptlm  eommodes 
et  peu  oompliqués. 

I''  La  coDstroctioii  peut  s'effactoer  ptr  p^ats ,  ao  moyen 
des  nonnales  de  i'dlipse  sur  leaqaeUes  on  porte  la  hmgmem 
constante  \.  Ce  procédé  a  contre  loi  sa  kmgaenr. 

^  Dans  certains  cas  on  se  servira  avec  avantage  d'an 
procédé  indiqué  par  M.  de  Prony,  lequel  consisla  à  regarder 
la  courbe  comme  Fenvéloppe  de  ses  tangentes.  Indéterminé 
les  points  où  celles-ci  renoHitrent  les  côtés  du  rectangle 
construit  sur  les  demi-axes  a ,  b.  S<Mt  a  la  longueur  ioter- 
ceptée  par  la  tangente  à  l'ellipse  sur  le  côté  du  redaagle 
parallèle  aux  x,  à  partir  du  sommet  qpposé  à  Torigiiie  ;  p  la 
portion  de  l'autre  côté  interceptée  entre  la  même  tangente 
et  le  grand  axe  ;  on  divisera  ce  dernier  côté,  paraltèle  aux  j^, 
en  n  parties  égales  -,  pour  une  valeur  de  p  comprenant  p 
divisions,  on  aura  (je  supprime  la  démonstration), 

b                    2a 
p=±p  a  = -, 

P 
2a  ^p 


a—x  = -;,  J'» 


'+7-  '+? 

On  doit  remarquer  Tidentité  • 

A  chaque  tangente  ainsi  obtenue  on  mènera  une  parallèle 
qui  en  soit  distante  de  la  longueur  "k  ;  ce  sera  la  tangente  de 
la  toroïde.  Le  point  de  contact  sera  la  projection  du  point 
(^fj")  sur  cette  tangente. 

L'espace  nécessaire  pour  ce  mode  de  description  n'excè- 
dent pas  les  limites  du  rectangle  circonscrit  à  chaque  quart 
de  courbe ,  ce  seul  motif  pourrait  le  faire  préférer  par  les 
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cûDslractettrs,  tonque  Tovale  devra  présenter  de  grandes 
dimenfiona. 

On  pourrait  oonalmire  des  tables  pour  l'ai^lication  de  cette 
méthode.  ,£n  les  dressant  poar  le  tracé  d'une  drconférence 
de  cerde  dont  le  rayon  serait  égal  à  TnQité,  les  longnenrs  a, 
a—x,  parallèles  à  l'axe  a ,  s'obtiendraient  en  moltipliant 
par  a  les  nombres  donnés  par  les  tables  ;  de  même ,  on  cal- 
culerait les  longnears  parallèles  à  Taxe  à  en  mnltipUant  les 
nombres  correspondants  par  b. 

3**  La  tocoïde  est  susceptible  d'être  tracée  d'une  mani^ie 
assez  nette  par  les  intersections  successives  d^nne  suite  de 
circonférences  de  rayon  X  ayant  leurs  centres  sur  l'ellipse. 

4*  Tracé  de  la  toroïde  d'un  mouvement  continu.  Il  serai! 
peut-être  possible  d'établir  un  instrument  qui  tracerait  la 
toroïde  par  un  trait  continu. 

Soit  OGO'  (le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure)  un  trian- 
gle isocèle  variable ,  dont  le  côté  OC  ayant  pour  longueur 

-(a4-&)  passe  constamment  par  le  centre  0  de  la  courbe, 

et  dont  la  base  OO'  coïncide  en  direction  avec  le  grand 
axe;  on  sait  que  le  point  n,  pris  sur  le  côté  CO,  de  ma- 
nière que  Cn  ait  pour  longueur  -{a—b)^  décrit  l'ellipse, 

et  que  si  l'on  prend ,  sur  le  prolongement  de  OG,  CI  s  OC, 
la  droite  In  est  normale  à  l'ellipse  menée  par  le  point  n.  11 
suit  de  là  que  tout  point  m  de  cette  droite  décrit  une  branche 
de  toroïde. 

L'instrument  se  composerait  de  trois  règles  ou  tiges.  La 
première ,  CI ,  tournant  autour  du  centre  O  ;  la  seconde  ar- 
ticulée sur  la  première  en  G  et  ayant  son  extrémité  O  con- 
stamment sur  le  grand  axe  ;  la  dernière  enfin  articulée  en  n 
sur  GO'  et  assujettie  à  passer  toujours  par  le  point  I  sur  le 
pndongement  de  OC,  au  moyen  d'un  anneau  ou  d'une />rison 
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qui  lui  peraieitraii  de  gUMer  daM  le  aens  de  sa  lo^gneiir. 
Un  crayon ,  on  même  un  tire-ligne  attaché  en  m  tneorail 
latoroldei  il  arriverait  même  fue  (et  tanai  dii  liiv4^M,  «mc 
fois  fixéu  doMkmudHtraii^  isrofil  êaujimn  iirigéeÊ  eon- 
vmable$nmtp«r  ce  lyiMme. 

g.  Loa  noiiona  qui  précèdent  étaMinent  qne  la  brandie 
extérieure  dei  torcMes,  ou  courbes  parallèles  à  PéUipse, 
jouit ,  comme  type  de  formes  wales ,  de  tontes  les  propriétés 
reconnues  à  cette  dernière,  et  qu'elle  permet  de  plus  de 
dioisir  Tune  des  deux  courbures  principales  ou  leur  rapport. 
De  là  résulte  la  variatioD  possible  de  la  forme  ovale  entre  les 
limites  les  plus  étendues  qu'A  soit  nécessaire  de  considérer  1 
dois  les  arts,  c*ést-è-dire  depuis  une  portion  de  ligne  droite  1 
jusqu'au  système  de  deux  demi-circonférences  raccordées  par 
des  portions  de  lignes  droites.  ' 

Nous  avons  TU  que  les  propriétés  essentielles  descriptives  | 

et  Brttriqoes  de  cette  courbe  sont  intimement  liées  à  celles 
de  l'ellipse ,  et  que  sa  construction ,  même  en  grand ,  n'oflire  | 

pas  de  difficultés.  Ge  sera  petit-être  pour  les  praticiens  une  i 

raison  d'en  faire  des  applications  ;  mais  je  suis  surtout  coo-  I 

Taîncu  que  son  étude ,  approfondie  davantage ,  doit  conduire  ' 

tôt  ou  tard  à  d'intéressantes  découv«rf«s  qui  en  Cerout  «a  1 

objet  d'attention  et  comme  un  complément  naturel  de  h 
théorie  de  l'eUipse..  j 

Nok.  M.  Ganchyea  donné  la  théorie  analytique  des  to 
roïdes  (  Comptes  Rendus,  2*  série,  1841 ,  t.  XIII ,  p.  lOfô). 

Soil-,  +  |;  =  1  (1)  l'équaUon  de  l'ellipse, 
a       0 

(X~arr+{:K -?)•  =  **  («) 

l'équation  du  cercle  générateur  ;  prenant  la  fonction  prime 
de  p  dans  les  deux  équations  et  les  égalant,  on  obtient 
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d'Où  «=^^,    p=5^, 

snhititaant  dam  les  éqnatioM  (1)  et  (S),  il  TieM 

à-af   ,    6y  _,     »'^'    ,    fty  _» 


En  éliminant  0,  on  obtiendrait  Téqnation  des  toroïdes. 
Passant  aux  coordonnées  polaires,  en  faisant  xs=roos(p, 

r=rsin^  il  Yient/'=  j^-j^.cos'yH.^^^-^  ', 

(ô-— a*A')(e  +  i7cos>+(e'— é'A^(e+aysin»(p  =  0. 

Le  tore  est  nne  sorfaee  du  quatrième  degré,  les  sections 
planes  sont  donc  des  lignes  du  même  ordre  ;  le  plan  toncbant 
le  tore  fntérfeorcment  et  mené  parallèlement  à  Taxe  donne 
povr  section  une  caseinolde.  Mais  on  n'obtient  pas  cette 
courbe  par  d'autres  plans  coupants  parallèles  à  l'axe ,  ce  qui 
est  d'ailleurs  évident,  en  faisant  passer  le  plan  par  l'axe  : 
on  obtient  deux  cercles  dont  le  système  ne  peut  jamais  re- 
présenter une  easstnoMe.  Nous  donnerons  incessammentune 
théorie  de  eëtte  ceorbe  et  de  la  lemniscate ,  à  laquelle,  dans 
certains  cas ,  elle  derient  identique. 

Dans  la  dissertation  de  M.  Reiss ,  citée  ci-dessus,  on  trouve 
toutes  les  formules  différentielles  relatives  aux  lignes  équl- 
distantes ,  planes  et  à  double  courbure ,  et  aussi  pour  les 
surfaces  équidistantes.  Tm. 
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DÉMONSTRATION  GÉOMÉTRIQUE 

De  la  formule  de  Érigonométrie  -r^ —  = r 


tonSgCB— C) 


profesMvr  de  malbénuitiques. 


Poar  résoudre  an  triangle  rectiligne  quelconciae,  dans 
leqael  deux  côtés  6  et  c  et  l'angle  compris  A  sont  donnés  f 
on  a  recours  à  la  proportion 

ft  +  cifc— c::fang.J(B  +  C):lang.J  (B  — C). 

Pour  arriver  à  cette  tomule,  on  fait  usage  de  proportiOBS 
dont  on  a ,  il  est  vrai,  une  démonstration  géométrique ,  mais 
qui  n'apparaissent  qu'à  titre  d'auxiliaires.  On  pourrait  en 
éviter  l'emploi  de  la  manière  suivante  à  l'aide  de  la  géomé- 
trie. 

Soit  le  triangle  ABC  Ifig^  61),  dont  nous  représent^oosles 
côtés  par  a^  by  c  et  les  angles  par  A,  B,  C.  Prenons,  après 
avoir  prokMigé  6,  à  droite  et  à  gauche  de  A ,  une  longueur 
AD  et  Aiy  égale  au  côté  c.  Joignons BD  et  menons  la  bissec- 
trice AE  de  l'angle  BAD.  Enfin  joignons  ly  et  B,  et  élevons 
D'F  perpendiculaire  à  BD'. 

Les  droites  AE  et  D'B  partageant  DD'  et  DB  en  deux  par- 
ties égales  sont  parallèles ,  donc  D'B  est  perpendiculaire  à 
DB.  Mais  de  ce  queDT  est  perpendiculaire  à  D'B,  DT  et  DB 
sont  aussi  parallèles. 

Les  deux  triangles  semblables  GDT,  GDB  donnent  la  pro- 
portion 

CD:  Ciy  ::DB:D'F, 
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ou  bien 

A+c:d— c::DB:D'F, 

«t  en  divisant  les  deax  demie»  termes  par  BD', 

Mais 

DB  i 

g^  =^  tang  DiyB  =  tang  DAE  =  lang  i  (B +C) , 

D'P 
g57=(langFBiy)=ïtaDg(B-iyBA)=t8ng[B-î(B+C)j  = 

=  t»ngl(B-C), 
dope  enfin 

fr+e_toiig^(B+C) 

Â^T?  —  ^      i 

»»ng-(B--C) 


THÉORÈME  SUR  LES  MÉDIANES. 

»A»  K.  IIATBIX0  IAUGU8TB  ), 

«lire  du  «o)l4g«  SUnisIaf. 

Si  on  mène  les  trois  médianes  d'an  triangle  rectiUgne 
qodconqne  : 

V  On  pourra  toujours  avec  ces  trois  lignes  construire  un 
triangle; 


^  --  «.  sur- 


fit La  sorface  de  ce  triangle  sera  égale  aux  |  de  la 
face  da  triangle  proposé. 

3*  Les  médianes  de  ce  triangle  seront  respecUvement 
égales  aux  ^  des  côtés  du  triangle  proposé  <•). 


n  Ce  Ibèoréne  est  de  M.  Oergonne  (AiimIm,  t  il,  p.  sa^). 

Ami.  Dl  MATHtH.  m.  31 
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Soit  ABC  (fig.  62),  un  triangle  quelconque ,  GQ»  AP  deux 
médianes;  par  le  point  G  je  mène  une  parallèle  à  AP,  joaqn'à 
la  rencontre  de  OB  en  D  et  je  tire  AD ,  je  dis  que  AD  est 
parallèle  à  CQ  :  en  effet  dans  le  triangle  CBD,  OP  est  paral- 
lèle à  la  base  et  passe  par  le  miliea  de  BG ,  donc  le  point  O 
est  le  milieu  de  BD;  donc  dans  le  triangle  BAD,  OQ  paav 
par  les  milieux  des  deux  côtés  BD  et  AB  est  parallèle  à  la 
base.  Ainsi  la  figure  OCDA  est  un  parallélogranune ,  œ  qui 
démontirerait,  si  déjà  cela  ne  Tétait  pas,  que  les  médianes 
d'un  triangle  concourent  en  un  môme  point  et  se  coupent  en 
leurs  tiers  à  partir  de  la  bfie. 

De  ce  que  la  figure  OCDA  est  un  parallélogramme ,  il  ré* 
suite  que  GD  =  OA ,  d'ailleurs  0D=  OB ,  donc  le  triangle 
OCD  qui  est  toujours  possible,  a  ses  côtés  respectiyement 

égaux  aux  -  des  médianes  du  triangle  ABG ,  donc  1®,  etc. 

3 

D'après  ce  que  je  viens  de  dire,  le  triangle  formé  arec  les 
médianes  du  triangle  ABG  est  semblable  au  triangle  OGD  et        | 

le  rapport  des  côtés  est  -,  par  conséquent  en  désignant  par        ' 

9  I 

s  la  surface  du  triangle  en  question ,  j'ai  ^  =  r  ^^^^  »  ^"^^        i 

le  triangle  OCD,  est  équivalent  au  triangle  AOC  et  le  triangle  j 
AOG  est  le  tiers  du  triangle  ABG,  puisque  ces  deux  triangles  i 
ont  même  base  AB  et  que  la  hauteur  du  second  est  triple  de 
celle  du  premier,  donc  en  désignant  par  S  la  surface  da 


I 

I 

î 

I  3  j 

triangle  ABG,  j'aurai  OGD=:  -  S  et  par  suite  5  =  -  S ,  donc 

3  ■   ♦ 

2*,  elc. 

Dans  deux  triangles  semblables,  les  médianes  sont  propor- 
tionnelles et  leur  rapport  est  égal  à  celui  des  côtés;  si  doue 
je  fais  voir  que  dans  le  triangle  OGD,  les  médianes  sont 
égales  aux  moitiés  des  côtés  du  triangle  ABG,  il  sera  prouvé 
que  dans  le  triangle  oonstmit  avec  les  médianes  de  ABG,  les 
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3  i 
médianes  sont  les  ;  des  côtés  de  ABC  :  or  CR=  -  AC:  comme 

4  a 

le  point  0  est  le  milieu  de  BD,  si  on  joint  ce  point  an  milieu 
de  GO,  là  droite  de  jonction  sera  la  moitié  de  BC  ;  enfin  si  l'on 
joint  le  point  D  an  milieu  M  de  OC,  comme  OG»  AI>=3AQ> 

la  figure  MDAQ  est  un  parallélogramme  et  MD=AQ=»- AB, 

donc  3*»,  etc. 

On  Yoit  parce  qui  précède  que  si,  considérant  un  triangle, 
on  mène  les  trois  médianes ,  qu'avec  ces  trois  médianes  on 
construise  un  second  triangle ,  qu'avec  les  médianes  de  ce 
second  triangle,  on  en  construise  un  troisième,  et  qu'on 
continue  ainsi  indéfiniment,  les  surfaces  de  ces  triangles 
successifs  seront  les  termes  de  la  progression  géométrique 
décroissante 

'•!^'P» 

S  étant  la  surface  du  triangle  duquel  on  part;   on  voit 

aussi  que  tous  les  triangles  de  rang  impair  seront  semblables 

entre  eux,  ainsi  que  tous  les  triangles  de  rang  pair. 

On  peut  encore*  remarquer  que  les  sommes  des  carrés  des 

cMés  de  ces  triangles  suivent  aussi  une  progression  géomé- 

,      .      .  3 

trique  décroissante  dont  la  raison  est  encore  j-,  car  en  pw- 

tant  du  théorème  de  la  médiane,  on  reconnaît  facilement  que 
dans  un  triangle  quelconque,  la  somme  des  carrés  des  mé- 

3 
dianes  est  égale  aux  -  de  la  somme  des  carrés  des  côtés. 

Gomme  applications  du  théorème  démontré,  je  vais  donner 
la  solution  d'un  problème  et  la  démonstration  de  deux  théo- 
rèmes ,  par  rapport  au  triangle  équilatéral. 

Problème.  Construire  un  triangle  dont  on  connaît  les  trois 

médianes. 
Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  qu'avec  les  trois 
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ligtaeB  données  on  paisse  former  on  triangle;  cette oondilkNi 
étant  remplie,  on  mène  les  médianes  de  ce  triangle,  et  pre- 
nant des  lignes  égales  aux  -  de  ces  médianes  »  on  a  les  côtés 

3 

do  trian^dierdié;  donc  kxrsqne  le  problème  est  possible, 
il  n'admet  qn'nnesenle  solution. 

De  la  solution  de  ce  problème  on  peut  conclure  que  deux 
triangles  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  les  médianes  égales,  dia- 
cune  à  chacune. 

Théorème.  Le  triangle  éqnilatéral  est  de  tous  les  triangles 
dans  lesquels  là  somme  des  médianes  étant  constante,  le  maxi- 
mum  est  une  sorface. 

Car  dans  ce  triangle  maximum,  la  sarface  du  triangle  formé 

a  veé  les  médianes  devra  être  aussi  un  maximum ,  puisqif  elle 

3 
est  égale  aux  j  de  la  surface  de  œ  triangle  ;  mais  la  somme 

des  médianes  est  donnée;  donc  ces  médianes  doivent  être 
égales ,  or  il  est  f adle  de  yoir  que  lorsque  les  trois  médianes 
d'un  triangle  sont  égales ,  ce  triangle  est  éqnilatéral,  donc  le 
triangle  maximum  est  éqnilatéral. 

Théorème,  Le  triangle  équilatéral  est  de  tous  les  triangles 
égaux  en  surface ,  celui  dans  lequel  la  sonmie  des  médianes 
est  un  minimum. 

Car  si  Ton  considère  le  triangle  dans  lequel  la  somme  des 
médianes  est  un  minimum,  comme  la  surface  de  ce  triangle 
est  donnée,  celle  du  triangle  formé  avec  les  médianes,  lésera 
aussi  ;  donc  la  somme  de  ces  médianes  ne  peut  être  un  mi- 
nimum, qu'autant  qu'elles  sont  égales  entre  elles  ;  donc  k 
triangle  dont  il  s'agit  est  équilatéral. 
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PROBLEME  DE  GÉOMÉTRIE. 

TAWL  M.  TaïAV . 

«Mf t  dt  noitiiMtlon  Oood«aaéelM. 


ÉiafU  donnés  un  eereU  eê  iroii  poMs  dans  h  plan  de  ce 
cerekj  y  inscrire  un  triangle  dont  les  côtés  passent  par  les 
Irais  points. 

Avant  de  résoudre  ce  proldème  général,  qui ,  prisàpart» 
offlre  de  grandes  difBcoltés,  et  qae  les  phis  illustres  géomè- 
très  n'ont  pas  regardé  ^nune  indigne  de  fixer  leur  attention^ 
je  vais  donner  la  solution  d'un  autre  problème  asseï  facile , 
et  duquel  le  premier  se  déduira  immédiatement.  En  voici 
l'énoncé  : 

Étant  donnés  un  cercle  ^  deux  points  prishors  de  ce  cercle, 
par  ces  deux  points  mener  deux  sécantes  qui  se  coupent  sur  la 
circonférence ,  et  telles  que  la  ligne  de  jonction  de  leurs  deux 
autres  points  d'intersection  avec  la  circonférence  soitpareUlék 
à  une  ligne  donnée. 

Soit  O  le  centre  du  cercle  donné  (fig.  65),  A  et  B  les  deux 
points  donnés  et  MN  la  ligne  donnée  ;  siq)posons  le  problème 
résolu  et  soient  lA  et  IB  les  deux  droites  cherchées ,  alors 
DC  est  parallèle  à  MN.  Par  le  point  D ,  je  mène  DG  parallèle 
à  AB ,  et  je  joins  le  point  G  au  point  G  par  une  droite  GK , 
qui  coupe  AB  au  pointas.  Si  la  ligne  KG  était  comme ,  il  est 
clair  que  tout  le  serait  ;  or  je  peux  déterminer  la  ligne  KG 
au  moyen  des  seules  données  de  la  question. 

En  effet ,  KAC  et  lAB  sont  semblables  comme  éqniangles , 

car  l'angle  en  A  est  commun ,  l'angle  GKA  =^GGO  comme 
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alternes  internes  ;  or  CGD  et  CID  sont  égaux  comme  él 

tons  les  deux  compris  dans  le  môme  segment  CD;  donc 

GKâ  =  ÂIB.  Nous  aurons  donc 

AGxAI 


AK  = 


AB 


Mais  le  produit  de  chaque  sécante  partant  d'un  même  point , 
par  sa  partie  extérieure ,  étant  une  quantité  constante ,  il 
s*ensuit  que  AG  X  AI  est  connu,  par  conséquent  le  point  K 
est  déterminé. 
Nous  ayons  donc  déjà  un  point  de  la  ligne  KG  ;  de  plus, 

l'angle  GDG  est  égal  à  l'angle  ABM ,  qui  est  connu ,  donc 
nous  connaissons  la  corde  GG^  et  par  conséquent  la  droite  GK 
est  déterminée ,  puisque  c'est  une  sécante  passant  par  on 
point  donné  et  dont  la  partie  interceptée  par  la  circonférence 
est  connue. 

La  ligne  GK  étant  connue,  je  mène  une  parallèle  à  AB 
par  le  point  G  ;  cette  parallèle  va  couper  la  circonférence  eo 
an  autre  point D,  qui  est  par  conséquent  déterminé,  ainsi 
que  le  point  G.  Alors  je  connais  deux  points  de  chacune  des 
sécantes  demandées ,  le  problème  est  donc  résolu. 

D'après  la  manière  dont  j'ai  traité  le  problème ,  on  pour* 

rait  élre  porté  à  croire  qu*il  est  nécessaire^  pour  que  les 

deux  sécantes  aillent  se  couper  sur  ta  circonférence ,  de 

joindre  le  point  A  au  point  G  et  le  point  B  au  point  D  ;  mais 

cela  serait  une  erreur,  car  si  je  joins  le  point  A  an  point  D 

et  le  point  B  au  point  G  {J^q,  65  bis),  je  dis  que  les  deux  sé~ 

cantes se  couperont  encore  sur  le  cercle.  En  effet,  les  deux 

triangles  ADK  et  AIB  sont  semblables,  car  l'angle  en  A  est 

,     ,      ,^      AlxAD 
commun ,  et  nous  avons  de  plus  AK  «^  — -=; —  o^  bien 

AU 

AK:AD::AI:AB. 
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DoncranglelBAdoit  étreégal  àVangle  ADK;  or  IBAssBGG; 
donc  ABK=BG6  ;  donc  le  point  I  doit  8e  troater  sur  la 
circonférence. 

Ce  problème  résolu ,  celui  que  nous  avons  à  traiter  Ta 
s'en  déduire  immédiatement. 

Fig.  65  {ter).  Soit  un  cercle  dont  le  centre  est  en  O  et  trois 
points  A ,  B ,  G.  Supposons  le  problème  résolu  et  soit  IML  le 
triangle  demandé ,  je  joins  le  point  A  au  point  B ,  et ,  par  le 
point  L,  je  mène  une  parallèle  LG  à  la  droite  AB  ;  je  mène 
la  droite  IG,  qui  va  couper  la  droite  AB  en  R.  II  est  clair 
que  si  nous  pouvions  déterminer  le  point  K ,  le  problème 
serait  résolu ,  car  il  se  trouverait  ramené  au  problème  que 
nous  venons  de  traiter. 

Or,  pour  déterminer  le  point  R,  nous  nous  y  prendrons 
oomme  dans  le  problème  précédent  pour  déterminer  le  môme 
point ,  car  il  jouit  tout  à  fait  des  mêmes  propriétés.  En  eCfet , 
les  deux  triangles  IBR  et  ABIVt  sont  semblables  par  la  même 
raison  que  dans  le  problème  ci-dessus  *,  donc  nous  aurons, 
à  cause  de  cette  similitude , 

BK:BI::BM:AB, 
BIxBM 


ou  BK:=- 


AB 


Or  BI X  KM  est  connu ,  nous  connaissons  aussi  AB  ;  donc 
le  point  R  est  connu.  Le  problème  est  donc  ramené  au  sui- 
vant  :  Étani  donnés  denœ poinis  R  e^G,  mener  parce$deux 
points  deux  sécantes  KGet  CLquise  coupent  en  l  sur  keerchy 
et  de  manière  que  la  ligne  GL  soit  parallèle  à  AB ,  pro- 
blème qui  ne  diffère  en  rien  de  celui  qu'on  a  traité  ci-dessus. 

Parla ,  nous  déterminons  deux  sommets  I  et  L  du  trian- 
gle ,  le  problème  est  donc  résolu. 

Note.  Pappus  résout  le  |Hroblème  où  il  s'agit  d'inscrire 
dans  une  circonférence  un  triangle  dont  les  côtés  passent 
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respectiveaieiit  par  trote*  poioto  domiéi  en  ligne  droUe  QSb.  7, 
prop.  GXVII  ).  Il  ramène  ce  problèoie  à  oelni-Gi  :  Jn$erire 
dans  une  dreonfénncew^  triangle  iani  deux  côtés  paseerU  par 
deux pahds donnés  et  dont  le  troisième  côté  soU  pœralUieàta 
droite  qui  réunit  les  deux  points  donnés  (lib.  7,  prop.  CYII  ). 
Gabriel  Cramer,  l'anteor  dea  formnleadecenom  {F.  1. 1, 
p.  Iâ5),  géoéraliflant  ce  problème  ponr  trois  points  de  poei- 
tion  qndconqae ,  le  proposa  à  M.  de  Castillon  C)  «  très-TCfSë 
dans  la  géométrie  des  anciens  ;  Castillon  en  donna  une  aohi- 
tion  synthétique ,  déduite  da  problème  de  Pappos  >  que  noua 
venons  d'énoncer  ;  elle  est  insérée  dans  les  Mémoires  de 
r Académie  de  Berlin,  1776.  La  même  année  et  dans  le 
même  recueil ,  Lagrange  en  donna  une  solution  analytique 
très-simple ,  èUe  est  fondée  sur  ce  théorème  :  Si  dans  un 
triangle  isocèle,  on  mène  du  sommet  une  droite  qudcooque 
à  la  base,  cette  droite,  plus  un  des  o6(és,  est  à  celte  droite, 
ilioins  un  des  c6tés,  comme  l'unité  est  au  produit  des  tan- 
gentes des  demi-angles  que  forme  cette  droite  ayec  les  c^Vtés; 
menant  du  centre  du  cercle  trois  droites  aux  points  doimés 
et  trois  rayons  aux  sommets  du  triai^le  supposé  construit, 
ce  Iriangte  sera  partagé  en  trois  triangles  isocèles  ;  prenant 
pour  inconnues  les  angles  que  forment  les  rayons  avec  les 
droites,  on  aura  en  tout  trois  inconnues,  et  le  théorème 
a|^liqué%  chaque  triangle  fournit  trois  équaliras  entre  là 
produits  des  tangentes  des  angles  inconnus,  dont  on  tire 
facilement  les  inconnues.  Mais  la  construction  est  moiofrélé- 
gante  que  celle  qui  a  été  donnée  géométriquement  d'aberd 
par  Annibale  Giordano  di  Ottaiano,  jeune  Napolitdn,  et 
ensuite  par  Malfatti,  dans  la  collection  intitulée  :  Memorit 


(*)  Jean-FrançoU  SaWeniini ,  né  en  1T09  A  GasUglione,  en  Tewan»;  d'eà  il 
a  prit  son  nom;  profeHenr  à  l'École  d'artilleiie  et  membre  de  l'Académie  de 
Berlin  »  aatenr  de  ploilears  traducUoni;  mort  en  i79i. 
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di  fisiea  e  di  muiemaHea  délia  ioeieia  itaUmim  ,    t.  IV. 

Ces  solutions  sont  générales  et  oomprenneni  des  polygones 
qudconqaei^;  on  les  trouTe  légèremeni  modifiées  dans  les 
Ëléinents  d'analyse  géométrique  de  Simon  Lhuilier  (ia09) , 
p.  280;  nous  en  ayons  extrait  ce  qui  précède.  De  là,  ces 
solutions  ont  passé  dans  plusieurs  recueils.  —  M.  Senrois  a 
construit  les  mêmes  problèmes  pour  les  coniques  en  général, 
et  en  ne  faisant  usage  que  de  la  règle  {j4rm.  de  Gergonme^ 
1 1,  p.  357, 1810).  C'est  à  cette  occasion  que  ce  sayant 
géomètre  a  introduit  la  dénomination  de  pôle  éPune  droite. 
M.  Poncdet  s'est  aussi  occupé  à  diverses  reprises  de  ce  pro- 
blème dans  le  recueil  dté  et  dans  les  Propriéiée  projeeibm 
(p.  349);  les^ constructions  sont  basées  sur  les  théorèmes  de 
Braickenridge  et  de  Maclaurin  relatifs  aux  polygones  dont 
les  oAtés  pivotent  sur  des  points  fixes ,  tandis  que  les  soomiets 
parcourent  des  lignes  données. 

Â  l'aide  de  la  magnifique  théorie  des  polaires  récipro- 
ques ,  dont  on  doit  aussi  le  développement  à  M.  Poncdet,  le 
problème  de  la  circonscription  des  polygones  dont  les  som- 
mets doivent  se  trouver  sur  des  droites  données  se  ramène 
au  problème  de  l'inscription ,  et  vice  versa.  On  sait  d'ailleurs 
que  la  polaire  d'une  conique ,  prise  par  rapport  à  un  cercle 
décrit  d'un  foyer  comme  centre,  est  un  second  cercle  ;  par 
là ,  les  problèmes  d'inscriptions  et  de  drconscriptions  de  po- 
lygones dans  les  coniques  se  ramènent  aux  problèmes  analo- 
gues dans  le  cercle.  Il  suffit  donc  de  savoir  résoudre  ce  genre 
de  problèmes  pour  le  cercle  seulement. 

On  a  lieu  d'être  surpris  qu'une  doctrine  si  facfle,  si 
alvéviatrice,si  riche  en  applications,  n'ait  pas  encore  trouvé 
place  dans  l'enseignement  classique.  Toutefœs ,  s'il  le  fallait , 
j'en  dirais  la  raison.  Tm. 
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AIRE  DE  L  ellipsoïde  ALLONGÉ 

(;^.t.i,p.wo), 


élève  interne  du  collège  de  Saint-Loais  (classe  de  M.  Vincent) 


Conndérons  la  branche  Al^B  (  fig.  64  )  d'ane  ellifMe  ayant 
pour  grand  axe  la  ligne  OA==  a  et  pour  petit  axe  la  ligne 
OB  s=6  ;  cette  branche,  en  tonrnant  autour  de  l'axe  OA,  en- 
gendrera la  moitié  de  la  surface  d'un  dlipsoîde  de  révoln- 
tion  ;  je  représente  par  S  cette  surface,  qu'il  s'agit  de  dé- 
terminer. 

Supposons  que  nous  ayons  divisé  l'arc  AD  du  cercle  prin- 
cipal cnrconscrit  en  un  tréfrfrand  nombre  /  de  parties  égales, 
dont  je  représente  la  valeur  commune  par  k^  k  aura  pour 

valeur  —  et  deviendra,  quand  /  sera  infini,  l'élément  du 
cercle,  en  un  certain  point  M. 

Soit  K'  l'tiément  de  l'ellipse  qui  correspond  au  point  M', 
ayant  même  abscisse  OP;  menons  par  les  points  M  et  M' 
deux  tangentes  qui  viendront  couper  l'axe  OA  en  un  même 
point  G.  et  représentons  par  m  la  tangente  de  l'angle 
MCOsrMOD  =  a  y  nous  aurons 


m»+t    '^i^îy  /n'4-l' 


La  demi-surface  de  l'ellipsoïde  est  égale  à  la  somme  des  sur- 
faces élémentaires  engendrées  parles  éléments  de  la  branche 
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ÂM'B.  Soit  <  la  surface  correspondante  à  rélément  V,  il 
Tiendra 

car  on  a 

M'P=MP.  -  =  aCOSa.  -  =  i»C08a. 

Représentons  par/?  et  ^  le  sinus  et  le  cosinus  de  l'angle  a, 

posons  ~  =  r' =  cos"  0,  ce  qui  est  possible,  puisque  ft  est  <  a, 

et  désignons  par  £5  la  somme  de  toutes  les  surfaces  élémen* 
taires ,  nous  aurons 

i9  =  2^  =  Sit\aé|(/>V+y)»=ir«d/.£2 


^  .    ij       .     UngS    §2^-1)  .2(2    V  »G-»V 
/j*^'     ^8in9[_r  *         1.2      ^  r* 

1/1 


i(H-G-"-^Oj(ho 


•••'^"'"  i:2...:« .  >  ^'  ''^■;^+-  •  ^^'- 


..  1 


Cette  expression  devient,  en  posant  <=tang  6  et  remarquant 
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'»•)*'/[ ïâ:^; '      »* 

Js(l-')-G-);S— )^^. 

/L     *-2 (»+i) 


1+ 


+2 

+  etc.. 


+2 


^ifcl*-wïï#i),«,.,.] 


.î(r-')'(î-).<i— ) 


1.2 («+!)     ^  J 


,^^^  (i>+l)(/i4^)       Lh. 


Représentons  par  T^.!  et  Ts»+i  les  coefficients  des  deox 
termes    consécutifs    qui    contiennent    t  aux    puissances 

(2/f— l)*«n«  et  (2n+ !)*»«,  noas  aurons 
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et  remarquant  qoe  la  quantité  entre  parenthèse  revient  à 
oD  à  ;**,  en  Terto  de  la  relation^+f  *  =  1, 

î(i-.)...(î->n)^ 

T«„+T»_, j^j— ^  I-j-  , 

2  ^-—  repréientela  somme  de»{3ii4-  i)'^  puissances  Se  tous 

les  oosiniis  des  angles  compris  entre  0  et  90^,  diyisée  par  le 
nombre  des  angles  >  et  l'on  sait  qu'elle  a  pour  valeur 

i,a n       2^ 

1.3 (to+l)'    ic  ' 

il  Tiendra  alors ,  en  simplifiant , 

Tmfi  +T^.i  =  (2/1-1)  (2II+1)  ^  ^' 
d'oà 

''*^*  "^  (2it-l)(2ii+l)  ^  ;  ""  ''*•■"*' 

le  signe  +  correspondant  au  cas  où  n  est  impair  et  le  signe 
^  à  celui  où  n  est  pair. 

ReyenoQS  maintenant  à  la  valeur  de  -  S ,  nous  avons 
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~  wo 

2^  =2 = =  -1 


pq  nilot.OCMA         1      SinSa        1 

"  =2 = =  -1 — r—  =  -• 

2  /  ir 


:f[|/(;-),.,î(H/8-V...«.]= 


^2.f[(p'+î')î-/,]=i2-J 


—pq  _  2       1  _  1 


il  viendra  alors 


ic     sino  L'"        VI.  3        J  n 

K-è-rs--)^--] 


__        ,         sm6L       3        5  2rt--i 

^  V^  (2rt— 1)  (2n+l)  "^  Jp^))  ^  '■*"'••] 

(      sinôV      3     5     7  2/1— 1^2i»+l         /  ) 

r  est  le  cosinos  4e  f  angle  0,  ^  h  tangente;  alors  la  série  qui 
est  multipliée  par  -r-r  représente  le  déyeloppanent  de  TarcB 
en  fonction  de  sa  tangente  ;  nous  aurons  ainsi  définitivement 

on  S  =  2ir£i6  |cose+-: — -|. 

sm  9  ) 


Note.  Cette  belle  méthode,  qu'il  serait  facile  d'abréger, 
est  analogue  à  oeUe  que  WalKs  employait ,  avant  Finvention 
du  calcul  intégral ,  pour  la  quadrature  des  aires;  le  calcul 
suivant  fait  ressortir  Timmense  avattlage  des  nowcnx 
calculs. 
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1«  Aire  de  l'ellips&ide  alkmgé.  On  a  pour  expression  inté- 
grale de  cette  aire 

a*  J  a* 

^  Ka*— c^a:^+  — arctaoff  ■\. 

faisant a:=  a  et  doublant  le  résultat,  on  a  pour  la  surface 
totale  2«a&^cos6+— Y  lorsque  a  =  6,  alors  0  =  0   et 

B 

—  =  1  î  l'alpc  devient  Ana%  qui  est  celle  de  la  sphère. 
2*  Aire  de  F  ellipsoïde  aplati. 

[c + j^  Vb'+cy^  ^log  (qr+ V^F+Tv)  1 

Si  on  détermine  la  constante  pour  que  Tintégrak  soit  nnlle 

poQr^  =  0,  on  obtient  C= log6%  faisant  ensuite  ^=:& 

c 

et  doublant  le  résultat ,  on  obtient  poor  Taire  totale  de  Tejh 
lipsoïde  aplati 

2ira*    séc 0+cotelogtang45o+  5  ®  ]. 
[F,  l.  I,p.  524);  faisant  a=6,  on  a* 

logtangW+-e 

9=0,    sécO  =  l,       — =-. 

tango  0 

La  dérivée  du  numérateur  est  .   .^^.      et  celle  du  déno- 

minateur  est  ^^  ;  donc  ce  rapport  est  égal  à  ronité.  Ainsi 

Taire  devient  iwa*,  qui  est  encore  celle  de  la  sphère. 
{K  Moîgno ,  t.  II ,  p.  160.  )  Tm. 
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NOTE  RELATIVE  A  UN  THÉORÈME 
sur  la  Cisi&ldey  lieu géomUrique  (t.  II,  p.  4S8J. 


9ÂM  M.  9V1JÊB  MJLaOOV, 

élère  da  eollége  de  Betançon. 


M.Terqaem,  dans  une  note  à  la  fin  de  ce  théorème,  fui  b 
remarque  sniTante.  «  Lorsque  R  devient  négatif,  les  m- 
conférences  se  touchent  intérieurement ,  et  n'ont  qu'une  tan- 
gente commune,  toutefois  la  dssolde  reste  réelle  ;  que  signifie- 
t-elle  alors?  >  Pour  trouver  cette  signification,  il  faut 
généraliser  ainsi  Ténonoé  du  problème. 

Soient  deux  circonférences  qui  se  touchent  en  un  point 
fixe,  Tune  de  ces  circonférences  est  donnée  de  position  et  de 
grandeur ,  l'autre  est  d'un  rayon  variable  ;  prenons  le  centre 
de  similitude  autre  que  le  point  de  contact  (qui  est  direct, . 
lorsque  les  deux  cercles  se  touchent  extérieurement ,  et  in- 
verse lorsqu'ils  se  touchent  intérieurement)  ;  de  ce  centre, 
menons  le  rayon  fnoym  C)  ;  et  cherchons  les  b'eux  géométri- 
ques des  extrémités  de  ce  rayon  moyen  dans  les  deux  ciroon- 
férences.Pour  la  circonférence  fixe  ce  lieu  est  évidemment 
la  circonférence  elle-même ,  et  pour  la  circonférence  variable 
le  lieu  est  une  dssoïde. 

Si  les  deux  circonférences  se  touchent  extérieurement ,  on 


(*)  Prenons  an  point  quelconque  sur  le  diamètre  d'une  eiraonférenee  donnée» 
de  ce  point  comme  pôle  menons  des  rayons  feoteurs  à  la  circonférence;  cela 
posé,  Je  désigne  sous  le  nom  de  rayon  moyen ,  le  rajon  ▼ectenr  qui  fait  le  plus 
grand  angle  aigu  afoo  le  diamètre  fixe  ;  lorsque  le  point  est  intérieur,  le  ruywi 
moyen  est  perpendiculaire  au  diamèure;  lorsque  le  point  est  extérieur,  le  rayon 
moyen  est  tangent  à  la  circonférence. 
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a  le  fntMéttÈB  que  j*âi  disenté;  je  vaîs  résoudre  la  secoade 
partie  da  problème,  lorsqae  les  eirconférences  se  toacbent 
inlàriedreiiieot. 

Je  prendrai  pour  înconnae  la  distanoe  du  point  de  contact 
ao  centre  de  similitade  inverse  ;  les  calculs  sont  plus  ra- 
pides qu'en  suivnnt  la  nétbode  que  J*ai  employée  pour  ré- 
soudre la  première  partie  -,  que  Ton  peut  aussi  résoudre  pk» 
simplement  en  prenant  pour  inconnue  la  Astance  du  point 
de  contact  des  deux  cercles,  au  centre  de  similitude  di« 
recte. 

Conservant  les  mêmes  notations  que  dans  la  première 
partie ,  fig,  60 ,  les  deux  triangles  semblables  AGD ,  BCA  me 
donnent 

R  :  a  ::  CA  :  CA 

R  +  a  :R  — a  ::«  :  AC 

2R':  OA  ::  R  +  «  :a, 
d'où 

— 2R« 


OAoux"  = 


R  +  a 


combinant  cette  valeur  de  x"  avec  l'équation  du  cercle  G' , 

4R  «^ 
qui esty +ar*  +  2«j:  =  0,  M  vient y»»-^ -;  éliminant 

a  entre  cette  équation  et  la  valeur  de  x",  on  aura  ume  équa- 
tion qui  représentera  le  lieu  des  points  m.  De  x" ,  je  tire 

_  —  Rx 
"•"2R  +  i' 

substituant  cette  valeur  de  a  dans  y,  il  vient  Téquation  de 
k  cissoïde 

^  *'2R  +  x 

Si  on  veut  avoir  le  lieu  des  points  m! ,  il  faut  combiner  la 
wleorde  j:^'  avec  Féquation  du  cercle  C,  qui  est  ^  +  x'  + 

Ann.  »e  MathCmat.  ni.  33 


,  I 

! 
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2Rjc  =  0 ,  p^is  éliminant  «  coam^  précMeomeat ,  m  lioaTe 
Téquationda  cerdeC.  .         j 
Si  R  est  aoMi  Tariable ,  et  qu'on  dcmne  entte  a  et  R  la  m* 

lation 

.-,'..■      ►  •  »• 

a  :  R  ;:  /?!  :  1      ou      «  =  mR,    , 
il  yi^ndra^  poni:  la  Iteu  géoméUriqM  de»  {nteta  de  eoQlael  an 
etÉ4eà,VéquÊAimy  =  ±\^.x ,  qm  représente  deux 
diièiMes  passant^  pat  Torig^oe;  pour  te  txrcfe  R ,  on  troore 
aussi  denx  droites  paaMnt  par  l'origine. 


NOTICE  BIBUOGRAPHIQUK  SUR  APOLLONIUS. 

(Suile,Toirp.  352.) 


7.  Les  Coniques  en  huit  livres  ;  ouvrage  principal  dool 
nous  allons  nous  occuper. 

8.  Eutocins,  dans  son  Commentaire  sur  Ârchimède,  cite 
encore  un  autre  ouvrage  d'Apollonius  sous  le  titre  inintelli- 
giblç;de:^xu'c({poov  ;  il  s'agit-  d'une  apprexUnation  de  «  pta 
approchée  que  celle  d'Archiméde  -,  Halley  conjecture  qu'il 
faut'  lire  âxvyc6xiov  ;  moyen  d'obtenir  vite  les  produits  de  la 
mullSpTication  des  grands  nombres  j  ce  qui  serait  une  nou- 
velle preuve,  s'il  en  fallait,  que  les  Anciens  ne  connaissaient 
pas  notre  numération  écrite ^'est-à-dire,  le  caractère  zéro 
qui  en  est b «vraiebase. 

9.  Sur  la  spirale  (Cochlea),  mentionné  par  Proclus,  II  ad 
EocL,  p.  29. 

10.  Sur  la  comparaison  de  Ticosaèdre  et  du  dodécaèdre  in- 
scrits dans  la  même  sphère,  cité  par  Hypsides^Uv.  XIY,  End. 

11.  Sur  les  stations  etjcsi  rétrogradations  des  pfemètes,  ao 
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inogren  dei  Épicgpele»,  Ptolémée>  liv.  XII,  eh.  I,  aacom'- 
uem^einent. 

13^  De  Pffir0imidibm  f  maonsc.  de  la  bib.  do  Yaticay , 
MoBlfâiioon,  Cat.  maxnucripU ,  U  I ,  p«  38. 

Pappoa  dit  (Uy.  VU  )  que  c'e«t  Aristée  (  —  350) ,  qui  le 
premier  a  publié  eo  cinq  livres,  un  trailé  des  Gonîqaes  ;  eo- 
sQîle  Eaclide  ena  piddiéqoatre  auxquels  Âpolloiiios  a  s^eiiilé 
quatre  autres.  Les  quatre  premiers  livres  du  texte  grec  exis- 
tent manuscrits,  à  la  bibliothèque  royde,  Bodleyenae,  au 
Vatican ,  à  Munich,  à  Milan.  Apollonius  n'a  oommenoé  à 
être  connu  que  vers  le  milieu  du  quinzième  siède,  et  Regio- 
moatanus  (1)  le  traduisit  et  en  projeta  une  édition  qui  ne 
parut  point. 

La  première  traduction  latine  de  ces  quatre  livres  a  para 
à  Venise^  en  1537;  on  la  doit  à  Jean-fiaptistc  Menonios»  pa- 
tricien de  Raguse;  publiée  par  son  fils ,  elle  est  très-défec- 
tueuses  et  fourmiUe  de  fautes. 

La  seconde  traduction  est  du  célèbre  Frédéric  Comman- 
din  ;  elle  porte  ce  titre  :  jépollomi  Pergœi  Conicorwn  libfi 
quaiiMr  unà  cum  Pappi  Alexandrmi  lemmaUbug  H  eommm' 
tariiê  jSntocii  ^seahmitœ^  Serem^  jéniisêmÊis  phUoêophi,  Kbri 
éiÊO;fiwicftimmiin  lucemedUagtUB  ùmnianiq^  Federieug 
Commandinus  UrbmafexpurgakiégrœwefmvertUèieonmm' 
t0rii$Mu$travi4^€Êm^privilegioPiiIIII^inaf^^  X.BononÙBy 
in  oficinà  jilexandri  Benalii,  MDLXYI  ;  in-folio  de  134 
feuillets  numérotés  au  verso  seulement  ;  l'ouvrage  est  dédié 
à  Guido  Ubaldo,  doc  d'Urbin.  On  a  deux  autres  éditions, 
Paris  1636 ,  et  Pistoie  1696  ;  c'est  la  meilleure. 

n  y  a  encore  une  traduction  latine  de  Claude  Richard  ^ 
jésuite,  année  1655,  avec  un  ample  commentaire  extrême* 
meoi  prolixe  ^t  peu  profond. 

{')  Son  nom  est  Muller;  il  fut  surnommé  Rcgiomonlanus ,  de  sa  ?îlle  natale 
Konifsberg;  ce  qui  veut  dire  Mont  royal. 
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JNoQS  citerons  encore  :  ApoUanU  Coniearum  tib.  IF^ 
thado  nova  illuitraH  et  mceineté  demontiraH  per  lâoacum 
BërrmD,  Exiani  eum  j^rehim^iê  opmfti»,  ei  Theodam  tphœ- 
ricts,  pereumdemBarrow  eoâem  modù  aâam&Hi^  Loni.  1675, 
4.  On  sait  que  Newton  a  été  le  disciple,  et  ensuite  le  socoo- 
senrde  Barrow,  dans  ii  chaire  Lucasimne  de  géométrie, 
fondée  par  le  chevalier  Lacas,  à  lUniversité  de  Cambridge. 

Ces  quatre  livres ,  longtemps  seuls  oonnas  en  Europe , 
ne  pouvaient  donner  une  idée  juste  du  génie  d'Âpcdlonius. 
Aussi  Descartes  n*en  fait-il  pas  grand  état.  Tonlefob,  les 
Arabes  possédaient ,  depuis  le  neuvième  siècle ,  une  version 
des  sept  premiers  livres.  Ainsi  dés  830 ,  sons  le  calife  Akna- 
moun,  on  traduisit  les  trois  premiers  livres  ;  les  livres  V, 
IV,  y II  ftirent  ajoutés ,  pendant  le  même  siècle,  par  Tbebît 
Ben-Cora ,  et  le  tout  fut  soigneusement  revu  par  Nassir- 
fddin,  vers  1250. 

Enfin  Golius,  célèbre  orientaliste  géomètre,  pÉ^ofessenr  k 
Leyde ,  rapporta  de  son  voyage  en  Orient,  une  versicm  arabe 
des  sept  livres  d'Apollonius. 

Il  en  écrivit  au  père  Mersenne ,  en  lui  indiquant  les  com- 
mencements des  livres  sixième  et  septième  (  Gtanœi.  mw»- 
versœ  Jynopns,  p.  â74);  c'était  en  1644;  Golinseut  même 
ridée  d'en  donner  une  version;  mais  il  parait  que  la  nouvelle 
de  cette  découverte  ne  se  répandit  pas,  car  on  continimt  à 
regarder  comme  perdue  la  fin  d'Apollonius ,  et  d'éminenfs 
géomètres  travaillaient  h  la  restitoer.  Enfin  le  célèbre  mé- 
decin mathématicien  Joseph  Alphonse  Borelli ,  trouva  dans 
la  bibliothèque  de  Florence  un  manuscrit  arabe ,  qu^il  con- 
jectura, d'après  les  figures  qui  raccompagnaient,  devoir  être 
les  detniers  livres  du  grand  géomètre.  Ayant  obtenu  la  per- 
mission de  remporter,  il  se  rendit  à  Borne  auprès  d'Abraham 
Eehellensis  O ,  Maronite,  arabiste  :  possédant,  l'on  la  con- 

(*)  Ainsi  nommé  d'Ekel,  la  ville  natale. 
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naissance  de  h  langue,  et  Tautre  celle  de  la  matière ,  ils  en 
firent  ensemble  une  tradactkm  qui  fut  imprimée  à  Florence, 
en  1661  ;  mais  le  manoscrit  n'est  qu'un  extrui  de  la  version 
de  Nassir-£ddin  »  fait  par  le  persan  Abalphat;  la  traduction 
est  augmentée  des  précieuses  notes  de  BorelU. 

Vers  le  m6me  temps ,  le  célèbre  Ran  découvrit  un  Apol- 
lonius arabe  dans  la  bibliothèqoe  de  Kid ,  et  ignorant  ce  qui 
s'était  passé  en  Italie,  il  publia  une  traduction  sous  ce  titre  : 
Conicorum  seciionum  Ubri  ^,  f^I,  f^II,  in  Grmdà  iq^erdM^ 
jam  vero  ex  arabico  MS.  laHfUUUe  danaH,  d  Chri$iiano 
RoMQ^  1670,  jB/one;  mais  ceci  n'est  encore  qu'un  extrait 
fait  par  le  Persan  Abdalmelec  Scbirazita,  et  trèsrmal  tra- 
dnit  par  Raq.  En  Angleterre ,  un  ouvrage  venu  de  la  collec- 
tion des  manuscrits  de  Selden,  déposée  à  la  bibliothèque 
Bodleyenne,  tomba  entre  les  mains  de  Edouard  Bernard^ 
professeur  Saviiien  d'astronomie,  et  savant  orientaliste;  il 
reconnut  une  œnvre  d'Apollonius,  et  Hallej  prouva  qiy 
c'était  une  traduction  du  grec,  parce  que,  dans  les  6gures, 
les  lettres  no  suivent  pas  l'ordre  de  l'alphabet  arabe  ;  et  il 
cot^ecturaquela  traduction  remontait  à  830,  sous  les  auspices 
dtt  oaiiCe  Almamonn.  Bernard  entreprit  la  traduction,  et  il 
fut  à  peine  à  la  dixième  partie ,  qu'il  mourut.  D'après  les 
csbortations  d'Aldrieb ,  professeur  de  théologie  et  dof  en 
du  cdlége  de  GbristrChurcb,  le  célèbre  David  Gregi^y  cor- 
rigea la  version  de  Bernard,  et  entreprit  de  donner  une  des- 
cription soignée  et  élégante  de  tout  l'ouvrage. 

,  Dans  cet  intervalle,  Wallis  étant  mort  en  170S,  et  Edouard 
Halley  l'ayant  remplacé  dans  la  chaire  Savilieonede  géomé- 
trie n  >  ALdrich  lui  communiqua  la  version  de  Bernard. 
Narcisse  Marsh ,  archevêque  d'Armagh  et  primat  d'Irlande, 
lui  envoya  le  texte  arabe  deGolius,  celui  de  NasairrJEktdin , 


0)  Fondé*  ^r  1«  ehevalier  SêvUe. 
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que  ce  bant  dignitaire ,  fauteur  des  sciences  mathématiques, 
arait  aocjuis  des  héritiers  da  professeur  de  Leyde.  Muni  de 
tous  ces  secours ,  Halley,  quoique  ignorant  presque  ridiome 
arabe ,  entreprit  la  version  des  livres  en  arabe ,  en  deviDant 
le  sens  d'après  les  figures.  On  lit  ces  détails  dans  Touvrage 
suivant  t  Higforia  maiheseos  univenœ  à  munio  conétUo  ad 
Buutatn  Xf^I^  auctore  Jod.  Christ,  HeiIbronneo,l  761  (p.  272}; 
le  reste  est  raconté  par  Halley  lui-même  ;  Gregory  (David), 
astronome  et  philologue ,  ayant  succédé  à  Bernard  en  1691, 
se  chargea  de  la  révision  -du  texte  grec  et  de  la  version  latine 
de  Gommandîn ,-  mais  Gregory  fut  aussi  enlevé  en  1768,  à 
peine  arrivé  à  la  page  64  ;  de  sorte  que  cette  partie  de  la 
besogne  retomba  aussi  sur  Halley  seul ,  et  Jean  Hudson , 
conservateur  de  la  blbilothéqne  fiodleyenne ,  Ini  donna  quel- 
qnes  secours.  L'illustre  géomètre,  astronome  et  llttérateor, 
donna  la  meilleure  et  la  plus  complète  édition  que  nous 
fyons  d'Apollonius;  et  il  resHhM  le  livre  VIII,  d'après 
certaines  données  fouroléB  par  Pappus.  On  lit  en  arabe  â 
la  fin  du  manuscrit  de  Gotius  :  «  Le  huitième  livre  n*a  pas 
été  traduit  en  arabe,  parc^  qu'on  ne  le  iFèuvepluaengree  : 
ainsi  ce  livre  avak  déyà  disparu  au  13*  aièeie;  il  reste  peo 
d'espérance  de  le  recouvrer. 

Herbelot,  dans  sa  bibliothèque  orientale,  p.  119, dit: 
«  Depuis  le  temps  du  khaUfe  Ahuamoun,  jnsqu^'en  Tan  1600 
et  plus  de  l'Hégire,  ce  huitième  livre  n'a  point  été  trouvé, 
et  Ton  croit  qu'il  est  caché  dans  quelques  bifeUothèfoes  des 
Grecs,  oà  il  est  conservé  précieusement  à  cause  de  sa  ra- 
reté. »  Aben-Moussa  dit  qu'outre  les  septlivres,  on  a  trouvé 
CDOore  quatre  figures  du  huitième ,  etc. ,  etc. 

L'édition  de  Halley  est  très-riâre  en  France,  die  n'existe 
pas  à  la  bibliothèque  royale.  Il  n'y  a,  à  ma  connaissance  que 
trois  exemplaires  à  Paris.  L'un  appartenant  à  M.  Olivier, 
répétiteur  à  l'École  polytechnique  ;  le  second  à  la  btblio- 
tbôque  de  celte  école ,  et  le  troisième  à  la  bibliothèque  de 
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rimlititt,  qM  Ifoil  a  ea  la  boaté  et  me  oommaBlqiier. 
Noos  aUoQS  eo  donner  niiesalinaile  fieKriptioo. 

Yoîd  le  titre  :  ApctUmH  Pergçri  Comieorum  Kkri  oeio  tt 
Senmijiniissenméeieùêioneeytmdn  et  coni  UbriduOyOxoniœ^ 
e  iheairo  ^ohddtmkmùy  MDGCX,  in-folio  lY.  Cet  édifiée 
magnifique  appartient  à  rUnirersité  et  a  ^  éle^è  par 
le  célèbre  Wren,  anx  dépens  de  Scbeldon^  archevêque  de 
Cantorbéri. 

On  ne  sait  rien  de  ce  Sérénns ,  sinon  qu'il  était  d'Antiisa , 
vîUe  de  Tlle  de  Lesbos^  etqu'il  a  vécu  arant  Marinus,  disciple 
de  Procins,  ainsi  qu'il  résulte  de  la  préfiioede  ce  Marinas 
aux  Daia  d*£ucUde«  Il  a  composé  un  livre  sur  la  section  du 
cylJAdre,  et  un  autre  sur  la  section  du  cône ,  qu'on  trouve 
ici  avec  la  version  latine*,  leconmenlaire  du  même  géomètre 
sur  Apollonius  est  perdn. 

Le  commentaire.  d'£utoce  sur  les  trois  premiers  livres , 
déjà  traduit  par  Commandin,  est  dcmné  avec  le  texte  grec 
dam  l'édition  deHaUey. 

Bntooe  était  d'Ascalon  en  Palestine  et  florissait  sous 
Jnstiaiea,  vers  540;  car  il  a  dédié  son  Commentaire  sur 
ApoHoninsà  Anthemius  TraDianus,  et  son  Gommeniaii^snr 
Arcbiméde^  à  son  précepteur,  Isidore  de  Milet;  or  c'étaient 
.ks.arebifeclea  dé  la  cMdbre  église  de  SainAe-Sophie ,  érigée 
aelon  Procope,  eo  592. 

Lss  quatre  ^premiers  livres  contiennent  35û  pages.  En 
Toiq le-tilrp  partienKer  : 

AasQ^oviço  II<pYftio»'  Kwvcxâv  pe^Ma  A'^.  icp6tKpai  fuxa  Uencvou 
▲XsSavSpitoc  Xt){ji(jiiTuxv  Tuà  EatoaeîQu  ÂmcaXttvi'OMi  ôico|xvT)(jidi'Cb>v.  — 
Apoikmi  Pergm' Cmicorum  libri  IF^  priores  cum  Pappi 
AUxanirini  lemmatis  et  Eutocii  Ascaloniiœ  commentariis. 
Ex  Cûdd,  Mu.  grœcis  edidit  Edmundus  Halleius^  apud  Oxo- 
menme  geomêêriœ  profesfor  SaMianus. 

Le  texte    complet  de  Pappus  n'a  malheureusement  pas 
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enooTQ  été  pMH;  ttai»  oo  trcRiTe  îd  le  texte  des  I 

qae  Pappos-a  iùooé  pour  aerrir  dféclnreissemailà  ApoHo- 

Diuft;  le  premier  lîYre  d' AppHonias  est  dédié  à  Eadène. 

U  lui  dît:  <«  Lorsque  je  me  suis,  trouyé  avec  voiis  à  Per- 
game,  voas  avez  manifesté  le  désir  deoûnnattre  mes  traTanx 
sur  les  ooBiqaes  ;  je  vous  envoie  le  premier  Ihrre  corrigé,  et 
quaad  jeserai  mieax  disposé,  vous  aurai  lessept  autres.  Tous 
n'avez  pas  oubliée  quelle  occasion  je  les  ai  composés  :  c'était  à 
Alexandrie  et  à  la  prière  du  géomètre  Nauerate,  lequel  étant 
pressé  de  s'embarquer,  je  mis  par  écrit  les  boit  livres,  1res 
à  là  bâte  et  sans  les  revoir.  Ajant  maintenant  le  temps,  dobs 
les  éditerons»  à  mesure  qu'ils  seront  corrigés.  Mais  il  est 
arrivé  que  Aq  premier  et  le  second  livre  ont  été  domsés  à 
quelques-unes  de  mes  coanaiirannces ,  avant  d'être  revus  : 
vous  ne  devez  donc  pas  être  surpris  de  trouver  des  change- 
ments dans  œrtainea  propositions  de  ces  huit  livres.  Les 
quatre  premiers  contiennent  la  partie  élémeotaire  ;  le  pre- 
mier livre  renferme  les  générations  des  treirseclions  du  ctee 
et  des  sections  dites  opposées.  {*)  ;  le  second  livre  traite  des 
dian»ètres ,  des  axes  et  des  aqrmptoies,  et  oontienl  divenss 
propositions  niMes  pour  les  dSofismav  (**)i  le  troisième  livre 
contient  beanooiip  et  d'admii^aUes  tbéorèons  utiles  pour  la 
sjnthèse  des  lîettx  solides ,  et  pour  les  diorisaiefl  ;  la  ^part 
sont  beaux  et  nouveaux.  Par  occasioii ,  nous  devons  faire 
observer  qii'£udkideji7a pas  taieofhit  «ksgmltiéaa  d^lieaaux 
trois  et  quatre  lignes  C*^) ,  il  n'en  a  tiMté  qn^ui»  petite 
partie  et  cela  sans  beaucoup  de  succès;  Cette  synthèse  oe 
peut  même  biense  fairo.sans  les  théorèmes  que  nous  avom 

(*)  Nom  donné  h,  l'hyperbole  silaée  sur  la  seconde  nappe  do  cône. 

(**)  Nom  donné  par  les  Grecs  ani  problèmes  déterminés,  de  8iopd^ ,  dûlrr- 
mmo  ;  les  Grecs  ne  cnltif  aient  mène  les  lienz  géooiétciqiies  »  qu'en  Tue  de  lenr 
utilité  pour  les  diorismes. 

(***)  Problème  célèbre.  ÊUnI  données  trois  ov  qualrs  dn^HSi,  trMiver  lo  lies 
du  point  tel  que  les  distances  satisfassent  à  une  relation  donnée ,  ne  dépafsaat 
pas  le  second  degré. 
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invenlés.  Le  quairiime livre  apprendre  cvHfibieode  manidrcs 
1m  eoidqw»  )p«a?eDt  se  ronoontrer  entre  elles  et  avec  la 
cîreonféreaoe,  et  beaneoop  d'aulres  propmlioiia  appartenant 
à  une  théorie  ooœpléte.;  ce  qal  n'a  janais  été  pablié  par 
aucun  de  nos  devanciers  ;  il  en  est  ainsi  da  nombre  des  points 
d'intersections  ^epenrent  SToIr  les  sections  opposées.  Les 
quatre  antres  livres  appartiennent  à  la  sdence  la  plus  rele- 
vée, car  le  dmqnîénie  traite  des  maxinia  et  noiininm  ;  le 
sixième,  des  sections  coniques  égales  et  semUables }  le  sep- 
tième <sontient  des  théorèmes  dioristiques  ;  le  huitième  con- 
tientdfisproblèmes  dioristiques.  Lorsqu'ils  seront  toasé<tttés, 
il  aéra  loisible  à  chacon  d'en  porter  tel  jugement  qu'il  trou- 
vera convenable.  » 

On  voit  qu'Apollonius  avait  une  opinion  trés-baute  mais 
très-juste  de  ses  découvertes.  Pappus  taxe  Apollomos  d'ar- 
rogance, et  trouve  <pi'il  ne  parle  pas  avec  convenance 
d'Euclide,  son  prédécesseur  ,  tandis  que  celui-ci  s'est  mon- 
tré trèa^juste  envers  Aristée,  qui  avait  écrit  sur  les 
coniques  avant  Eudidei  voici  les  paroles  de  Pappus^  au  com- 
mencement du  septième  livre  des  collections,  ^  Eucliâes 
ai^iemsecutm  ^Hstmém^  êcriptorem  lUcudmlHmy  in  m  quim  de.  ^ 
conicis  tradideroit  nequ$  a$U0verien$^  neque  volem  eomm 
iriffMHmein  detfruere ,  eût»  mitistiimu  eêset  ei  henignuê  erga 
Q0MM$^  prœserHm  eos  qui  nuiihemaiicaê  di$ciplina$  aliq^A  ex 
paru  nmgert  et  amplifieare  pasêsni,  ut  par  esl,  ei  nuUo  modo 
infenmtB ,  $ed  accuratus,  non  arrogant  i  velut  hkee  eei  Apol^ 
lonius.  »  Pain^  fait  cette  sortie  à  cause  de  la  manière  dont 
Apollonius  parle  ci-dessus  d'Euclide,  à  l'occasion  du  pro- 
blème des  trois  et  quatre  lignes. 

11  est  bien  possible  qu'Apollonius  n'ait  pas  toujours  rendu 
justice  suflBsante  a  ses  devanciers  et  ait  cherché  à  les  primer 
et  à  démolir  leurs  travaux  ( mUever/ers  et  de$truere)\  cela 
s'est  vu ,  même  chez  d'éminents  géomètres ,  en  tout  temps. 
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Yoict  comment  Us  s'y  pmroent  de  nos  joaTS.  Yous  a^ex  dé* 
couvert  ^  je  suppose ,  une  propriété  du  triatt^ennportnile , 
inoonnne  \  Ss  droeBMsrtt«Él  votre  triangle  dans  on  poly* 
gooe ,  s'évertuent  à  géaéraliser  votre  propriété ,  et  la  signa* 
lent  ensuite  eommë  un  petit  cas  particoUer;  et  teutefoia , 
sans  le  triangle,  jamais  ne  leur  serait  venue  l'idée  du  poly- 
gone. C'est  ce  qu'on  peut  appeler  la  passion  àbêorbante ,  uae 
des  innombrables  ramiCcations  de  la  cupidité.  ApoUottios 
peut  avcHT  en  cetle  faiblesse  :  le  génie  n'en  exempte  pas  ; 
mais  le  passage  incriminé  par  Pafqpus  ne  prouve  rien,  el 
même  plutôt  le  eontraire  ;  car  ÂpoU^kis  dit  escpressément 
que  les  ipiatre  premiers  livres  sont  eonsaoris  à  reïposUion 
des  cléments ,  et  on  n'invente  pas  les  éléments  ;  il -dit  seule- 
ment avoir  perfectionné  certaines  pai^tiës ,  ce  qui  n*a  rien 
d'extracMrdihaire  ;  mais  il  fait  ses  réserves  pour  les  quatre 
derniers  livres,  où  se  trouvent  en  eOst  des  découvertes 
capitales  et  qui  lui  appartiennent  incontesHiUement»  et  où 
il  a  créé  ta  théorie  des  diamètres  conjugués;  et  même, 
moins  la  déoomrnstlon ,  la  théorie  des  développées  des 
coniques,  encore  aujourd'hui  plus  complète  que  chez  les 
jl  modernes,  et  où  son  génie,  devançant  dix4mft  aièdes, 
marche  de  niveau  avec  le  génie  d'Ardbimède. 

Le  second  livre  est  dédié  au  même  Eudème  ;  Apoliomus 
l'envoie  par  son  fils ,  de  même  nom  que  le  père ,  et  fll  recom- 
mande à  Eudème  de  le  communiquer  anx  personnes  qtii  lui 
en  paraissent  dignes ,  et  sutlont  au  géomètre  PhHooide ,  s^ 
vient  à  Pergamè,  et  avec  lequel  il  avait  contracté  amitié  à 
Ephèse.  On  voit  qaellô  importance  les  auteurs  attachaient, 
avant  Timpression,  à  des  communications  officieuses  ^  alors 
TuDique  moyen  de  publicité; 

Le  troisième  livre  n'a  pas  de  dédicace,  mais  le  quatrième 
est  dédié  à  Attale  ;  on  ne  sait  quelle  ville  il  habitait.  Apollo- 
nius dit  qu'Eudème  ayant  trépassé  (  |ji£'niXXoexo'co<;  ^  Ixeivou], 
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îl  enverra  les  autres  livres  à  AKalo.  «  Dans  ce  livre ,  je 
>  traite ,  dit-il  :  V  des  intersections  des  sections  coniques 
»  entre  elles  et  avec  la  circonférence;  9r  des  intersections 
»  des  sections  coniques  avec  les  branches  opposées ,  avec  les 
»  secondes  branches  de  Fhjperbole  ;  3*  des  intersections  des 
»  branches  opposées  entre  elles.  »  Conon  a  écrit  sur  la  pre* 
mière  partie,  mais  ses  démonstrations  ne  sont  pas  exactes;  il 
a  été  en  cela  justement  critiqué  par  Nicotèle  de  Cyrène  ;  le 
dernier  fait  mention  delà  seconde  partie  comme  d'une  chose 
facile ,  cependant  ni  lui  ni  d'autres  n*ont  rien  donné  là^ 
dessus;  quant  à  la  troisième  partie,  elle  n'est  même  Venue 
à  ridée  de  personne.  Nicotèle,  dans  sa  discussion  avec 
Conon,  avance  que  les  inventions  de  Conon  ne  peuvent  servir 
aux  dioristnes,  ce  qui  est  faux,  elles  sont  au  contraire  très- 
utiles  pour  cet  objet.  » 

aÇta  ?atai  aicoSo^îîc  xtxt  ^^p  &ï>^a  ToXkk  twv  iv  {xaO>î{jLaat  8tà  touto  , 

«  D'ailleurs,  indépendamment  d'une  telle  utilité,  les  dé- 
monstrations sont  dignes  d'être  admises  foar  elles-mêmes  ^ 
car  nous  admettons  de  même  beaucoup  d'autres  propositions 
dans  les  mathématiques  pour  elles-mêmes  et  non  pour 
d'autres  raisons.  » 

Apollonius  vent  qu'on  cultive  aussi  la  science  pour  la 
science,  et  non  totijours  en  vne  d'une  utilité.  En  effet,  qui 
est  juge  de  celte  utilité,  à  quels  caractères  la  reconnaître? 
Qui  aurait  pu  prédire,  au  siècle  d'Apollonius ,  que  les^pro^ 
priêlés  focales  des  coniques  joueraient  le  rôle  le  plus  impor- 
tant dans  là  construction  de  l'univers?  Pouvait-on  prévoir 
que  des  propriétés  de  nombres  amèneraient  à  des  divisions 
du  cercle,  que  quarante  siècles  de  méditations  géométriques 
n'ont  pas  su  et  ne  savent  pas  encore  efiEsctuer  ? 

Dans  l'édition  de  Ha)lej^,  la  pagination  recommence  pour 
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les  trois  livres  iradaits  de  l'arabe  et  pour  le  quatrième,  res- 
titué, en  (oat  171  pages.  Voici  le  tilre  :  Ap,  Perg.  Coniearum 
libri  ires  poUeriores  (se.  ^,  rieê  Fil) ,  tx  arabico  semume 
in  laUnum  conveni ,  cum  Pappi  Mexandrini  lemmati$  ;  mb- 
jkaur  liber  Conkcrum  octavus ,  restUuius  operà  et  sêudio 
Edmundi  Halkii^  apud  Oxonienses  geometriœ  profmorû 
S€nriKani.  —  Halley  a  dédié  les  quatre  premiers  livres  à  Jean 
Holt ,  chef  de  la  justice  en  Angleterre ,  et  les  qnatre  derniers 
à  Marsh,  archevêque  d'Armagb^  primat  d'Irlande,  ariium 
maihematicarum  fautori  mmmo^  mique  ordinis  propê  unico. 

Halley  donne  la  description  du  manuscrit  de  Golins,  de- 
venu la  propriété  do  cet  archevêque.  On  lit  en  marge  ce 
titre  :  Livre  des  Coniques,  selon  If aasir  Eddin ,  de  Téns  O. 
Au  commencement  et  à  la  fin  du  livre ,  on  trouve  ces  mots  : 
Livre  des  Coniques  d'Apollonius.  Thebit  ben  Corah  a  tra- 
duit, mais  Béni  Moses  a  corrigé. 

On  j  lit  aussi  que  le  manuscrit,  commencé  le  16  aoAt  1247, 
a  été  terminé  à  Maraga  (**)  le  30  mars  1303.  Ces  renseigne- 
roentaontété  traduits,  dit  Halley,  par  Sike,  professeur  de  lit- 
térature orientale  à  Cambridge;  ainsi  Halley  ne  savait  pas 
Tarabc. 

Le  cinquième  livre  est  adressé  à  Attale.  Le  trait  qui  est 
en  tête  de  la  première  ligne  f^it  présumer  que  cette  dédicace 
n'est  pas  complète,  en  voici  la  traduction.  «Nous  avons 
écrit  dans  ce  cinquième  livre  les  propositions  des  maxima  et 
minima.  Il  est  à  savcrfr  que  ceux  qui  ont  vécu  avant  nous  et 
ceux  de  notre  temps  n'ont  que  légèrement  effleuré  la  doctrine 
des  minima ,  ils  ont  seulement  démontré  ce  qui  concerne, 
sons  ce  rapport,  les  droites  qui  touchent  les  coniques,  et 
vke  t>end,  c'est-à-dire  ce  qui  arrive  lorsque  ces  lignes  sont 


(*)  Teus  est  une  Tille  de  la  Perse.  Latitude  3T«,  longitude  n«. 
(**)  Ville  entre  la  Védie  et  PAssyrie.  Utilvde  3T«,  longUvde  |3«. 
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des  Umehantes^  mais  nous  avons  parlé  de  ces  lignes  dans  le 
premier  Uvre,  si  ce  n'est  que  dans  Texposition  noos  avons 
omis  la  doctrine  des  mînima  ;  nous*  avons  résoin  de  suivre 
encore  le  même  ordre  qnc  dans  les  trois  premières  parties 
des  éléments,  ayant  égard  mx  divers  diamètres  qneleon- 
conques;  mais  comme  les  propriétés  sont  innombrables, 
nons  avons  seulement  cheirché  pour  le  moment  à  montrer 
comment  les  choses  se  comportent  relativement  aux  axes  on 
aux  diamètres  principaux.  Nous  avons  arrangé  avec  soin  les 
propositions  sur  les  minima  et  nous  les'  avons  distinguées 
selon  leurs  classes  ;  nons  j  avons  joint  la  doctrine  susdite  des 
maxima ,  car  c*est  nécessaire  à  ceux  qui  cuilfvent  la  sdence, 
tant  pour  rannlyseet  les  diorismesdes  problèmes  que  pour 
leur  synthèse  ;  ett  outre,  que  ces  choses  sont  du  norobve  de 
crties  qui  par  elles-mêmes  ne  paririssent  pas  indignes  de  de- 
venir un  objet  de  méditation.  » 

Ce  cinquième  livre,  honneur  de  l'esprit  hnmain,  est  le 
plus  beau  reste  de  la  géométrie  antique  :  nous  en  donnerons 
toutes  les  propositions  dans  les  Annales,  en  indiquant  le 
mode  de  démonstration. 

Le  sixième  livre ,  adressé  à  Attale ,  débute  ràui  :  «  Je 
t'envoie  le  sixième  livre  des  coniques ,  qui  codent  des  pn>* 
positions  sur  les  coniques ,  sur  les  segments  de  ces  coniques , 
égaux  et  inégaux,  semblables  et  dissemblables,  et  encore 
d'autres  propositions  omises  par  nos  prédécesseurs  ;  car  c'est 
dans  ce  livre  que  ta  trouveras  spécialement  comment  il  faut 
couper  un  cône  droit  donné  pour  obtenir  une  section  égale 
à  une  conique  donnée,  et  comment  on  peut  construire  un 
cône  droit  semblable  à  un  cône  donné  et  passant  par  une 
conique  donnée ,  objet  que  nous  avons  traité  avec  plus  d'a- 
bondance et  un  peu  plus  clairement  que  ceux  qui  en  ont 
écrit  avant  nous.  >• 

Voici  la  dédicace  du  septième  livre ,  toujours  au  même  : 
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«Je.  t'envoie  avee  oettx*ci  C)  le  sepUèDue  livre  des  secAioBS 
coniques  :  il  y  a  pla»ie«rfi  propositioas  neuves  relatives  aux 
diaotètrcs  et  aux  figuces  construHes  sur  ces  diamètres, 
propositions  utiles  en  beaujcoup  d'espèces  de  problâmes,  et 
principalement  dans  leurs  di€nsme$.  On  en  rencontre  plu- 
sieurs exemples  dans  ks.probUmeq  coniques  déterminés  qoe 
nous  avons  résolus  et  démontras  dans  le  hniliàme  livre  ^  qui 
tiendra  lieu  d'appendix.  Nous  tâcherons  de  te  l'envoyer  le 
plus  tôt  possible.  »  Par  figure  ooDSlruite  sur  ua  diamètre , 
A|K)Uoaius  désigne*  le  ree4»igle  ayant  pour  côtés  le  dîsmèlre 
et  son  paramètre;  eu  ^  en  termes  asodemes,  le  eairé  du 
diamètre  conjugué. 

C'est  dans  ce  dernier  livre  qu'on  rencontre  non-seulement 
les  propriétés  faudamentales  des  diamètres  coiy^iKii^  9  nai> 
bettueoijq>  d'antres  propositions  importantes  dont  nom  dan* 
nerons  l'énoncé. 

lie  huitième  et  dernier  livre  est  entièrement  l'ouvrage  de 
HaUey,  il  contient  trenle^trois  problèmes  diaristiques  (  déter- 
minés) sur  les  diamètjre»  conjagués ,  leurs  paramètres ,  leurs 
angles  maxima,  minima,  etc.,  etc.»  les  solutions  sootiou* 
dées  sur  diverses  propositions  d'ApoUonius^  et  principale- 
ment air  ce  que  ce  géomètre  nomme  ligne$  homologum  (voir 
p.  345).  Les  problèmes  sont  faciles  par  les  m^odes  moderues. 

La  pagination  reconunence  pour  Sérénus,  qui  coutieut 
88  pages  ;  il  est  dédtè  à  Aldricb ,  doyen  du  collège  de  Gtwist- 
Chnrch ,  le  titre  .est;  iSepifvou  Awmim  <piXo«<6^u  mpl  Tot&^ 
xv>Xii^fx>u  xai  x£bvo9  ^t^Xta  8i»(0.  -^  Sermi  philosophi  Aniisaentii 
de  iecHone  qfiindri  et  coni  ^  Utri  duo  ;  ex  eodd.  Msê.  grmei» 
ediditE.  Halkim^  etc. 

Serenus  adresse  ces  deux  livres  à  sou  ami  Cyrus.  Le  pre« 
mier  livre  a  pow  ofafet  de  démontrer  que  tes  sections  qu'on 

O  On  ne  dit  p»  avec  quoi. 
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obtîeot  dans  le  cylimlre  oblique  sont  identiques  à  colles  qu'on 
obtient  dauf  le  icùn»  oblique ,  ce  qui  n'était  pas  encore  géné- 
ralement admis. 

Le  second  livre  est  uniquement  consacré  aux  diverses 
propriétés  du  triangle  qu'on  obtient  en  menant  un  plan  par 
le  sommet  du  ,cAne;'  par  exemple,  il  cherche  que)  est  le 
triangle  d  aire  maxima  r  quel  est  le  triangle  mené  par  l'axe 
ayant  l'aire  mioima ,  comment  il  faot  mener  un  plan  pour 
avoir  un  triangle  isocèle  d'une  aire  donnée;  il  ne  résout  ce 
problème  que  pour  le  cône  droit ,  et  Halley,  par  la  méthode 
algébrique  >  résout  le  même  problème  pour  le  cône  oblique. 
La  construction  exige  qu*on  mène  une  normale  par  un  point 
donné  à  une  parahde  donnée ,  Apf^onîus  résout  ce  dernier 
problème  en  faisant  couper  la  parabole  par  une  hyperbcrie» 
mais  Halley  remplace  l'hyperbole  par  une  circonférence;  il 
dit  avoir  trouvé  cette  construction  il  y  a  une  vingtaine  d'an- 
nées, par  conséquent  vers  1690.  (  r.  t.  II ,  p.  186. }  Sérénus 
termine  le  volume. 

Nous  n'avons  point  de  traduction  française  ni  d'Apollo- 
nius y  ni  de  Sérénus ,  ni  de  Pappus  ;  ce  seraient  des  travaux 
qui^  exécntés  par  des  professeurs  de  TBooIe  normd^,  jette- 
raient quelque  lustre  sur  une  institution  toujours  primée  par 
l'École  polytechnique  ;  et  toutefois  on  aurait  droit  de  s'at- 
tendre à  un  résultat  opposé;  car  à  l'École  polytechnique, 
destinée  à  former  des  hommes  pratiques,  les  mathématiques 
sont  des  sciences  auxiliaires  ;  tandis  qu'à  l'Ecole  normale , 
où  doivent  se  former  des  professeurs,  des  théoriciens,  les 
mathématiques  sont  des  sciences  essentielles,  devant  être 
développées  dans  toute  leur  étendue ,  didactique ,  philolo- 
gique ,  historique.  Si  donc  les  produits  des  deux  institutions 
se  présentent  dans  un  ordre  inverse ,  cela  doit  tenir  à  quel- 
que vice  d'enseignement  qu'il  serait  utile  de  faire  connaître. 

.  L'Académie  des  inscriptions  ou  la  Société  asiatique  ren- 
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(iraient  an  grand  service  en  s'occupant  de  la  pilbUcatîoti  dtt 
texte  arabe  d'Apollonias;  c'est  i'anique  moyen  de  contrôler 
la  traduction  de  Halley.  On  peut  compter  d'aillears  sur  les 
encouragements  d*un  gouvernement  protecteur  des  sciences, 
qui  a  ordonné  la  réimpression  de  Laplace  et  de  Fermai, 
réimpressions  «ans  contredit  très-patriotiques,  mais  aussi 
dispendieuses  et  moins  nécessaires  que  les  publications  que 
noos  aTons  indiquées.  Multiplier  un  ouvrage  existant  à  lu 
portée  de  tous  n'est  pas  aassi  indispetisable  que  de  mettre  en 
lumière  un  ouvrage  inaccessible  même  an  petit  nombre.  Pej- 
rard,  dans  sa  traduction  d'Eudide  (t.  II,  prér.  VU),  annonce 
avoir  remis  à  l'Académie  des  sciences^  la  traduction  latine  et 
française  des  sept  livres  d'Apollonius  et  le  (exte  grec  :  qu'est 
devenu  ce  précieux  travail?  s'il  existe  encore,  ce  qui  est 
probable,  pourquoi  ne  pas  en  bâter  la  publication?  Les  fonds 
accordés  par  le  gouvernement  pour  l'impression  d*ouvrages 
inédits  seraient  ici  aussi  fructueusement  employés  qu'à  éditer 
tant  de  factnms  du  moyen-Âge,  qui  souvent  ne  nous  appren* 
nent  autre  chose  que  telle  église  ruinée  d'un  viUageinconna 
a  eu  pour  fondateur  non  un  nommé  Abogard,  mais  un 
nommé  Hincmar.  Quel  progrès  pour  la  science  historiqae 
en  particulier  et  pour  l'esprit  humain  en  général  !        Tkn. 


ANNONCE. 


Géométrie  élémentaire^  suivie  de  la  trigonométrie  rectitigne 
et  sphérique,  à  l'usage  des  candidats  aux  écoles  ^ 
ciales;  par  P.  J.  E.  Finclt,  docteur  es  sciences,  etc.  Auto- 
risée par  le  conseil  royal  de  Finstruction  publique, 
troisième  édition  revue  et  améliorée,  Strasbourg,  Paris, 
chez  Carilian-Gœary  et  Yo^  Dalmont,  1844. 
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GRAND  CONCOURS  (aanée  1844). 

Étant  donnés  une  ell^  et  un  point  A  sur  la  cireonférenee  ; 
on  décrit  un  cercle  tangent  à  la  courbe  en  ce  poi$^J  et 
Von  mène  au  cercle  et  â  VellipsCj  les  deux  tangentes  eon^ 
munes^  autres  que  celle  qui  tow^^erait  les  deux  courbes  au 
point  A. 

On  demande  q%iel  es$  le  lieu  géométrique  dupoint  d^interseciion 
de  ces  deux  tangentes^  quand  on  fait  wsrier  le  ra/gon  du 
cercle. 

X»      y* 

Nota.  Si  on  représente  V ellipse  par  Féquation  -^  -f*  r« = ^  >  on 

a       D 

pourra^  si  Fon  veut,  exprimer  les  coordonnées  dupoint  A  en 

fonction  d'une  seule  constante  <p,  de  cette  manière  x  =  a 

«tn  <p  ;  y  =  b  cos  <p. 

PRIX  D'HONNEUR. 


Né  le  27  JaiiTier  1S3S ,  A  Paria. 
(  Incitation  Coûtant.  *  Goltège  royal  Charlemagne.  Professeur  :  M.  Rouby.  ) 


Première  solution. 

Etant  donnés  une  ellipse  et  an  point  sur  sa  circonfé- 
rence, on  mène  par  ce  point  an  cercle  tangent  à  rellipse, 
et  on  demande  le  lien  géométriqae  des  points  de  rencontre 
des  tangentes^commanes  au  cercle  et  à  l'ellipse ,  aatres  qne 
celle  qui  passe  par  le  point  donné. 

Prenons  pour  axe  des  ^  la  tangente  commune  à  l'ellipse  et 
au  cercle  au  point  donné  A ,  et  pour  axe  des  x  la  normale  à 
cos  denx  courbes  en  ce  point  $  l'ellipse  aura  pour  équation 
y  +  Bxy  +  Cx''\-Ex  =  0, 

A!llf.  UB  M \TDfiir.  HT.  33 
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et  en  désignaDt  par  R  le  rayon  variable  da  cercle,  réquatioQ 
de  ce  cercle  sera 

y4-jr"-|-2Rx=0. 

Nommoiis  a,  p,  les  coordonnées  raconnnes  do  point  de  ren- 
coDire  des  tangentes  communes  à  Tellipse  et  an  cercle  »  au- 
tres qoe  la  tangente  au  point  A.  Ces  deax  tangentes  pour- 
ront éfYe  représentées  par  l'équation- 


(i) 


j— P="»(-^— «), 


m  ayant  une  ralenr  particulière  pour  chacune  des  tangentes. 
Cela  posé,  la  droite  qui  a  pour  équation  (1),  ou 

^=mT^^^^ma  ou  ^  =  mx -f- n ,  en  posant  p — m%znn^ 

étant  tangente  à  Tellipse  et  au  cercle,  les  équations  provenant 
de  la  substitution  de  nue  -f  ^^  à  la  place  dey  dans  les  équa- 
tions de  ces  courbes,  devront  avoir  leurs  racines  égales,  ce 
qui  nous  fournira  deux  relations  entre  m,  a,  |3  et  R ,  puisque 
nzz^^—ma.  Or,  en  considérant  R  cooMoe  miequantHé  con- 
nue, ces  deux  relations  seraient  deox  équations  en  m,  qui 
devront  par  conséquent  avoir  les  mêmes  racines^-  donc,  en 
divisant  chacune  de  ces  deux  équations  par  le  coeiBcient  de 
son  premier  terme,  les  autres  coefficients  devront  être  iden- 
tiques, ce  qui  fournira  deux  relations  entre  a,  P,  R»  entre 
lesquelles  éliminant  R,  et  remarquant  que  œ  et  p  sont  alors 
Vx  et  1>  d'an  point  quelconque  du  lieu ,  on  aura  l'équation 
de  ce  lieu. 

La  substitution  de  mjc-}-nk  la  place  de  y  dans  Téquation 
y-\-Bxy-{-Cjc^'\'Ejc  =  0    donne  : 

:r-fn-=:0, 


m" 

x'-\-imn 

+  Bto 

4-B« 

+c 

-J-E 
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éqaatioii  qui,  deYant  avoir  ses  racioes  égales,  donne  : 
(2mn  +  B/i-f  £)•—  ♦»•(/»"+  Bm  -h  C) = 0, 

ou,  simpliGanl  et  remplaçant  dans  le  résultat  n  par  ^  —  ma  : 

(B'— 4C)(p— /ii«)'+(4Eot+2BE)  (p— /na)  +  F=0; 
ordonnant  par  rapport  aai:  puissances  de  m,  on  aura  : 


(2)  (B^— 4C)a* 
—  4Ea 


/n*— 2(B*— 4C)aP 
+4EP 
_2BEa 


+2BEp 


=0. 


De  même ,  la  substitution  de  mx  -f  i»  à  la  place  de^  dans 
l'équation  do  cercle^ +  '^*+2Rj:=0,  donne  : 

+  1   I         +2R  I 

Or  les  deux  racines  de  cette  équation  doivent  être  égales  { 
donc  on  aura  : 

(m/i+R)*  —  n"  (m*  +  i)  =  0 , 

ouv  rimpKfiant  et  rmplaçant  n  par  p  —  m«  : 

(p  — /»«)•— 2mR(p— ma)  — R"=0; 

ordonnant  par  rapporta  m,  il  viendra  : 


(3)  u    I  m'— 2aP 

4-2Ra  I      — 2Rp 


m+p- 
-R* 


=  0. 


Divisant  chacune  des  deux  équations  (2),  (3),  par  le  coeffi- 
cient de  m%«t  égalant  alors  les  coefficients  des  autres  termes, 
il  viendra  : 

(B'— 4C)  «p  — E  (2p— B«)  _  p  (g+R) 
(B*— 4.C)a  — 4E         ""  a-f  2R  ' 

(B'-4C)P'+E(2Bp-f  E)  ^  p^— R' 
(B»  — 4C)a  — 4E         ""a+2R* 
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La  première  de  ces  deux  relaUons  étaat  do  premier  degré 
en  R ,  on  en  tire  : 

«  I  (B*—  4C)<»p— E  l2p  — Ba) -f-  2Çî5 1  = 

=R|(B*— 4C)ap— 4E3— 2(B* -4C)a?+2E(2p— B«)}  ; 

dou  *-~(B*-4Cjp+2BK' 

substituant  cet(e  valeur  à  la  place  de  R  dans  la  seconde  re- 
lation, après  avoir  chassé  les  dénominateurs,  on  aura  : 

d*oà  1*00  tire,  en  rédoisant  : 

[(B-^iQotp— 4EP]  j  (B'— 4C)P'+2BEP+F|  [(B'— 4C)p+2BE]= 
=  [(B«-^C)a— 4E]  |p[(B"-4C)H-2BET-F(2PH-B:t)-j . 

Divisant  de  part  et  d'antre  par  (B*  — 4G)a  — 4E,  sappri- 
mant  dans  les  denx  membres  p*[(B'  —  4G)p+2BE]%  et  divi- 
sant akn^  par  E*  qui  devient  facteur  oommon  aux  deux  meai- 
bros ,  on  a  : 

p((B*-.4C)p  +  2BE)  =  -.(2p  +  Bar; 

développant  et  remplaçant  «  et  p  par  x  et  j^,  il  viendra  : 

(4)   (B*  — 4C  +  4)r*  +  «xj^  +  BV  +  2BEj^  =  0, 

qui  est  l'équation  du  lieu  cherché. 

Cette  équation,  étant  indépendante  du  terme  en  :r  et  ne 
renfermant  pas  de  terme  tout  connu ,  représente  une  courbe 
tangente  à  l'axe  des  x  à  Torigine;  cherchons  maintenant  la 
nature  de  celle  courbe. 

Pour  que  l'équation 

^•+Bxr  +  Cx*4.Ex=:0 
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représente  yéritablement  une  ellipse ,  il  faut  qve  Ton  ait  la 
oondilion 

B*  — 4C<0. 

Or  aucQDC  hypothèse  p'a  été  faite  jusqu'à  présent  sur  la 
quantité  B*  — 4G;  donc, déjà,  on  obtiendra  l'équation  (4) 
quelle  que  soit  la  nature  de  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
tion 

^'4- Bx^  +  Car"  +  Er  =  0. 

Mais  cette  équation  peut  représenter  les  trois  courbes  du  se- 
cond degré  :  voyons  donc  pour  chacune  de  ces  courbes  ce  que 
représentera  l'équation  (4). 

Si  nous  supposons  B^ — 40  <  0,  ce  qui  nous  porte  au  pro- 
blème énoncé,  l'équatipn  (4)  donne  : 

leB*  — 4B'(B'— 4C  +  4)>0; 

carF  — 4G+4  est  al<Hrs  négatif,  ou  positif  et  plus  petit 
que  4  ;  donc,  le  lieu  répondant  à  l'énoncé  du  problème  est  une 
hyperbole  tangente,  au  point  donné,  à  la  normale  à  l'ellipse 
en  ce  point. 
3i  nous  supposons  B' — 4C  >  0,  nous  aurons  : 

i6B*— 4B'(B'  — 4G+4X0, 

car  B' — 40  -f  ^  ^t  une  quantité  positive  plus  grande  que  4  ; 
donc,  l<M^ue  la  courbe  donnée  est  une  hyperbole,  le  lieu 
cherché  est  une  ellipse,  qui  de  même  que  précédemment  est 
tangente,  au  point  dw&é ,  à  la  normale  à  Thyperbole  en  ce 
point. 
Enfip ,  supposons  B*  —  4G  =  0 ,  nous  aurons  : 

t6B'-4BMB'  — 4C  +  4)  =  0; 

donc,  dans  le  cas  où  la  courbe  donnée  est  une  parabole ,  on 
obtient  encore  une  parabole  pour  le  lieu  cherché. 
On  peut  remarquer  aussi  que,  si  le  point  donné  était 
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rextréœité  de  Tua  des  axes,  quelle  que  aoU  la  nature  de  la 
courbe  donnée ,  le  lien  cherché  serait  cet  axe  lui-môme  i  ce 
qui  se  conçoit  alors  parfaitement,  à  cause  de  la  symétrie,  par 
rapport  à  cet  axe ,  des  deux  courbes  auxquelles  on  mène  des 
tangentes  communes. 

En  déterminant  les  coordonnées  du  centre  et  celles  des 
foyers  dans  la  courbe  donnée  et  dans  la  courbe  cherchée,  on 
trouve  que  ces  points  sont  les  mêmes  dans  les  deux  courbes. 


Seconde  solution, 

•  Suppoaona  que  l'équation  do  l'ellipse  soit  donnée  de  la 
forme 

y*      Jc* 

on  pourra  alors  représenter  les  coordonnées  du  point  donné 
au  moyen  d'une  seule  constante  »,  ainsi  qu'il  suit  : 

a/  =  a8inr,      y  =  ôco8f, 

r  étant  une  constante  qui  varie  arec  la  position  du  point 
donné  sur  TelUpse  ^  car  alors ,  oo  a  : 

a'sin'v   ,   b*coëf       .  ,    ,        ,       . 
— ^  +  — ^=sm>  +  cos*f=l, 

le  cercle  tangent  à  l'ellipse  ayant  pour  rayon  R  :  cooune 
son  centre  se  trouve  sur  la  normale  à  l'ellipse  au  point 
donné ,  en  appelant  peiq  les  coordonnées  de  ce  centre ,  oo 
aura  : 

€/bin  y 
et,  puisque  le  cercle  est  tangent  à  l'ellipse,  on  aura  ' 

(2)  W=::{q—bcOSrf)^'j-{p-^asmff)\ 
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MaiQteDanty  si  nous  représeatonsles  coordoaDées  du  point 
du  lieu ,  correspondant  au  cerde  dont  le  rayon  est  R ,  par  a 
et  p,  nous  aurons  pour  la  tangente  commune  à  ce  cercle  et 
à  Fellipse  passant  par  ce  point,  l'équation 

j^  =  mj:  +  ((3— ma). 

Or,  cette  ligne  devant  être  tangente  à  Fellipse ,  on  aura  : 

(3)  (P— ma/«a*m"+6'; 

de  plus  »  devant  être  tangente  au  cercle ,  cette  droite  devra 
être  distante  du  centre  de  ce  cercle  de  la  quantité  R ,  donc  il 
faudra  poser  • 

(4)  q^mp^(p-^ma)  ^^ 

Éliminant  pei  q  entre  les  équations  (1)»  (2),  (4),  l'équa- 
tion résultante  en  m ,  devra  donner  pour  cette  inconnue  les 
mêmes  valeurs  que  celles  qu'on  tirerait  de  Téquation  (3)  ; 
donc  si  on  divise  chacune  de  ces  deux  équations  par  le  coeffi- 
cient de  son  premier  terme,  les  coefficients  des  autres  termes 
devront  être  identiques  dans  les  deux  équations ,  ce  qui  don- 
nera deux  relations  entre  lesquellea  éliminant  R ,  on  aura 
Inéquation  du  lieu  cherdié  en  remplaçant  dans  le  résultat  de 
l'élimination  de  R,  a  par  x,  et  p  par  x- 


SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

DES  QUESTIONS  PROPOSÉES  AU  CONCOURS  DE  1844. 

(  y.  p.  87T,  ) 


MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES. 

Étant  dopinés  une  ellipse  et  un  point  A  sur  la  circonférence  i 
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on  décrit  un  cerck  tangent  d  la  courbe  en  ce  points  et  Fon  mène 
au  cercle  et  d  VelHpee  les  deux  tangentes  communes ,  autres 
que  celle  qui  toucherait  ks  deux  courbes  données  aupoini  A. 
On  demande  quel  est  le  lieu  géométrique  du  point  d^inierwec" 
tion  de  ces  deux  tangentes^  quand  on  fait  varier  le  rayon  du 
cerck? 

La  solution  que  nous  allons  donner  est  fondée  sur  ]es  pro- 
positions suivantes  : 

1.  Le  centre  du  cercle  inscrit  dans  un  triangle  ABC 
(fig.  66) ,  est  situé  sur  la  droite  ML,  menée  du  milieu  M 
d'un  des  côtés  B(}  du  triangle ,  au  milieu  L  de  la  droite  AD 
qui  joint  k  sommet  A  »  opposé  au  côté  considéré  BC,  au  point 
de  tangence  D  de  ce  côté  et  du  cerck  inscrit.  Et  de  même,  k 
centre  &  du  Cercle  qui  touche  un  côté  BC  d'un  triangk 
et  les  prolongements  des  deux  autres  côtés  AB,  AG,  est  sur  k 
prolongement  de  la  droite  MV,  menée  du  milieu  M  du  pre- 
mier côté,  au  milieu  de  la  droite  AD'  qui  joint  le  sommet  op- 
posé A  au  point  deJUingenceV  de  ce  côté  et  du  cercle  ex^inserit. 

En  effet,  concevez  une  hyperbole  dont  les  foyers  soient  B  et 
G,  et  qui  passe  par  le  point  A  ;  elle  aura  pour  sommets  Det  V, 
car  DC — DB  =  AG— AB ,  et  d'ailleurs  D'G = DB.  Les  droites 
DO ,  D'O',  perpendiculaires  à  BC ,  aux  points  D ,  D*,  seront 
tangentes  à  Thyperbole,  à  ses  sommets  ;  et  la  bissectrice  AOCX 
de  l'angle  BAC  des  rayons  vecteurs  AB ,  AG,  touchera  aussi 
la  courbe  au  point  A.  Les  droites  ML,  ML'  sont  les  diamètres 
de  Thyperbole  ^  ipenés  par  les  milieux  ^^s  cordes  de  contact 
AD,  AD';  donc,  la  droite  ML  passe  par  le  point  O  d'inter- 
seelion  des  tangentes  DO,  AO ,  et  de  même,  la  droite  ML'  doit 
passer  par  le  point  d'intersection  O'  des  tangentes  AO',  D'O'. 

La  même  proposition  s'applique  aux  ellipses  inscrites  dans 
un  triangle ,  et  aux  ellipses  ex-inscrites  :  c'est  ce  que  l'on  re- 
connaît immédiatement  en  plaçant  ces  ellipses  sur  des  cylin- 
dres droits  à  bases  circulaires. 
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2.  La  droite  qui  unit  les  milieux  M,  L  des  diagonales  d'un 
quadrilatère  ABCD  (flg.  67) ,  dreonserit  d  un  cercle,  passe  par 
le  centre  Ode  ce  cercle. 

Les  sommes  des  côtés  opposés  d'an  quadrilatère  circonscrit 
étant  égales  entre  elles,  on  a  :  AC— AB=DG— DB;  et  par 
conséquent  Thyperbole  dont  les  foyers  sont  B  et  G ,  et  qui 
passe  par  le  point  A ,  contiendra  aussi  le  point  D.  Les  bis- 
sectrices AO9  DO  des  angles  BAC,  BDC,  seront  tangentes  à 
la  conrl)e  aux  points  A ,  D.  La  droite  LM  est  menée  du  mi-^ 
lieu  L  de  la  corde  des  contacts  an  centre  M  de  l'hyperbole  : 
donc,  elle  contient  lo  point  O  d'intersection  des  deux  tan- 
gentes (•). 

Cette  proposition  convient  aussi  à  Tellipse  inscrite  dans  un 
quadrilatère  ;  et  c'est  encore  ce  qui  résulte  simplement  de  ce 
qu'on  peut  placer  l'ellipse  sur  un  cylindre  droit  à  base  circu> 
laire.  Je  ferai,  de  plus,  observer  qu'il  est  toujours  possible 
d'inscrire  dans  un  quadrilatère  convexe  ABCD  {/ig.  68),  une 
ellipse  double  centre  soit  un  point  donné  O ,  sur  la  droite  LiVI 
qui  unit  les  milieux  des  diagonales  de  ce  quadrilatère.  Nous 
supposons  que  le  quadrilatère  ABCD  n'est  pas  un  parallélo- 
gramme, autrement  les  points  L,M  coïncideraient.  Ainsi, 
deux  des  côtés  opposés  de  ce  quadrilatère  se  rencontreront 
en  un  point  F,  en  formant  le  triangle  FCD.  Or,  si  Ton  inscrit 
dans  le  triangle  FGO  une  eUipse  dont  le  centre  soit  le  point  0 , 
cette  eilipse  touchera  nécessairement  le  quatrième  côté  AB 
du  quadrilatère. 

Car,  si  l'ellipse  ne  touche  pas  la  droite  AB ,  on  pourra ,  par 
le  point  A,  mener  une  droite  AG,  autre  que  AB,  et  tan- 
gente à  la  courbe.  Le  quadrilatère  AGDC  étant  circonscrit  à 
l'ellipse ,  la  droite  LO,  menée  du  milieu  de  l'une  des  diago- 

(*)  On  p«ut  aussi  déduire  ce  Ibéoréme  et  le  précédent  des  propositions  de  la 
géomcirie  élémentaire;  voyez  les  nole.H  placées  t  la  fln  de  cet  article. 
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nales  ÂD  au  centre  G  de  l'ellipse ,  devra  couper  l'autre  dia- 
gonale CG  en  son  milieu ,  au  point  1.  Les  points  M ,  I  étant 
respectivement  les  milieux  des  droites  GB,  GG,  il  faudra  que 
IML  soit  parallèle  à  GB.  En  menant  par  le  point  B  une  tan- 
gente à  Tellipse,  on  prouverait ,  de  même  »  que  ML  est  parai  - 
lèle  à  CA.  Par  conséquent  les  deux  droites  DB,  GA  seraient 
parallèles  ^  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Et  de  là ,  nous  conclurons  que  :  si  les  bifisectriees  AO ,  DO 
de  deux  angles  opposés  d'un  qtMdrilatère  convexe  ABCD 
(Bg.  67) ,  se  coupent  en  un  point  O,  situé  sur  la  droite  LM 
qui  unit  les  milieux  des  diagonales^  ce  quadrilatère  sera  eir- 
conscriptible  au  cercle. 

En  effet ,  si  l'ellipse  inscrite  dans  le  quadrilatère  ABCD ,  et 
qui  a  son  centre  au  point  O ,  ne  se  réduisait  pas  à  une  circon- 
férence lorsque  ce  point  se  trouve  à  la  fois  sur  les  bissectrices 
AO,  DO  de  deux  angles  opposés  BAG,  BDG»  il  faudrait 
que  ces  deux  bissectrices  fussent  perpendiculaires  l'une  à 
Taufrc ,  puisqu'elles  seraient  dirigées  suivant  le^  deux  axes 
de  lellipse  C).  Alors ,  la  somme  des  trois  angles  BAO ,  BDO , 
ABD  du  quadrilatère  convexe  ABDO  serait  égale  à  trois  an- 
gles droits.  Il  en  résulterait  BAO-f  BDO>90^,  d'oo 
GAO-f  GDO>90'',  et  par  suite  la  somme  des  Urois  an^es 
BAG,  BDC ,  ABD  du  quadrilatère  ABDC  serait  plus  grande 
que  celle  des  quatre  angles  du  quadrilatère  ABDO ,  et  sur- 
passerait quatre  angles  droits  ;  ce  qui  est  impossible. 

3.  Si  d'un  point  M  pris  hors  d^une  ellipse  (flg.  69),  on  mène 
deux  tangentes  MD,  MD'  à  la  cowrU ,  et  deux  droites  MF, 
MF  aux  foyers ,  la  bissectrice  de  rang  le  des  tangentes  divisera 


(*)  Nous  supposons  que  les  bissectrices  AO,  DO  se  coupent;  si  elles  éiaicirt 
en  prolongement  Pane  de  Taulre ,  elles  coïncideraient  avec  la  diagonale  10, 
et  dans  ce  cas,  le  quadrilatère  ABCD  serait  évidemment  circonscriptible,  puis- 
qae  les  bissectrices  de  trois  angles  consécotifs  de  ce  quadrilatère  se  rencon- 
treraient en  un  même  point. 
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aussi  en  deux  parties  égales  Vangle  des  deux  droites  menées 
aux  foyers. 

Sur  les  prolongements  des  rayons  vectenrs  F'D,  F'D',  je 
prends  DE=FD,  etD'E'=FD'.Les  droites  F'E,  F'E'  seront 
égales  an  grand  axe  de  Fellipse  ;  et  d'ailleurs ,  les  tangentes 
MD,  Miy  étant  perpeadicnlaires  sur  les  milieux  des  droites 
FE,  FE',  on  aura  ME=MF=ME'  :  ainsi,  les  triangles 
F'M  £ ,  F -ME' seront  équiangles  entre  eux,  comme  ayant 
leurs  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun.  Il  en  résulte  que 
l'angle  F'MF  =  FME  =  i  E'ME.  Or,  les  tangentes  MD',  MD 
divisant  en  parties  égales  les  angles  lpMt\  EMF,  on  a  aussi 
D'MD  =  ^E'ME  ;  donc,  D'MD= FME ,  ou D'MF  =  DME= 
DMF,  et  par  conséquent  la  bissectrice  de  Tangle  B'MD  di- 
vise en  parties' égales  l'angle  FMF. 

L'égalité  des  triangles  FMF,  F'ME  donne  encore  FF'M  = 
EF'M  ;  ainsi ,  la  droite  FM  qui  joint  un  des  foyers  au  point 
de  concours  des  tangentes  est  la  bissectrice  de  Vangle  des 
rayons  vecteurs  menés  de  ce  foyer  aux  deux  points  de  contact. 
(f^.t.  II,p.  538.) 

4.  11  est  maintenant  fecile  de  résoudre  la  question  pro- 
posée. 

Soient  F,  F  les  foyers  de  l'ellipse  donnée  (flg.  70);  A  le 
point  auquel  la  circonférence ,  dont  le  rayon  AO  est  variable, 
touche  l'ellipse;  et  QAR,  PQN ,  PRN'  les  tangentes  com- 
munes à  ces  deux  courbes  ;  H ,  G  les  points  de  rencontre 
des  rayons  vecteurs  FA ,  F'A  et  des  droites  PF',  PF.  Si  Ton 
joint  le  milieu  L  de  PA  au  milieu  M  de  QR ,  la  droite  LH 
contiendra  le  centre  O  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  PQR. 
Le  pndongement  de  cette  droite  passera  par  le  centre  G  de 
Tellipse  qui  touche  le  cOté  QR  au  point  A  »  et  les  prolonge- 
ments des  côtés  PQ,  PR  aux  points  N ,  N'  (n""  1).  La  droite 
LM  contient  encore  le  milieu  I  de  la  droite  HG ,  car  les  mi- 
lieux L,  1,  €  des  trois  diagonales  PA ,  HG,  FF  d'un  quadri* 
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lalère  compki  PHAGFF,  sont  situés  sar  une  même  droilf . 
De  plas,  la  ligne  AO,  prolongement  de  la  normale  AS  à  Tel- 
lipse  an  point  A ,  divise  en  parties  égales  l'angle  HAG  opposé 
an  sommet  de  l'angle  F  AF  des  rayons  vecteurs;  et  la  droite 
PO,  bissectrice  de  l'angle  N'PN  des  tangentes  menées  à  l'el- 
lipse par  le  point  P,  divise  aussi  en  parties  égales  l'angle 
FPF  des  droites  PF',  PF,  menées  du  point  P  aux  foyers  de 
l'ellipse  (n''  3).  Donc,  les  bissectrices  AO,  PO  de  deux  an- 
gles opposés  du  quadrilatère  AHPG ,  se  coupent  en  un  poiiK 
O  de  la  droite  LI  qui  unit  les  milieux  des  diagonales  de  ee 
quadrilatère ,  et  par  conséquent  le  quadrilatère  AHPG  est 
circonscriptible  à  un  cercle  dont  le  centre  est  au  p^rint  0 
(n^  2 ,  page  498).  Nommons  D,  D',  E ,  £'  les  points  aoxqaeb 
la  circonférence  inscrite  touche  les  quatre  côtés  du  quadri- 
latère AHPG ,  et  nous  aurons ,  à  cause  de  l'égalité  des  tan- 
gentes PET,  PE  : 

PF-PF  =  F'F— FE=FD  — FD'=FA  — FA. 

Ainsi,  la  différence  des  distances  du  point  P  aux  foyers 
F,  F,  est  égale  à  la  différence  des  rayons  vecteurs  F'A,  FA  ; 
donc,  le  lien  géométrique  do  point  P  est  une  hyperbole  dont 
les  foyers  sont  ceux  de  Tellipse,  et  qui  passe  par  le  point  A 
donné  sur  cette  courbe. 

La  normale  AS  à  Tellipse  est  tangente  à  l'hyperbole  ;  cet 
deux  courbes  se  coupât  à  angle  droit. 

5 .  Si  la  courbe  donnée,  au  lieu  d'être  une  dUpse,  était  mie 
parabole  on  bien  une  hyperbole,  la  déterminatiou  du  lies 
géométrique  proposé  résulterait  encore  simplement  des  prin- 
cipes que  nous  venons  d'établir,  en  ayant  soin»  toatefbîs^  d'y 
apporter  les  modiGcations  qui  servent  à  passer  des  propriétés 
fondamentales  de  l'ellipse  à  celles  des  deux  autres  eoorbes  du 
second  degré.  Quoique  cette  recherche  ne  puisse  offirir  au- 
cune difficulté ,  nous  résoudrons  encore  la  question  proposée 
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pour  le  cas  de  la  parabole,  en  étendant  à  cette  courbe  les 
théorèmes  des  n<»  1  et  3. 

Supposons  qu'une  parabole,  (fig.  71),  touche  la  base  BG 
d'un  triangle  ABC  au  point  D,  et  les  prolongements  des  deux 
autres  c6tés  AB,  AC ,  aux  points  E,  E'  :  la  droite  ML  qui 
joint  le  milieu  M  de  la  base  au  milieu  L  de  la  droite  AD, 
menée  du  sommet  du  triangle  au  point  de  contact  de  la  base , 
sera  parallèle  à  Taxe  de  la  parabole. 

Cette  propriété  peut  être  déduite  de  la  proposition  du  n""  1 , 
en  assimilant  la  parabole  à  une  ellipse  dont  le  centre  est  à 
l'infini ,  ou  bien  en  plaçant  la  parabole  sur  un  c6ne  droit  à 
base  circulaire;  mais  on  peut  aussi  la  démontrer  directement 
de  la  manière  suivante  : 

Par  le  sommet  A  du  triangle  ABC  ,  je  mène  une  parallèle 
AO  à  Taxe  de  laparabole  \  elle  divisera  en  deux  parties  égales 
la  [corde  des  contacts  EE'.  Par  conséquent,  les  parallèles 
EG,  E'G'  menées  à  la  base  BC,  jusqu'à  la  rencontre  de  AO,  se- 
ront ^ales  entre  elles.  SoientN,M']e8  points  de  rencontre  de 
ces  droites  EG,  E'G'  et  de  la  parallèle  à  l'axe  qui  passe  par 
le  point  D  :  on  aura  £'JN'— EN=  2NG  =  2DI.  Mais,  la  sous- 
tangente  HN  étant  double  de  l'abscisse  DN ,  on  a  EN=2BD, 
et  de  même  EN  =200;  donc,  CD  — BD=DI;  d'où 
CI =BD.  Il  s'ensuit  que  le  point  M ,  milieu  de  BC ,  est  aussi 
le  milieu  de  DI  ;  donc,  LM  est  parallèle  à  la  droite  AIO; 
c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer,  puisque  AO  est  parallèle  à 
l'axe  de  la  parabole. 

Si  d'un  point  C  situé  hors  d'une  parabole  (fig.  72},  on  mène 
à  cette  courbe  deux  tangentes  CD ,  CE ,  et  une  droite  CF  au 
foyer  F,  la  bissectrice  de  f  angle  DCE  des  tangentes  divisera 
en  deux  parties  égales  l'angle  FCL  qu^  forment  la  droite  CF 
dirigée  au  foyer  et  une  parallèle  CL  à  laxe^  conduite  par  le 
point  C  donné. 

En  effet ,  abaissez  des  trois  points  D,  C,  £  des  perpendicu- 
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laires DG,  CM,  EH  sur  la  directrice  GH,  et  tirez  les  droites 
CG,  CF,  GH  ;  les  triangles  GDC,  CDF  seront  égaux,  car  Tangle 
€DG=  CDF,  et,  de  plus ,  DG  =  DF.  Dé  môme ,  les  triangles 
GEH ,  GEF  seront  égaux  entre  eux;  ainsi ,  CG=CF=CH. 
Les  droites  CD,  CE,  CM  étant  respectivement  les  bissectrices 
des  angles  GCF ,  FCH ,  HCG ,  dont  la  somme  vaut  quatre 
angles  droits,  on  aura  GCD4-FCE+GCM=ri80«;  d'ail- 
leurs, GCD  +  DCL+GGM=:180*;  donc,  FGE=DCL.  H 
s'ensuit  que  la  bissectrice  de  Tanglc  DGE  divise  %n  deux 
parties  égales  l'angle  FCL. 

6.  Au  moyen  de  ces  remarques,  on  déterminera  fadlemenl 
le  lieu  géométrique  cherché. 

Soient  F  le  foyer  de  la  parabole  donnée  ;  O  le  centre  do 
cercle  tangent  à  la  parabole  au  point  A  {fig.  73);  QAR ,  PQD', 
PRD  les  tangentes  communes  aux  deux  courbes  ^  N,  £  les 
points  d'intersection  des  droites  FA  ^  FP,  et  des  parallèles  à 
Taxe  SF  de  la  parabole,  menées  par  les  points  P  et  A.  Si 
Ton  joint  le  milieu  H  de  QR  au  milieu  L  de  PA,  par  la 
droite  ML ,  cette  droite  passera  par  le  point  0  (n^  1),  et  sera 
parallèle  à  l'axe  SF  de  la  parabole  (n""  5};  ainsi,  le  point  Oest 
à  des  distances  égales  OG,  OG'  des  deux  parallèles  AE,  PN. 
D'ailleurs,  la  droite  PO,  bissectrice  de  l'angle  QPRdes  tan- 
gentes PQD',  PRD,  divise  en  deux  parties  égales  Tangle 
NPE  (n»  5).  De  plus,  la  droite  AO,  prolongement  de  h 
normale  au  point  A,  est  aussi  la  bfssectrice  de  l'angle  NAE; 
donc ,  la  circonférence  décrite  du  point  O  comme  centre  avec 
OG'  pour  rayon ,  touchera  les  quatre  côtés  du  quadrilatère 
NPEA,  en  des  points  G',  I,  G,  V.  L'égalité  des  tangentes 
Fr,  FI  donne  FA-f  AG=:FB— PG^  il  en  résulte  que  si  l'on 
prend  AK=AF  et  PH=PF,  on  aura  GK=G'H,  et  par 
suite  la  droite  HK  sera  parallèle  à  GG',  c'est-à-dire  perpen- 
diculaire à  l'axe  de  la  parabole.  La  position  de  la  droîteHKest 
invariable,  puisqu'elle  passe  par  le  point  K.  Donc,  le  point  P 
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apparlicnt  à  une  parabole  dont  le  foyer  est  F,  et  qui  a  poat' 
directrice  la  droite  HKR',  parallèle  à  la  directrice  de  la  para- 
bole donnée,  à  une  distance  du  point  A  égale  au  rayon  vcc^ 
teur  FA.  Les  directrices  des  deux  paraboles  sont  à  égales  dis- 
tances du  point  donné  A,  mais  de  différents  côtés  de  ce  point. 
Les  deux  courbes  se  coupent  sons  un  angle  droit  au  point  A, 
car  la  normale  AO,  à  Tune  d'elles ,  est  tangente  à  l'autre. 

On  trouvera,  de  méme,^  que  si  la  courbe  donnée  est  une 
byperbole,  le  lieu  géométrique  demandé  est  une  ellipse  dont 
les  foyers  seront  ceux  de  Thyperbole,  et  qui  passera  par  le 
point  donné  sur  cette  hyperbole. 

MATHÉMATIOUKS   ÉLÉMENTAIRES. 

Par  un  point  O  pris  sur  le  prolongement  d'un  diamètre  B  A 
d'un  cercle ,  on  mène  une  sécante  quelconque  qui  rencontre  le 
cercle  m  deux  points  M,  M'  (fig.  74),  et  de  ces  points  on  mène 
au  centre  C  deux  rayons  MC,  M'C  :  prouver  que  le  produit  de 
tang-i  MCA  par  tang  i  M'GA  est  constant^  quelle  que  soit  la 
direction  de  la  sécante. 

Au  point  O,  élevez  sur  OC  la  perpendiculaire  ODD'  qui 
rencontre  en  D  et  IV  les  droites  menées  des  points  M,  M'  à 
l'extrémité  B  du  diamètre  ACB.  En  prenant  BO  pour  rayon , 
la  droite  00  sera  la  tangente  de  7  MCA ,  et  OV  la  tangente 
del  M'CA.  Or,  les  quatre  points  M,  M',  D,]y, appartiennent 
à  une  même  circonférence ,  car  les  angles  DD'M',  DMM'  sont 
supplémentaires.  En  effet,  Tangle  Dl^M',  complément  de 
M'BA,  doit  avoir  pour  mesure  la  moitié  de  Tare  BM',  il  est 
donc  égal  à  l'angle  M'MB,  qui  est  adjacent  à  l'angle  DMM'. 
Puisque  les  quatre  points  M,  M',  D,  Tï  sont  situés  sur  une  ; 
même  ^circonférence,  on  a  OD.OD'=OM.OM'=OA.OB; 
donc,  tang ^ MCA  X  tang f  MCA  =0AX0B,  quelle  que 
soit  la-direction  de  la  sécante  OMM^ 
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Notes.  Oq  peut  démontrer  les  théorèmes  des  n*'  1  et2(p.49€, 
497),  au  moyen  des  Propositions  de  la  géométrie  élémentaire. 

1.  Je  suppose  que  le  cercle  inscrit  dans  le  triangle  ÂfiC 
(fig-  75),  touche  la  base  BC  au  point  D  }  par  ce  point  et  le 
contre  O  du  cercle,  je  mène  le  diamètre  DOE  ;  puis,  je  joins 
le  sommet  A  du  triangle  à  rextrémité  E  du  diamètre  DOE, 
par  la  droite  âE  dont  le  prolongement  coupe  la  base  BG  au 
point  ly  :  ce  dernier  point  sera  celui  auquel  le  cercle  tangent 
à  la  base  BC  et  aux  prolongements  des  deux  autres  c6lés 
âB,  AC,  touche  la  base^BC  du  triangle.  C'est  ce  que  nons 
allons  d'abord  démontrer. 

J'élève  sur  BC,  au  point  ly,  la  perpendiculaire  VCÏE  qni 
rencontre  aux  points  O^E'  les  prolongements  des  droites  AO, 
AD;  et  je  mène,  des  points  0,  C,  des  perpendiculaires  OG, 
&&  sur  AB.  Il  en  résulte  0G:0C::AO:A0'::OÉ:OT>'. 
MaisOG^OE;  donC,  0'G'  =  (yD';  et  par  conséquent  le 
point  (y  est  le  centre  du  cercle  cx-inscrit  au  triangle  ABC. 
Ce  cercle  louche  la  base  BC  au  point  D^  puisque  le  rayon 
O'D'  est  perpendiculaire  sur  BC. 

Maintenant,  je  dis  que  les  droites  MO,  MO',  menées  da 
milieu  M  de  BG  aux  centres  0  et  0^,  passent  par  les  milieux 
L,  U  des  droites  AD,  AD'.  En  effet ,  les  tangentes  BD,  CD' 
sont ,  comme  on  sait,  égales  entre  elles  ;  ainsi,  le  point  M , 
milieu  de  BC ,  est  le  milieu  de  DD.  La  droite  MO  divise  en 
parties  égales  les  côtés  DD',  DE  du  triangle  DD'E .  elle  est 
donc  parallèle  à  D'EA  i  et  par  conséquent  elle  divisera  DA 
en  deux  parties  égales  au  point  L.  De  plus,  D'0'=0'E', 
puisque  EO=OD  ;  donc ,  la  droite  O'M  est  parallèle  à  ED; 
il  s'ensuit  qu'elle  partage  en  deux  parties  égales  la  droite 
AD' au  point  L'. 

Je  ferai  encore  observer  que  le  produit  des  rayons  OD, 
OD'  est  égal  au  produit  des  tangentes  BD,  BD'.  Car  les  trian- 
gles BOD,  BO'D',  semblables,  comme  ayant  leurs  côtés  per- 
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peDdîcalAires  chacun  à  chacou,  donaent   la    proportion 
ODiBiyiiBDiaD'. 

2.  La  droite  qui  uoit  les  milieux  M,  L  de9  diagonales 
BC,  AA'  d'un  quadrilatère  ABCA'  {fîlg.  76) ,  circonscrit  à  un 
cercle ,  passe  par  le  centre  O  de  ce  cercle. 
.  £n  effet,  inscrivez  des  cercles  dans  les  triangles  ABC, 
A'BG,  ils  toucheront  la  base  commune  BG  en  un  même 
point  D.  Car,  le  qui|flrilatère  étant  circonscriplible^  on  a 
AC— AB=A'C— A'B;  mais  la  différence  AC— AB  est  égale 
à  la  différence  des  dislances  DG  ,  DB  des  extrémités  de  la 
base  BC  du  triangle  ABC,  au  point  de  contact  D  de  la  base 
et  du  cercle  inscrit ,  et  il  en  est  de  môme  pour  le  triangle 
A'BG  ;  donc ,  les  cercles  inscrits  dans  ces  triangles  touche- 
ront la  base  commune  au  même  point  Les  diamètres  DGE, 
DG'E'  de  ces  deux  cercles ,  menés  par  le  point  D,  seront  en 
prolongement  Tun  de  l'autre ,  sur  une  perpendiculaire  à  la 
droite  BC.  Les  deux  droites  AE,  A'E'  couperont  la  base  BC 
en  un  même  point  D\  qui  sera  le  point  de  contact  de  la  base 
BG  et  dos  cercles  ex-inscrits  aux  deux  triangles  (note  i). 
En6n,  si  Ton  prolonge  les  deux  droites  AD,  A'D,  jusqu'à  ce 
qu'elles  rencontrent  en  des  points  F,  F  la  perpendiculaire 
élevée  sur  BC  au  point  D',  les  droites  D'F,  l^'F  seront  les 
diamètres  des  cercles  ex -inscrits  aux  triangles  ABC,  A'BG, 
et  qui  touchent  la  base  BG  au  point  IV. 

Cela  posé,  on  aura  iyF:D£::D'F:D£',  car  les  produits 
DE  X  D'F,  DE'  X  DT'  sont  égaux  entre  eux ,  puisque  cha- 
cun d'eux  est  égal  à  i.BD.Biy  (note  1);  il  s'ensuit  HF:  HD 
::  FH':  HD,  et  par  conséquent  la  droite  HH'  est  parallèle  à 
FF  et  à  E'E.  Le  milieu  de  cette  droite  HH'  sera  le  centre  0 
du  cercle  inscrit  dans  le  quadrilatère  ABC V,  car  les  bissec- 
trices AG,  A'G'  des  angles  BAC,  BA'C,  divisant  en  deux  par- 
ties égales  les  diamètres  DE,  DiE\  devront  passer  par  le  roi- 
iicu  de  HH'.  La  ligne  DC  étant  égale  à  BD,  le  point  M,  milieu 

Anm.  ds  Matbémat.  111.  3^ 
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de  BC,  est  miliea  de  DD.  Ainri,  les  Irois  points  M,  O,  L 
sont  les  milieux  des  diagonales  D'D,  H'H,  A'A  da  qnadrifaK 
1ère  comidet ffiyHDA'A .  Donc ,  ces  trois  points  sont  en  ligne 
droite.  Cest  ce  qo'U  faltait  démontrer.  G. 


DEMONSTRATION  DU  THÉOBÈMB  DE  M.  CHASLBS, 

mr  k9  ara  semblables  d'une  coniqiu;  et  awtree  camidéraiions 
tur  le$  ares  curvilignes. 


I.  Théorémb  1.  Une  sécante  coupe  une  courbe  plane  en 

deux  pointe  M  et  M' ^  par  ces  points  menons  des  tangentes  se 

rencontrant  en  un  point  I  ;  supposons  que  la  sécante  toome 

infiniment ipeu  autour  d'un  point  fixeO ,  situé  sut  la  sécante» 

et  que  les  points  de  rencontre  deviennent  respectivement 

,.      Mm        OM.MI 
«et«:onala  proportion  ^5j^=^j5jPj^. 

rat  la  démonstration  p.  183  et  18«  (IV  et  Y). 

ObservaHan.  Le  théorème  est  dû  à  Nevrton ,  il  sert  de  base 
à  ses  applications  du  calcul  fiuxionnél  à  des  questions  de 
géométrie  C). 

II,  Une  droite  D  et  une  conique  C  étant  situées  dans  le 
même  plan,  sur  D  prenons  deux  points  I  et  »  inflniment 
voisins.  Soient  MM'  la  polaire  du  pclivX  I,  et  mm*  celle  da 
point  i  ;  le  point  d^întersection  0  sera  le  pôle  de  la  droite  D, 
et  le  ttèorème  précédent  donne  le  rapport  fini  auquel  est 

Tiff 

égal  le  rapport  différentiel   •      ,> 


(*)  Tratêtiiut  de  quadr/Ourd  curvarum,  Iniroduetio»  —  Cet  oafrts*  *  9**^ 
tn  1709,  i  la  faite  de  Bnwneratio  linearum,e%c. 
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lil.  Il  existe  encore  une  autre  relation  poar  ce  rapport 
4i£Cârentid.  Soit  N  le  point  de  rencontre  des  dens  tangMilw 
consécatives  IM ,  û»  :  MNm  est  l'angk  de  contingence;  por- 
tons NI  sur  Jii  de  N  en  P,  de  sorte  qu'on  a  : 

iP=iN— IN=:tm— IM— (mN  +  MN)s=:iIcOflaP, 

car  le  triangle  IiP  est  rectangle  en  P.  On  aura  de  même  de 
l'autre  côté  de  li  -. 

*F  =r:iN'— IN'=:  M^  IM'  —{«Tf +»«')=«!  oosilP. 

Les  points  analogues  sont  désignés  par  les  mêmes  lettres  ac- 
centuées. Fixons  sur  la  conique  un  point  R  entre  M  et  M'; 
soient I/»=r,lm'=:/',  RM  =  5,  RM'=5',  i/»— IM=A, 
lm'-IM'=A':  mN+MN  =  mM  =  rf5,  m'N'+M'N'=A', 
car  dans  le  triangle/nNMrangle  diffère  infiniment  peudedeux 

cos  ilP       dt'^ds 

angles  droits.  On  a  donc  — ^^7îa=-n r-.- 

^  COSiIP*      dt'—ds 

ly.  Si ,  au  lieu  de  la  droite  D  on  prend  une  courbe  quel- 
conque C\  les  angles  îIP ,  tlF  sont  les  angles  que  forme  la 
taïf  ente  à  la  courbe  C,  passant  par  I,  avec  les  tangentes  IM^ 
IM'  menées  par  ce  point  à  la  conique  G  ;  si  la  courbe  G'  est 
telle  que  le  rapport  des  cosinus  de  ces  angles  soit  constam- 
ment égal  au  nombre  r,  de  sorte  que  MI  étant  le  rayon  inci- 
dent,  IIM^  soit  le  rayon  réfracté  selon  le  rapport  r  de  réfrac- 

4ioniOnaura»=^P3^,,   dou   »(! —#)=:/— #-|-c(ki- 

slwte.  Il  sont  de  connaître  les  valeurs  de  r ,  5 ,  c',  /  répon- 
dant k  un  point  de  la  courbe  G'  pour  déterminer  la  valeur  de 
k  constante,  n  étant  donné ,  il  est  facile  de  trouver  l'équation 
difUrentiette  de  la  courbe  G';  nous  la  donnerons  en  traitant 
des  caustiques  par  réfraction  et  des  lignes  aplanéliqoes  ;  pour 
le  moment ,  il  suffit  de  remarquer  qu^au  point  où  G  ren- 
contre G,  on  a  évidemment  n  =ih  1  ;  donc  si  n  n'est  pas  égal 
à  1 ,  la  courbe  C  ne  peut  pas  rencontrer  la  conique  G  y  sup- 
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posons  donc  n  :=  1 ,  nous  sayoos  qu'al^urs  C  et  C  sont  deux 
conicpies  bi-oonfocales  se  coupant  orlhogonalement  ;  prenons 
ce  point  dlntersection  poor  le  point  fixe  R  ;  en  ce  pofaïC 
/,  5,  /',/ sont  nub;  donc  on  a/*— /=^-'50uf'  —  /=/  —  *, 
ce  qui  démontre  le  bean  théorème  de  M.  Cbasies.  (f^p.  425.) 

Observation,  Le  célèbre  géomètre  donne  le  nom  d'arcs  «em- 
blables  à  denx  arcs  dont  la  différence  est  égale  à  une  droite  ; 
ces  arcs  n'étant  pas  semblables  dans  le  sens  ordinaire  do  mot, 
il  est  à  désirer  qu'on  indique  une  autre  dénomination  ;  ne 
pourrait-on  pas  les  désigner  par  arcs  correspondants?  Le  mot 
correspondant  a  déjà  été  introduit  par  M.  Ivor;  dans  la  thème 
des  attractions  des  sphéroïdes ,  dont  on  doit  à  M.  Chades 
une  exposition  si  intuitive. 

L'expression  homo-focale  ne  parait  pas  non  plus  coure* 
nable  ;  outre  que  sa  formation  est  hybride ,  elle  ne  dit  pas 
que  les  deux  fojers  sont  communs. 

V.  Ce  théorème  donne  la  solution  de  plusieurs  problèmes 
importants. 

Problême  i.  Partager  lare  MN  de  conique  en  deux  ircs 
correspondants  ? 

Solution.  Par  M  et  N  on  mène  des  tangentes  i  la  conique; 
soil  I  le  point  de  rencontre,  par  ce  point  on  fait  passer  une 
conique  bi-confocaîe  à  la  conique  donnée ,  le  point  d'intersec- 
tion R  des  deux  coniques  est  le  point  de  division  cherché. 

(Hmervaiion.  L'intersection  de  denx  coniques  confocales,  et 
d  fortiori  bi-confocalcs,  peut  toujours  se  construme  géométrie 
quement. 

Problème  2.  Étant  donnés  trois  points  M»  N ,  Ta!  d'une  co- 
nique tracée ,  trouver  un  quatrième  point  N'  tel  que  les  deux 
arcs  MN ,  M'M'  soient  correspondants. 

Solution.  Soit  I  le  point  d'intersection  des  denx  tângeafcs 
menées  par  M  et  M' i  par  I  faisons  passer  uûe  conique  bi-oon- 
focale^  qui  sera  rencontrée  en  ï  par  lu  tangente  menée  par 
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N  ;  par  ce  mémB  point  V  menant  ane  tangente  à  la  conique 
donnée ,  le  point  de  contact  sera  le  point  N'  cherché. 

Problème  3.  Partager  la  demi-ellipse  en  deux  arcs  corres- 
pondants. 

SolutUm.  Soient  G  le  centre  de  TelUpae  ^  A  et  A'  ks  extré- 
mités d'un  diamètre  ;  AT,  AT  les  deux  tangentes  pefralldlesv 
T  est  un  point  situé  â  rinfioi;  constrnisons  une  hyperbole 
bi-oonfocale  ayant  pour  asymptote  la  droite  GT  ;  elle  coupe 
la  demi-ellipse  en  un  point  R ,  donc  SA'—  RA=:  AT—  AT  : 
abaissons  de  A' une  perpendiculaire  A'Psmr  AT,  on  aura 
AT^ AT=  AP  ;  donc  RA'  —  RA  =  AP,  c'est-à-dbre  que  la 
différence  des  arcs  est  égale  à  la  projection  du  diamètre  sur 
la  tangente  passant  par  son  extrémité. 

VI.  Théorème.  La  longueur  infinie  des  asymptotes,  moins 
la  longueur  infinie  des  hyperboles ,  est  une  quantité  finie. 

Démonstration.  Soient  G,  A ,  F  le  centre,  le  sommet ,  le 
foyer  voisin  d'une  hyperbole  ;  AR  le  quart  de  Thyperbole , 
R  étant  le  point  situé  à  l'infini;  GR  la  longueur  infinie  de 
l'asymptote  ;  soit  encore  I  le  point  où  la  tangente  au  sommet 
A  rencontre  l'asymptote  ;  concevons  une  «llipse  bVconfocale 
passant  par  I  et  coupant  orthogonalement  l'hyperbole  en  M , 
nous  aurons  : 

GR-AR  =  GI+IR  — AM— MR 

=  GI+IR— 2AM+AM— MR. 

Or,  d'après  le  théorème  de  M.  Chasles ,  AM— MR=AI— IR, 
doncCR— AR=CI+AI— 2AM.   C.Q.F.D. 

Observation.  Ge  dernier  théorème  et  le  moyen  de  trouver 
des  arcs  correspondants  dans  les  coniques  et  dans  d'antres 
courbes  sont  connus  depuis  longtemps  et  remontent  jusqu'au 
comteFagnano(1750);  L^endreena  donné  une  théorie  analy- 
tique complète  sous  le  titre  de  Traité  des  fonctions  elliptiques 
•  et  des  intégrales  euUrtmnes,  â  vol.  in-4®,  mais  la  relation  entre 
cette  théorie  et  celle  des  coniques  bi-confocales  est  une  des 
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fkiê  belles  découyerlcs  de  rauteor  de  l'Iiisloiir^  des  méthode» 
en  géométrie  (*). 

YII.  Théorème.  Deax  courbes  algéMqnes  ne  peQYent 
avoir  des  arcs  égaux  sans  se  confondre. 

DéfnanstraêiM,  On  peut  placer  les  deas  coorbes  de  ms- 
mère  à  avoir  œi arc  en  commun,  alors  elles  anoni  donc  une 
iafiliité  de  points  eo  commun  sans  se  confondre,  ce  qui  est 
impossible,  donc,  etc. 

Obietration.  Apollonias  démontre  qu'on  arc  d*elli]Me  ne 
peut  dire  égal  à  un  arc  de  cercle ,  etc.,  et  en  général  que 
l'ère  d'une  conique  ne  peut  être  placé  sur  un  arc  d'une  coni- 
que -différente.  (Liv.  YI,  prop.  VI.) 

YIIl.  On  démontre  de  la  même  manière  que  dans  h 
même  courbe  deux  arcs  ne  peuvent  être  égaux ,  à  moinsque 
la  courbe  ne  soit  sjwélrique  par  rapport  à  un  axe  :  les  ares 
égaux  sont  placés  symétriquement. 

Obêorvatioti.  Apollonius  démontre  encore  que  dans  le 
même  quadrant  d'eUipie,  dans  la  même  demi-parabok  et 
daasla  même  demi-hyperbole,  on  ne  peut  prendre  des  arcs 
snperposables.  (BK>p.  XIX.)  Tm. 


RELATIONS  D'IDENTITÉ, 

Et  équaiians  fondamentales  relatives  aux  courbes  du  second 

degré. 

(  V.  p.  «4.  ) 


Ll  V.  Théorème  de  Newton  sur  les  segments. 

Si  l'on  prend  dans  le  plan  d'une  ligne  de  Tordre  m  un 

(')  La  première  iraee  ém  fonoiioDt  ellîptiquei  m  ium  damPaMal.  {jSMmnn, 
t.  Y,  p.  38  el  luiranlei,  Mit.  de  1819.) 
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point  fixe  et  que  ron  mèoe  par  ce  point  deux  sécantes ,  le 
produit  des  segments  formés  par  la  première  sécante,  divisé 
par  le  prodnit  des  segments  formés  par  la  seconde  sécante  » 
donne  un  qaotientoonstant,  quelque  soit  le  point  flxe«poQrva 
que  les  sécantes  conservent  mêmes  directions. 

Démanaraaom.  Soit  P»  +  P»-i  + P(«)  =  0  Fé- 

qoation  de  la  ligne  de  Tordre  m;  etPi»  =  Ar*+ -♦•Cr*  ; 

prenons  le  point  fixe  pour  origine  et  les  sécantes  pour  axes. 

Premier  cae.  Aucune  des  trois  quantités  A,  G,  PG>)  n'est 

nulle;  faisons^:=0;  le  prodnit  des  segments  formés  par 

p 
Taxe  des  jc  est  égal  à  (--ir  tt i  de  même  le  produit  des  seg- 

p 

ments  formés  par  l'axe  des^  est  (—1)**  -r-  ;  ce  produit  divisé 

par  le  précédent  donne  pour  quotient  -  ;prenonsmaintenant 

des  sécantes  parallèles  aux  précédentes  et  n'ayant  pas  non 
plus  leur  point  commun  sur  la  courbe  ;  prenant  ces  nou- 
velles sécantes  pour  axes,  le  terme  P^  ne  changera  pas  (L,  co- 
roll.  1  )  i  les  coeflBdents  A  et  G  ne  changeant  pas,  le  rtp* 

G 
*port-  reste  le  même. 

^ea$.  Si  Â  seul  est  zéro,  alors  -^  est  infini ,  et  ^  est  nul  » 

ce  rapport  restera  nul  pour  toutes  les  sécantes  parallèles  aux 

Pf  ) 
axes;  et  -^restera  toujours  infini  tant  que  P(o)  n'est  pas 

nul  ;  donc  lî  une  droUe  reneovUre  une  eewrbe  à  l'infini ,  UnUe 
drdteparalléU  la  renconire  aussi  à  Fin  fini. 

Si  G  seul  est  zéro,  on  a  des  conclusions  analogues. 

3«  cas.  Si  P(o)  seul  est  zéro,  alorsTorigine  est  sur  la  couibe  ; 

-7^,  ~  sont  nuls  et  leur  rapport  se  présente  sous  la 
A     -C 
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0  C 

forme  -  ;  toutefois  ce  rapport  est  détermioé  et  égal  à  •-  : 

car,  supposons  rorigine  très-près  de  la  oourbe,  alors  P(^  est 

Q 

InGniment  petit  et  le  rapport  segmentaire  est  toujours  --. 

Q 

V  cas.  Si  C  et  A  sont  nuls ,  le  rapport  segpieataîre  ---  de- 

A. 

0 
vient  --  et  reste  indéterminé,  et  le  théorème  des  segments  n'a 

plus  lieu  i  autrement ,  toules  les  fois  que  les  deux  sécantes 
rencontrcut  la  courbe  à  l'infini,  la  constance  du  rapport  seg- 
mentaire n'existe  plus. 

G 
5'  cas.  Si  A  et  P(o)  sont  nub,  le  rapport  —  devient  et  reste 

A 

infini. 

Observation  1 .  Dans  ce  qui  précède,  le  produit  des  seg- 
ments comprend  aussi  les  segments  imaginaires. 

Observation  2.  La  proportionnalité  des  produits  des  seg- 
ments dans  les  coniques  était  connue  des  anciens.  C'est  la 
proposition  XYII  du  troisième  livre  d'Apollonius,  ainsi 
énoncée  :  Les  rectangles  des  segments  formés  par  deui  cor- 
des qui  se  coupent  sont  proportionnels  aux  carrés  des  tan- 
gentes parallèles  à  ces  cordes;  les  propositions  suivantes* 
concernent  divers  cas  particuliers.  Newton  est  le  premier 
qni,  dans  l'ouvrage  cité  ci-dcssus(p.  423] ,  ait  étendu  cette 
propriété  aux  courbes  du  second  genre  (  troisième  ordre)  ; 
cette  proposition  (YI,  p.  4)  ainsi  que  toutes  les  autres  qu'on 
trouve  daiis  cet  ouvrage  sont  énoncées  sans  démonstration  ; 
elles  ont  été  données  ensuite  par  divers  géomètres. 

Observation  essentielle.  Une  ligne  de  l'ordre  m  comprend 
aussi  un  système  de  lignes  quelconques,  situées  sur  un  même 
plan  et  dont  la  somme  des  degrés  est  égale  à  m.  Ainsi  ^  les 
propriétés  des  segments  s'appliquent  à  un  système  de  m. 
droites  dans  un  même  plan,  etc.;  nous  ne  répéterons  plus 
cette  observation. 
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LV.  Ca9  parUeuliers.  V  S\  sor  une  droite  reneontraht 
la  courbe  à  llnflni,  on  prend  deux  potots  0, 0'  par  lesquels 
on  mène  deux  sécantes  quelconques  parallèles,  les  produits 
des  segments  formés  par  les  deux  sécantes  sont  entre  eux 
comme  les  produits  des  segments  finis ,  réels  et  imaginaires 
formés  sur  la  droite  aux  points  O  et  O'  ;  car  les  segments  in- 
finis dans  les  deux  produits,  ne  différant  que  de  la  quantité 
finie  00',  sont  égaux.  Ainsi,  dans  la  parabole,  deux  cordes 
parallèles  étant  rencooiréês  par  uo  diamètre  quelconque,  lea 
produits  des  segments  formés  sur  ces  cordes  sont  entre  eux 
comme  les  parties  du  diamètre  interceptées  entre  les  cordes 
et  la  courbe;  il  en  est  de  même  dans  Thyperbole  lorsque  les 
cordes  parallèles  sont  coupées  par  une  droite  parallèle  à  une 
asymptote. 

2*  Une  corde  étant  conjuguée  à  un  diamètre,  le  théorème 
des  segments  donne  directement  dans  les  deux  coniques  à 
centre  :  le  carré  de  la  demi-corde  est  au  produit  des  segments 
du  diamètre  comme  le  paramètre  du  diamètre  est  à  la  lon- 
gueur du  diamètre  ;  et  dans  la  parabole  :  le  carré  de  la  demi- 
corde  est  équivalent  au  rectangle  formé  du  paramètre  et  du 
segment  fini  du  diamètre.  Écrites  algébriquement,  ces  pro- 
positions fournissent  les  éqaations  les  plus  simples  des  coni- 
ques. C'est  à  ces  mêmes  équations,  Torigme  étant  au  sommet, 
que  les  coniques  doivent  leurs  noms,  comme  nous  le  dirons 
dans  un  article  sur  l'origine  de  diverses  dénominations. 

LYI.  Problême.  Une  courbe  algébrique  du  degré  m  étant 
tracée,  mener  une  tangente  par  un  point  pris  sur  la  courbe. 

Solution.  Par  un  point  O  pris  dans  le  plan  de  la  eourbe 
menons  deux  sécantes,  rencontrant  chacune  la  ligne  en  m 
points  réels  et  à  distances  finies  ,*  chaque  sécante  fournit  m 
segments,  à  partir  du  point  0.  Soit  OM  un  segment  pris  sur 
la  première  sécante,  et  représentons  par  P  le  produit  des  m— 1 
autres  segments;  représentons  de  même  par  OM'  et  P'  des 
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qoanlités  analogues  pour  la  seconde  aècante;  el  déngnoiis 
par  R  le  rapport  constant  des  deux  produits,  on  a  donc  : 

OM.P      ^        „  ,       OM      RP 
oSF:F="*'      dou      5îg?  =  -pJ 

prenons  sur  la  sécante  OM  un  point  N  et  sur  la  seconde  sé- 
cante un  point  N'  tels  que  Ton  ait  : 

OMONR.P 
OM'  ^  OJS'  ""  P.   ' 

11  est  évident  que  la  droite  NN'  est  parallèle  à  la  corde  MM'. 

Supposons  que  le  point  O  se  transporte  sur  la  courbe,  le 

OM'  .  ,    ,         0        .      ,  ^    I  .  RP'     , , 

rapport  -^r^  prend  la  forme  -,  mais  est  égal  à  >p-,  et  la 

corde  MM'  devient  une  tangente  ;  de  là  résulte  cette  con- 
struction :  par  le  point  de  contact  S  on  mène  deux  sécantes 
rencontrant  chacune  la  courbe  en  m — t  autres  points  réels, 
à  distances  finies,  faisant  le  produit'  des  m — 1  segments, 

F' 
on  a  le  rapport  -^i  par  un  point  quelconque  O  non  situé  sor 

la  courbe,  on  mène  deux  sécantes  parallèles  aux  cordes,  ce 
qui  fait  connattre  R;  prenant  sur  les  cordes  deux  lon- 

SN       RP 
gueurs  SN,  SN'  telles  que  Ton  ait  5^=  -p-  »  la  droite  me- 
née par  S  parallèlement  à  NN'  est  la  tangente  demandée. 
jépptieaUan  aux  coniques.  Par  le  point  S  je  mène  deux 

P'      SV 

cordes  ST,  ST';  on  a  donc  ^  =  ^=-  ;  par  un  point  V  pris 

P       ol 

sur  ST,  je  mène  une  parallèle  LVL'à  la  corde  ST;  on  a  donc  : 

^       SV.VT  SN  _  SY.VT.Sr 

^  "•  LV.VL'      ^^^^     SN^  ■"  LV.VL'.ST' 

cy  "VT  ST* 

prenant  SN'=ST,  il  vient  SN  =     .vVf.     5  ^^^  '««'«  * 
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coDBtraire;  mais  il  faut  faire  attention  aux  signes  des  seg- 
ments pour  savoir  dans  quel  sens  il  faut  porter  SN. 

Si  les  cordes  ST,  ST*  sont  également  inclinées  sur  un  axe 
principal,  ce  qui  arrive  lorsqu'elles  sont  parallèles  à  deux 
diamètres  égaux  ou  bien  à  deux  cordes  égales  passant  par  un 
sommet ,  àkan  on  a  évidemment  SV .VT  =  LY.YL';  donc,  si 
SN'  =  ST,  on  a  aussi  SN  =  ST'.  Il  suffit  donc  dans  ce  cas  de 
porter  ST  sur  ST'  et  ST'  sur  ST';  dans  le  cercle,  tous  les  dia- 
mètres étant  égaux ,  la  construction  existe  pour  des  cordes 
quelconques;  elle  est  due  ainsi  que  la  suivante  à  Maclaurin. 

LYII.  Cercles  osculateurs  dans  les  coniques.  Les  cordes  ST, 
ST  étant  également  inclinées  sur  un  axe  principal,  le  cercle 
qui  passe  par  les  trois  points  S,  T,  T',  a  donc  au  point  S  même 
tangente  que  la  conique;  c'est-à-dire  que  le  cercle  a  deux 
points  en  commun  avec  la  conique  au  point  S,  et  deux  autres 
points  en  T  et  T';  si  le  point  T  se  rapproche  continuellement 
de  S,  la  corde  ST  devient  finalement  une  tangente  et  ST  une 
corde  ayant  même  inclinaison  sur  l'axe  principal  que  la  tan-* 
gente  ;  le  cercle  qui  a  même  tangente  et  même  corde  ST  se 
nomme  cercle  osculaieur;  il  a  trois  points  en  commun  avec 
la  conique  an  point  S  et  on  antre  au  point  T.  Le  raf/on  de  ce 
cercle  esi  letayon  de  ceurhure;  ainsi ,  pour  construire  le  cer- 
cle oacalatear  en  un  point  donné  S  sur  la  conique ,  on  mène 
p«r  ce  point  une  tangente  et  puis  une  corde  ayant  sur  un  axe 
même  indinaison  que  la  tangente  ;  le  carde  qui  a  la  même 
tangente  et  la  même  corie  est  le  cerde  osculateur  cherché. 

Cette  construction  est  impraticable  aux  sommets ,  parce 
que,  en  ces  points,  le  cercle  osculateur  a  un  point  quadruple 
en  commun  avec  la  courbure  ;  mais  on  sait  par  d'autres  con« 
sidérations  qu'aux  extrémités  d'un  axe  principal,  le  rayon  de 
courbure  est  égal  au  demi-paramètre  de  cet  axe.  Nous  re- 
viendrons sur  cette  matière,  et  voir  aussi  tome  II,  p.  75  et  183. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 

au  concours  d*agrégaUonpour  les  sciences  mathémaUques. 

1"»  En  1844. 
Composition  d!  analyse. 
Intégrer  les  4wx  éqnatioBB 

dx  dv  • 


a.     *-+'ï-'"+'-£i7è?- 


dy       d^x  ,    ^dx 
en  eipliqoant  la  méthode  qu'on  anra  suivie. 


Comfo^iiMi  de  mécanique. 

Déterminer  les  lois  des  petites  oscillations  d'un  fil  flexible 
inextensible  et  sans  masse,  suspendu  à  un  point  fixe  et  chargé 
de  deux  points  matériels  pesants,  en  supposant  qu'à  l'origine 
du  mouvement  les  deux  points  matériels  n'aient  pas  de  vi- 
tesse et  qu'ils  se  trouvent  avec  le  point  de  suspenaioD  sor 
une  même  ligne  droite  qui  s'écarte  trés«peu  de  la  verticale. 

Cherdier  les  conditions  qui  doivent  être  remplies  pour 
que  chacun  de  ces  points  oscille  comme  un  pendule  simple. 

â*  En  1843. 

Composition  d'analyse. 

Donner  la  théorie  de  l'intégration  des  équations  aux  différ 
renées  partielles  linéaires  et  du  premier  ordre. 
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Trouver  réqQalion  des  sorfaces  telle  que  si ,  par  un  point 
donoi,  00  mène  une  perpendiculaire  au  plan  tangent,  le 
rectangle  constmTt  sor  cette  perpendiculaire  et  sor  la  portion 
de  la  normale  comprise  entre  le  foint  de  contact  et  un  plan 
foe  mené  par  le  point  donné ,  soit  équivalent  au  carré  delà 
distance  du  point  donné  au  point  de  contact. 

Composition  de  mécanique. 

Déterminer  le  mouvement  d'une  ligne  droite  pesante  et 
homogène  dont  un  point  est  fixé ,  dont  la  position  initiale  est 
qnelpnque ,  et  à  laquelle  on  applique  une  percussion  en  un 
point  donné. 

On  fera  voir  l'analogie  de  ce  mouvement  avec  celui  d'un 
pendule  simple ,  on  assignera  les  circonstances  initiales  du 
mouvement  et  la  pression  variable  sur  le  point  fixe. 

On  examinera  en  particulier  le  cas  où  la  droite  décrit  un 
cône  droit  vertical  et  celui  où  elle  s'écarte  très-peu  de  la 
verticale.  • 

3o  En  1842. 

Compoiiiian  d'analyH. 

Étant  donnée  une  sMe  de  paraboles  ayant  même  grand 
axe  et  même  foyer ,  déterminer  les  courbes  qui  coupent  ces 
paraboles  k  ai^e  droit. 

Déterminer  las  courbes  qui  coupent  à  angle  droit  une  série 
d'ellipses  de  même  foyer. 

Composition  de  mécanique. 

Donner  les  conditions  d'é^ilibre  d'un  fil  flexible  et  inex- 
tensible libre  ou  placé  sur  une  surface ,  et  sollicité  par  des 
forces  quelconques. 

Démontrer  qu'un  fil  flexible  homogène  et  sans  pesanteur 
peut  tourner  autour  de  la  droite  qui  joint  ses  extrémités 
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fixes,  CD  oonservaDt  une  figure  permaneDte,  et  détentiiMr 
cette  figure  :  od  &iit  abstraction  de  la  réaManoe  de  Mr  el 
des  frotlements. 


MÉMOIRE 

tut 

QUELQUES  StRIES  DE  «NUS  ET  COSINUS. 

VA&  II.  A.  UCOIHTB. 


Euler  a  donné ,  dans  son  Introduction  à  FAnalyse  infinité- 
simale {Introductio  in  Analysin  infinitorutn ,  1. 1^,  p.  âl8), 
plusieurs  séries  de  sinus  et  de  cosinus ,  et  ce  sont  ces  soies 
qui  font  Fobjet  du  mémoire  que  nous  croyons  devoir  publier. 

On  sait  qaé  cet  illustre  géomètre  a  été  conduit  à  la  som- 
mation de  ces  séries  en  ayant  recours  aux  séries  récurrentes, 
ce  qui  exige  les  notions  de  P Algèbre  supérieure ,  tandis  que 
le  procédé  que  nous  allons  présenter  ici^  pour  arriver  an 
même  but  •  nous  parait  beaucoup  plus  simple,  en  ce  qu'il  ne 
toucbe  nullement  aux  questions  de  T  Analyse  supérieure. 

■     I. 

Considérons  d'abord  les  deux  séries  infinies  : 

Sina4-sin2a-fsin3a  +  sin4â-f-sin5a-|- 

cosa-f-oosâa-f  cos3a4«cos4a4-cos5a-f- 

et  proposons-nous  de  les  sommer  -,  pour  cela ,  représentons , 
pour. plus  de  simplicité ,  par  S  la  première  série  (celle  des 
sinus),  et  par  Cla  seconde  (colle  des  cosinus). 
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MaiQteDanIsiroiiremarqaeque   \ 

8ina=3 sina 

8in2â=  sin  â  €08  a  -|-  sioa  oos  a 
sia  3a  =sin  2aco8a  +  sia  aoûs  2a 
siD4a = fin  3aoû8a«4-9iQ  a  cos3a 
gin5a=sin4acosa«fsmacoB4a  etc. 


et 


cosa=:. . . .  cosa 
co82as=cosaco8a  —  sinasïna 
C083a=cos2ao09a— sin2asma 
cos4a=cos3acosa — sinSasina 
C085assoos4aco8a — siniasina  etc 

on  aara  les  équations  suivantes  : 

S  =  S.cosa  +  (l+C)sina, 
C  =  (l+C)co9a  — S.sina. 

Ces  deux  équations ,  ne  renfermant  que  les  deux  inconnues 
S  et  G ,  donnent  les  expressions  suivantes  de  ces  deux  in- 
connues- 

2(1— cosa)'  2' 

Ainsi  9  nous  avons  : 

sina 


(1)    8inci+sin2a+sin3a4'Sin4a4?sin5a+....  = 


2(1— cosa/ 
(2)    coBa+cos2a+€093^H-€084a+cos5a+...  ss— -. 

il. 

Proposons-nous ,  maintenant,  de  sommer  les  deux  série» 
infinies: 


sin  a +sin  (a  -f  ft)  +  sin  (a+ 2i)  +  sin  (a+ 3i)  +. , 
cosa+cos (a-(-*) +cos(a-f  2é)+ CCS  (a-|- 3^)+- 
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pour  cela,  représeotODS  toojoars  par  S  la  première  série 
(celle  des  sious) ,  et  par  C  la  seconde  (celle  des  cosmos). 
Si  nous  remarquons  que 

sinà-=s\na 

sîn(^z-f  6)  =:»inacùsb'\'Binbc)OSa 

sm(a+^b)i=$inacos2b'^tànQbcosa 

sm{a'{-Zb)^sinaooAZb'\-sin^bci08a  etc 

et 

cosa  =  cosa 

cos  {a-^  b)  =  cos  acos  ^ — sin a  sin  b 

cos{a'j-Qb)=scoBacos2b — sinasinS^ 

cos{a-\-3b)=cosacosZb  —  smasinZbcic.... 
on  aura  : 

S=:sina(i-f-oosfr-f  cos264-oo836-f )  -f-     , 

+cosa(sin&  +  sin2fr+sin364- )> 

G:£=cosa(t  +co86  +  cos26-f-cos3ér+ )  — 

— sin  a  (sin  Z^+ sin  26  + sin  36+ )'» 

on  bien ,  en  vertu  des  séries  (1)  et  (2) ,  $  1**^  : 

«       .        i    ,                   sine            sina — sin(a  —  b] 
S  =  sinâ.  -  +  cos  a.  -— -  = 1-~ — :. 

2^  2(i— cosA)  2(1— C086)      ' 

^     ^_     i        .  sine  cosa— cos(a — b) 

G=:cosa.  -  —  sin  a. ~  = 1— ; — .; 

2  2(1— cos6)  2(1— cosô)     ' 

mais ,  on  a  : 

sina--sin(a— 6)=2cos  (^— r)  sin-, 

cosfl— cos(a— 6)==:— 28in  {^"-ô)**"ô' 
et  2(1— cos6)=4sin* 


2' 
doù 


cos  (a— A  sin  la ) 

2sin--  2sin- 

2  2 
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Ainsi,  nous  ayons  : 


(3)  sintf-»-sin(a+6)+sin(a+26)+8m(a+36)+....= i — r~ 


sini 


(4)  co«ii+ow(a+6)+co8(ii+26Hcos(tf+S*)+..=s- — i — j-^. 

âsior 


Nous  sommes  parreniis  k  la  sommation  de  œs  deux  séries, 
en  ayant  recours  à  celles  da  $  1"%  mais  on  peut  y  arriver  di- 
rectement, comme,  dans  ce  paragraphe,  pour  les  séries  de 
sinos  et  de  cosinus  d'arcs  multiples  : 
En  effet,  si  nous  remarquons  que 
sin(a+  b)  =sinâcosfr-f-sin6eosâ 
sin(a-|-26)  =  sin (a-\-  ^)  ces  ^  -f- sin^cos (a-^-b) 

sîn(a4-3fr)sssin(a-f-2&)cos&+sin6co8(a-|-26)  etc.. 
et 

cos(a4-  b)  =:cosacos6— sinasini 

cos(a+2fr)r=cos(a+ 6}  cos  6  —  sin(a-f-»sin6 

eos  (a+  36)  =  cos(a  +2fc) cosé — sin  (a+ 2i)sin  b  etc. . . 

on  aura  : 

S  =:sin  a+S .  cosb-^-C  sin  fr, 
G=co8a+G.co86  — S.sin6, 

et  ces  deux  équations  nous  donneront  les  valeurs  de  S  et  G, 
trouvées  précédemment. 

III. 

Dans  ce  paragraphe ,  nous  allons  nous  proposer  de  sommer 
les  séries  finies  : 

sinis+sin2a  +  sin  3a+sin4â+ -l-sinnâr, 

oosa+cos2a+cos3a+cos4^x+ -f  cosna, 

sin  a  +  sin  (a+6)  +sin  (^-1-26)  +sin  (a+36) ....;.+  sin  {a^nb) , 

cosa  +COS  (a+6)+cos  (a+2é)  +cos  (a+3é) +cos  («i+né). 

A3i!i.  DB  Mathsm.  m.  35 
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EiUer  est  arrité  à  la  somiDaUon  de  ces  séries  en  ayaol  re- 
coors  am  séries  (3)  et  (4)  da  $  2  ;  mais  on  peat  y  arrîTer  di- 
rectement par  la  méthode  de  décomposition  appliquée  simnl- 
tanément  à  deux  des  séries  précédentes ,  et  que  nous  «toos 
fait  oomiattre  dans  les  $$  1  et  2. 

Ainsi  j  oonsidéroDS  d'abord  les  deux  séries 

sina4-sin2a-|-sin3a-f  sin4â4- +8infia, 

coaa+«Qs8a+cos3tf +€QS3a+ +eosaa, 

et  proposonfr-noQs  de  les  sommer. 

Fonr  cela ,  représentons  la  première  (celle  des  siniis)  par 
S,  et  la  seconde  (celle  des  cosinus)  par  G. 

Si  on  décompose  les  quantités 

sina,  sin2a,  tiaZay  sinka sinna 

et         costf,  co82a,  cosSa,  cos4a cosiui 

delà  même  manière  que  dans  le  $  V\  on  sera  conduit  aux 
deux  équations 

S  =  (S  —  sinna)  cosa-|-  (G  —  cos  /w  +  *)  «na, 
G=(G— cosna  +  l)cosa— (S— 8inna)sina 

qui,  ne  renfermant  que  les  deux  inconnues  S  et  G,  nom 
donneront: 

S=-i *.,   C=—l L.. 

.   «  .    « 

sm  -  sin  - 

Maintenant,  supposons  qu'il  s'agisse  de  sommer  les  deux 
autres  séries 

sina-hiin(a+A}+sin(a+26}+sin(a+36}+...+sin(a-fnA}, 
cosa+cos(a+6) +cos(a + 2fr)+eos(aH.36) +.,.  +  cos  (a+Ji*). 

ReprésentODS  toujours  la  première  par  S  et  la  seconde 
par  G. 
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Si  on  décompose  les  quaotiiés 

sin^z,  sin(a+6),  siii(a+2fr),  sio(a4-M)...  8iQ(a+nfr), 
et  costf,  co8(a-|-6),  co8(tf+26),  CDS(aH-9fr)...  C09(a+n6), 

de  la  même  manière  qne  dans  le  J  2 ,  on  sera  oondoit  aoïc 
deux  expressions  suivantes  de  S  et  G  : 

S  =  sinâ(1+cos  fc  +  cos2ô+cos3é+ +cos/i6)  + 

+C0S  a(8in6+sin  2b  +  sin  36+ +sin  nb) , 

G=cosa(l+ cosfr-foos2A+cosSfr-l- +cos»6)  — 

—  sina(sinZ^+8inS6+sin36-f +sinni); 

et,  par  suite, 

sinf  a  +  -njsin^(/i  +  l)  cos(a+-n]8in- (i»  +  l) 

S  = -^ ,C= — . 

sm^  sing 

On  aurait  pu  parvenir  directement  à  ces  formules  sans 
avoir  besoin  de  connaître  les  sommations  des  séries  de  sinus 
et  de  cosinus  d'arcs  multiples. 

En  effet ,  remarquons ,  comme  dans  le  $  2 ,  que 

sin(â +6)  =  sin  d  cos  fr  +  sin  6  cos  a 
sitt(a+26)  =sin(a-f  b)  cos  à+sin  6  €os(a  +A) 
sin(a+3i)=:ffln(a-|-26)cos6-fsinfrco8(aH-26) 


sin(a+  nb)ss  sin  [a + (n— 1)6]  cos6+ sin  b  cos[a4*(n— f  )6] 
cos(a  +  6)  =  cos  a  cos  6  —  sin  a  sin  6 
C08(a+26)  =  cos(a+6)  cos  6  —  sin(a+6)  sin  b 
oos(a  +  db)  =  GOS(a + 26)  coa  6  —  sio(a4*  26)  sin  6 


cos(a+  nb)z=cos[a+(n  — 1)6]  cos6  --  sio[a+(n—  l)6]sin 6, 
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d'où  on  déduit  les  denx  équations . 

S =siii  A + [S  —  8in(tf+  nb)]  ces  6 +[G — oos(a  +  nb)]  $io  b , 
C=cosa+[C— oos(a+ii6)]oos6— [S— aio(a+A6}]8in^, 

lesqodles  donneront  ponr  S  et  G  les  valeon  troayées  précé- 
demment. 

Des  séries  qne  nous  venons  de  donner,  il  est  fadie  de 
déduire  celles-ci  : 

(i)  C06a4-cos3tf4-cos5a+cos7a4- + 

/«    .^^       *  sin(ii+l)to 

+  C0S(2ll+l)a3B:--. — i-; i— , 

2        sina      ' 

(2)  cos  2a+co6  2.2a +C0S  3.2a +  COS  4.2a  + + 

il  sin(2/i+9)a 

+  C08(n4-1  2a  =  —  -+-. h ^, 

2    â        sma       ' 

(3)  oosa+cos3a+cos5a  +  cos7a4- + 

,^       ^.        i   sin2na 

+  cos(2n  —  l)a  =--.-. , 

2     sma  ' 

(4)  eoa2a+€06  2.2a+cos3.2a  +  cos4.2a+ + 

*  .  *   sin(2»— l)a 

-h  cos  («—  l)2as= — - +-  .  — ^ i-  • 

2    2         sma 

Maintenant,  k  désignant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon 

est  i,  faisons  dans  les  séries  (f)  et  (2),  $  4  :  a=s: — —^ 

2«  +  3 

et  dans  les  séries  (3)  et  (4) ,  J  4  •  a  s=  ^ ,  on  aura  : 
cosy+cos3f-è-ca95f+cos7f+ +cos(2n+  l)?=-r» 

cos2f+cos2.2f+cos3.2f+cos4.2(p+ +cos(n+l)2f=s , 

cos4'-»-cos3++cos5|+cos7++ +cos(2n— l)ij»s=0, 

C082^|/+C0s2.2>|f+G0s3.2^4-C0s4.2^p+ +cos(a^1)2{'=0, 

en  représentent  ^^^  par  f  et  ^  par  ^. 
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Ces  dernières  séries  sont  très-imporlantes,  ainsi  que  noas 
le  verrons  dans  un  mémoire  qne  nous  publierons  prochaine- 
ment ,  et  qui  est  relatif  à  la  théorie  des  nombres  et  à  la  géo* 
métrie  de  situation. 

Si  dans  la  série 

•  1 

COSr+COS3f+COS5f +  C0S7f+ +  C08(2/1+I)fs=s-, 

nous  posons  ?=7^  ou  Sn4-3  =  n^  nous  aurons  la  série 

COSf4K»S3«+OOS5f4<OS7f+COS9r44»Sllf4K»St3f+008l5^^ 

(Legendre,  T^Uorie  deinoffifrrff ,  3«édit.,  t.  II,  p.  221,  et 
Géométrie  t^.  429.) 

Maintenant,  si  dans  la  même  série  nous  posons  2n-l-  3=7, 
BOUS  aurons  : 

COSf +  COS  3f  +  C50S  5f  = -, 


OU  bieu 


COSf  +  COS  3f  —  COS  2f  as  -  , 


d'où,  en  remplaçant  oos3f  par  4cosV— 3cosf  et  cosS^ 
par  2oos V — 1 ,  on  déduit  : 

(2cos  «p)*  —  (2coSf)'  —  2(2cosf)  +  1  =  0. 

Cette  équation  y  qui  donne  Fioscription  du  polygone  régu- 
lier de  sept  côtés ,  est  la  même  que  celle  donnée  par  Legen- 
dre  dans  son  traité  sur  la  théorie  des  nombres  y  t.  II ,  p.  214, 
exceplé'qae  l'inconnue  a  été  changée  de  signe. 

Si  dans  l'équation  précédente  on  remplace  cos<p  par 

V  1  —  sin"^,  on  aura  l'équation 

(2 sin  f)*— 7(2sin  y)*+14(2  sin  «p)'— 7  =  0, 
qui  est  celle  donnée  par  Kepler  dans  son  Harmonique  du 
monde  (  Harmonicti  munii ,  1619,  in-fol.  ). 
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Lagraoge  a  donné ,  dans  les  Mémoires  de  TAcadémie  de 
BerUat  la  formule  sai^anle  : 

.^  .     ^  .           sinnufsmim — 1)8 — s\n(m — IWsinmtt 
2,*^8inn6smiif= i— — r^ , 

n  étant  une  iviable,  de  telle  sorte  que  2,*"'sin  nO  sin  Uf  nous 
représente  la  série  finie 

sin9sin7*fsin20siDdrfsinS6sin3f+ ^n(i»— l}tsin(m— l)t, 

et  c'est  oette  formule  qne  nous  allons  démontrer. 
Démomiration.  On  a  la  relation 

sînasin  ft  =  -co8(^ï  — 6)—  -cos  (a+6), 

d'où,  en  posant©— f=î,  e+5>=<», 

2:,*"'8Îni»esinnf=-[co8*+cos2a4-co  3*f +C08(ffi— l)fl— 

— -[00S»-|-C0SSéi+00S3u  + +C0S  (m— !>•]  ; 

mais  on  a ,  d'après  le  $  3  : 

oos-msm-(m-*f) 

C0S^+00S2^+C0S$l4- +cos(m— 1)^= j , 

sm- 

oos^msin-Cii» — I) 
00S«i+C0S3»+00SSm4> +  oos(»»— !)«= , 

d*oà 

2,*^  sin  rO  sin  nç  ss 

Si  iÙ  9à  iù  i 

^C08-msin-(m— l)8în-  — co8-wsin-(m— l)sin- 
stn  s  Sin  ^ 
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mais 

008 


C09  ^  m  sm  ^(m  —  1)  =  ^  [rinj  (2m  — 1)— sio  ^1, 
d'où 

8in-(2m— i)8m-— sin^  (2iii—  l)»îii- 

2.*"'8miiO  ria  «f  = T » 

4  sin  -  8in  ^ 

ou  bien 

^(^î)(>^.,^(te)-^(iîa)>^,).,.(!=2) 
•-(^0"^(t) 

or,  00118  avons  : 

=.  -  a»  [(m— 1;.0— J»t]  —  -  COB  [«•— (m  —  1)f  ] , 

*(î±t),*.-.,*(v)- 

= -C08 [(m— 1)6 -fmf  ]— ^co»  [m9  +  (m  —  l)f 3, 

et  38in  (V)»in  (-^)  «cosf-coiO, 

d'où 

2,"^sini»9  8iniif  = 

"^  4(C0Sç--C08  6) 

mai8 

eo8  [  (ni — !)(>— iiff]=:  CCS  (m — 1)6  008  mf+8in  (m— 1)6  sin  wif , 

GOB  [/ii6— (wi— 1)^]  SB  C08  me  008  (m— 1)^+810  mO  sin  (m— l)f , 
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oos  [{m — !)e+iny]=r  006  (m— 1)8  côs  /wf — sio  (m — 1)0  sin  i»t, 
cos  [m«+(/i*— l)f]=  cos  mO  cos  (w— i)^—  sin  m9  sin  (i?» — 1)^ , 

d'où  on  dédaît  enfin  : 

2(C08f — COflô) 

Ainsi  la  formule  de  Lagrange  se  tronye  démontrée. 


SUR  LES  COURBES 

où  le  rayon  de  courbure  a  un  rapport  constant  avec  la  partie 
de  la  normale  interceptée  entre  la  courbe  et  une  droite  fixe. 


WILWL   m.    ARIIKAHB.FAKCT, 

antioD  élèf e  de  l'École  poljtecbniqoe. 


Dans  toute  parabole ,  le  rayon  de  courbure  est  double  de  fo 
portion  de  normale  interceptée  entre  la  courbe  et  sa  direetrice. 
Cette  propriété  a  été  signalée  (t.  II,  p.  185)  et  démontrée 
par  des  considérations  de  géométrie  analytique.  Nous  l'éta- 
blirons par  le  calcul  différentiel  ainsi  qu'il  suit  : 

I.  La  parabole ,  rapportée  à  son  axe  et  à  son  sommet  » 
ayant  pour  équation  ^*=  2pj: ,  si  on  transporte  Torigioe  au 
pied  de  la  directrice ,  cette  équation  devient 


y=-^p[x^Çj=^^p% 


ou  plus  symétriquement  ^*  4'/'*'=  2/Fx.  Il  en  résulte,  en 
diCférentiant  une  première  fois , 

xy'=P,  tfoùy=^, 

puis  en  dîHèrentiant  une  seconde  fois , 
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y-l-jry'=o,  d'où/'=--^=-C 

y       j 

par  saile  lequarré  da  rayon  decoarbure,  ao  point  x^y  •■ 

et  le  quarré  de  la  normale  comprise  entre  la  courbe  et  sa 
directrice  prise  pour  axe  des  j^  : 

y       p       p 

Donc  R'  =  4.N%  ou  bien  R  =  2N.  G.  Q.  F.  D. 

II.  SoitencoreCr  — *r=2/»(jr^^j  l'équation  collec- 
tive de  tout^  les  paraboles,  ayant  pour  directrice  Taxe  des 
y  et  pour  axe  une  parallèle  à  Taxe  des  x\  en  la  différen- 
tiant  deux  fois ,  on  obtient  successivement  •. 

(1)  équation  primitive  [y —h)*  =  ^px--p\ 

(2)  fjr-h)y=p, 

(3)  (j^-A)/'+y"=o. 

De (3),  on  tire  j^— ^=-'^,  puisde(2),/>==— ^,  qui, 

substituées  dans  (I) ,  donnent -7;= ^ ^b?î    {^)- 

Cette  relation ,  résultant  de  l'élimination  de  A  et  de  /» 
entre  (1),  (2),  (3),  exprime  une  propriété  commune  de 
toutes  les  paraboles  données  par  Téquation  (1)  ;  mais  en 
transposant ,  divisant  par  y^,  multipliant  par  y,  puis  par 

\/l  +y%  la  relation  (4)  devient  : 

7  ""^••^— y~' 


Digitized  by  LjOOQ  IC 


ce 


—  580  — 

oubien:iî-ip^  =  --2.\/ x'+^,  c'est-à-dire 

qu'il  fallait  déuMmtFer. 

IIÎ.  Réciproquement,  si  dans  une  courbe  le  rayon  de  cour- 
bure est  en  chaque  point  double  {et  de  sens  contraire)  de  la 
normale  comprise  entre  ce  point  et  une  droite  fixe ,  cette  courbe 
est  une  parabole  ayant  la  droite  fixe  pour  directrice,  —  La 
droite  fixe  étant  prise  pour  axe  des^,  la  relation  supposée 
donne  en  chaque  point  de  la  courbe  : 

on,  par  la  suppression  de  l^l-fy  : 

équation  différentielle  de  la  courbe  proposée.  On  a  m  ci-d^ 
sus  que  Féquation  en  termes  finis  (j^— ^)*  =  ^px — p*,  dans 
laquelle  il  entre  deux  constantes  arbitraires,  satisfait  en 
chacun  de  ses  points  à  l'équation  diffi^entielle  du  second 
ordre  actuellement  proposée  ;  elle  en  est  donc  l'intégrale 
générale,  mais  on  la  retrouve  aussi  comme  il  suit. 

L'équation  différentielle       ,';    = r  donne,  en  ayant 

introduisant  une  première  constante  A ,  et  repassant  des  lo- 

1  y 

garithmes  à  leurs  nombres  — --=.=    /        ,  de  là  résulte  : 

A]/x     Vi+y* 

i  dx 

'  :,c*est^-direrf^sr:—:^^:::::^,  d'où,  intégrant  et 


introduisant  une  nouvelle  constante /k:  y:=hr\ — jI/a'x— 1^ 

A. 
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2  4  2 

OU  bien  :  (j^— A)*=2— jr— --  ;  ou  eiiBn  en  remplaçant  — 

A.  A*  A 

par  p ,  autre  constante  arbitraire  :  Cr  —  ^)*  =2/iar— />'}  ce 
qu'il  iallait  démontrer. 

ly .  Nous  ayons  dû ,  dans  la  réciproque  précédente ,  intro- 
duire cette  restriction ,  que  le  rayon  de  courbure  était  de  iens 

contraire  à  la  normale,  eic Pour  en  faire  comprendre  la 

nécessité,  nous  traiterons  cette  question  plus  générale  : 
Déterminer  la  courbe  dans  laquelle  le  rayon  de  courbure  est  d 
la  normale  comprise  entre  la  courbe  et  une  droite  fixe,  dans  un 
rapport  constant? 

Soit  m  ce  rapport  constant  :  l'énoncé  donne  de  suite ,  en 
prenant  la  droite  fixe  pour  axe  des^  : 

^.       l+y       mx  /         ^    dx  dy 

ou  bien       „    =ï  — p ,  ou  autrement  -.  —  = _  . 

y  y  mx      y[/Yj^' 

L  y 

d'où  en  intégrant  :  A x*  =  —  ,  A  étant  une  constante 

arbitraire  ;  de  là  résulte  d'abord  : 

Ax^  '  I         Ax^ 

y^ zi=    puis  enfin  r    ^=\  — .  •  dx. 

V  1  — A'j:~  J  V  1  -  A'x~ 

L'intégration  de  cette  dernière  formule  donnera,  en  termes 

finis,  l'équation  du  lieu  demandé  pour  chaque  valeur  de  m^ 

mais  il  importe  d'observer  ici  toute  l'influence  du  signe 

de  m. 
Si  le  rayon  de  courbure  doit  être  de  même  sens  que  la 

normale  considérée,  il  faut  prendre  /»>  0 ,  et  la  formule 

2 


conserve  la  forme  ci«dessus  :  y  =  \ ^  -dx. 
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Si  le  rajoD  de  courbure  doit  être  de  sens  contraire  à 
celui  de  la  normale,  il  faut  prendre  m  <;o,  et  la  formule 


devient  en  remplaçant  m  par  —  m  :  ^= 


Skdx 


Nous  intégrerons  Tune  et  Tautre  dans  les  cas  de  m=  1  el 
de  m=â. 


Dans  le  premier  cas,  si  /7i=  l,  on  a  :  ^ 


d'où  en  intégrant  :  ^  =  p  —  ,   ou   bien  : 

{y—pf  +  x"  ~  A*  '  *^^  remplaçant  ^  par  R'  -.  Cr—  p»)  -f 

4.  j:'= R*.  Equation  qui ,  à  cause  de  rindétcnninatiOQ  des 
constantes  R  et  p,  appartient  à  un  cercle  de  rayon  qoeloon- 
que  ayant  son  centre  en  un  point  quelconque  de  Taxe  dea^. 
Résultat  facile  à  prévoir  et  à  justifier. 


Dans  le  même  cas,  si  m  =s 2,  on  a 
d'où  en  intégrant  : 


_  Ch\/x.djt 


jr  =  64.iarc[sin  =  A  Vx]  —  \^  V/x  — AV. 

Famille  de  lignes  transcendantes  fort^îfférentes  conune  on 
voit  des  paraboles  considérées  ci-dessus  ;  dans  les  unesconuBe 
dans  les  autres,  le  rayon  de  courbure  est  double  de  la  nor- 
male j  mais  dans  les  unes  il  est  de  même  sens,  dans  les  autres 
de  sens  contraire. 

Dans  le  second  cas,  si  w»  =  1 ,  on  a  :  y^=^  \  — _ 

J  \/a:^— A' 

d'où  en  intégrant:  y^  P  +  M  j+  V/   7". ^*  r  ^^" 
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Telle  famille  de  coorbes  transcendantes  fort  diCEàrentes  des 
cercles  tronyés  ci-dessus. 
Enfin  dans  le  même  second  cas ,  si  m  =  2 ,  on  a  : 


d*où  on  tire  par  intégration  ; 


r  =  p+2AKx— A*, 
on  bien 

(^— P)*=«AV— ftA4, 

on  en  remplaçant  2A'  par  p  : 

tr-p)'=2pj:-/>". 
Éqoation  collective  des  paraboles  étudiées  dans  cet  article. 


NOTE 

8ur  la  construction  dei  racines  de  réquation  complète  du 
quatrième  degré. 


Dans  les  Traités  d'application  de  l'algèbre  à  la  géométrie , 
on  indique  le  moyen  de  construire  les  racines  d'une  équa- 
tion à  une  seule  inconnue^ /(j:)  =  6^  par  l'intersection  de 
deux  lignes  dont  les  équations  ^(j:,  ^)  =  0,  ^{x^  y)=^  0,  con- 
duisent à  la  proposée, /(ar)=:0,  par  l'élimination  de  l'in* 
connue  j^.  On  a  soin  de  faire  observer  que  le  choix  des 
équations  ff{x^jr)  =  o^  4<x,  ^)  =  0,  peut  être  fait  d'une 
infinité  de  manières  différentes  t  la  condition  essentielle  con- 
sistant en  ce  que  réliminâtion  de  y  donne  pour  résultat 
y(j:)ss0,  on  bien  une  équation  qui  contienne  toutes  les 
racines  réelles  de/(j:)=:0.  A  cela,  j'ajouterai  une  obser- 
vation qui ,  sans  doute ,  a  paru  trop  simple  aux  auteurs  des 
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Traités  où  elle  ne  se  trouve  p^s  :  c'est  qu'il  faut  enoore 
choisir  les  équations  ^(j:  ,  ^)  =  0 ,  +(jr ,  ^)  =  0 ,  de  manière 
que  les  lignes  représentées  par  ces  équations  aient  autant  de 
points  communs  que  la  proposée  f{x)  =  0  a  de  racines 
réelles;  et  cette  condition  est  loin  d'être  remplie  par  tous  les 
systèmes  ff[x^)  =  0 ,  ^{x,  ^) = 0 ,  qui  donnent  f{x)  =  0  en 
éliminant  y^  puisqu'il  est  facile  de  former  une  équation 
y(x)=0,  dont  toutes  les  racines  soient  réelles,  et  qui  s'ob- 
tienne en  éliminant  ^  de  deux  autres  f  (x,  >')=0 ,  i^x,  j^)=0, 
représentant  des  courbes  dont  le  nombre  des  points  com- 
muns soit  inférieur  au  degré  de  la  proposée.  Ainsi ,  par 
exemple,  Téquation  x*  —  4ar3  +  3j:"+4a: — 4=0  a  pour 
racines  1,-1,2,  2,  et  elle  résulte  immédiatement  de 
X*— 4x^=3^  +  1,  3^  +  3x*  +  4x  — 3=0,  par  l'élimi- 
nation dej^.  Or,  les  lignes  quereprésentent  ces  deux  dernières 
équations  n'ont  aucun  point  conunun  du  côté  des  abscisses 
positives ,  car  les  abscisses  positives  des  points  de  la  première 
sont  toujours  plus  grandes  que  le  nombre  4 ,  et  ces  valenrs , 
substituées  à  x  dans  la  seconde,  donnent  pour  l'ordonnée^ 
des  valeurs  imaginaires  (*). 

Je  ne  me  propose  pas  de  présenter  ici  une  discussion  com- 
plète du  moyen  de  construire  les  racines  des  équations  de 
tous  les  degrés^  je  m'occuperai  seulement  de  l'équation  du 
quatrième  degré  :  x*+Ax'+Bx*  +  Cx+D=0.  On  peut 
construire  ses  racines,  d'une  infinité  de  manières  dilTérentes, 
par  l'intersection  de  deux  courbes  du  second  degré  :  afin 
que  ces  courbes  aient  autant  de  points  communs  que  l'équa- 
tion proposée  a  de  racines  réelles,  il  suiBt  de  choisir  pour 
l'une  des  deux  équations  auxiliaires  une  équation  du  pre- 
mier degré  en  jr^  par  exemple  x'=^;  la  seconde  sera 
y+Axy+]B5j^+Cx+D=:0.  A  chaque  racine  réelle  «delà 
proposée,  correspondra  un  point  commun  aux  deux  coorbes , 
dont  les  coordonnées  seront  :  x^=zaL^y^=iOL\  En  efiet,  ce 
point  est  évidemment  sur  la  parabole  x^=y  ^   et  il  ap* 


(*)  Les  deux  coarbes  ont  d'ailleurs  deux  points  communs  correspondanU  A 
une  abscisse  négative  égale  à  —  i . 
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parUent  aussi  à  rhypcrbole^'+Aj:y4'B/+C4:+D=  0;  car 
en  SDbstituant  a  et  a*  à  x  et  ^  dans  cette  dernière  équation , 
on  parrient  à  l'égalité  a<  +  Aa^+Bx'+Ga+Dr=:0  »  qui  a  lieu 
par  hypothèse. 
On  peut  aussi  construire  les  racines  réelles  de  l'équation 

(i) a:*  +  Ax3  4-Bj:'  +  Cjc+D=0  par  Tinterscction  d'une 

circonférence  et  d'une  parabole.  Les  équations  de  ces  deux 
courbes  s'obtiennent  facilement  au  moyen  du  calcul  suivant. 

Ax  '  A 

Posons  x"==r — — ...  (2j ,  il  ea  résultera  j:»+Ax==r+— j:, 

et  x*+Aj:'=y — —j:'.  Par  suite  l'équation  (1)  dcYicnt 

^^V^B— — j  j:'+Cj:  +  D  =  0...  (3).  On  aura  toutes  les  ra- 
cines réeUes  de  la  proposée  en  déterminant  les  abscisses  des 
points  communs  aux  courbes  représeotées  par  les  équations 
(2)  et  (3),  puisque  l'une  d'elles  est  du  premier  degré  en^. 

A" 

Actuellement,  je  multiplie  l'équation  (2)  par  1—6+-^-, 

et  je  l'ajoute,  membre  à  membre,  à  l'éqaatioa  (3),  il  viendra  : 


{♦). 


Les  axes  des  coordonnées  étant  supposés  rectangulaires, 
l'équation  (4)  représente  une  circonférence  dont  les  points 
communs  avec  la  parabole  (2)  ont  pour  abscisses  les  racines 
réelles  de  l'équation  proposée. 

Je  reprends^  comme  exemple,  l'équation  jt^^  4x^+3j!:*4* 
+407—  4  =s  0.  Le  coeflGicient  du  second  terme  étant  —  4  »  je 
pose  x'=^+2j:,  d'où  x*— 4x==y — ^2j:etar*— 4jr3=:^'— 4j:^. 
En  substituant^^— 4x^è  x«*-4j:S  l'équation  donnée  deyient 
y— ar'44ar— 4=0  ;  je  multiplie  par  2  l'équatioii  jr*=5^-f2j:, 
et  je  l'ajoute  membre  à  membre  à  ^*  —  x* + 4x — 4 = 0 ,  il 
enrésullej^'+j:*— 2^—4=0, ou  j:'+(j^  —  ir=s5.  Ainsi, 
on  obtiendra  toutes  les  racines  réelles  de  l'équation  donnée 
en  construisant  les  abscisses  des  points  communs  à  la  circon- 
férence 31? ^'{y  —  1)'=  5  et  à  la  parabole  ar*  =rj^+2jr.  C'est, 
au  reste ,  ce  qu'il  est  facile  de  yérifier. 
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ËQ  effet  )  k  parabole  x*  ^y + 2x  a  pour  axe  une  droite  JlB 
parallèle  à  Taxe  des  ordonnées  OY,  et  située  à  une  dis- 
tance OB  de  0¥,  égale  à  Fanilé  \  le  sommet  de  la  courbe  est 
un  point  A  de  la  droite  AB ,  à  une  distance  ^ale  à  —  1  de 
l'axe OX  des  abscisses;  enfin  cette  parabole  passe  par  l'ori- 
gine O  des  coordonnées  et  coupe  l'axe  des  x  en  un  second 
point  G,  dont  la  distance  à  Torigine  est  égale  au  nombre  2. 

La  circonférence  j:'+{^—i / =5  a  son  centre  sur  l'axe 
des  y  en  un  point  D,  à  une  distance  OD  de  l'origine  égale 
à  1  ;  le  carré  de  son  rayon  est  5.  Or,  OD  =  1 ,  00=^2  don- 
nent DG  =  5  ;  donc  la  circonférence  contient  le  point  G ,  et 
Ton  voit  déjà  que  l'un  des  points  communs,  G,  aux  deux  coar- 
bes  a  pour  abscisse  le  nombre  2;  d'ailleurs^  les  coordonnées 
du  centre  D  de  la  circonférence  étant  a:=0  ,^  ==  1  et  celles 
du  sommet  de  la  parabole  :  y  = — l ,  j:=s1  ,  la  distance  DA 

est  égale  à  V^  5.  Ainsi  le  sommet  de  la  parabole  est  sur  b 
circonférence ,  et  par  conséquent  l'absdsse  du  second  point 
commun  aux  deux  courbes  est  l'unité.  De  plus,  prolongez  b 
droite  AD  d'une  longueur  DG= AD,  de  l'autre  côté  de  l'axe 
des  y  :  le  point  G  appartiendra  évidemment  à  la  circonfé- 
rence, et  il  sera  aussi  sur  la  parabole,  car  l'axe  des^  est  le 
diamètre  de  la  parabole  qui  divise  en  parties  égales  les  cordes 
parallèles  à  AD;  donc  les  deux  courbes  se  coupent  en  on 
troisième  point  dont  l'abscisse  est  —  I .  Enfin ,  si  par  le  point 
G  on  mène  une  tangente  à  la  parabole,  elle  louchera  aussi  la 
circonférence  ;  car  nommons  L,  M  les  points  auxquels  cette 
droite  coupe  l'axe  AB  de  la  parabole  et  l'axe  des  y  qui  lui 
est  parallèle,  on  aura,  d'après  une  propriété  connue, 
AL = AB=  1 ,  d'où  LB  =  2 ,  M0==:4 ,  et  comme ,  d'ailleurs , 
GO  =  2  et  OD  =  1 ,  la  droite  GO  sera  moyenne  géométrique 
entre  MO  et  OD.  Donc  CM  est  perpendiculaire  sur  CD, 
c'est-à-dire  que  GL  est  tangente  à  la  circonférence.  Alors,  les 
deux  courbes  doivent  être  considérées  comme  ayant  en  G 
deux  points  communs  dont  l'abscisse  est  le  nombre  2  ;  et  Ton 
trouve,  de  cette  manière,  par  une  construction  géométrique, 
les  valeurs  des  quatre  racines  de  l'équation  proposée.      G . 
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PROBLÈME  DE  COMBINAISON. 


professeur  à  Soréze. 


DiverHi  pertonnes  en  nombre  qtielconque  n'étant  distribué 
différents  objets  connus^  trouver  à  laide  d*une  seule  donnée 
Vordre  de  la  distribution  des  objets. 

l.  p+i  personnes  prennent /?+!  objets  connus  dans  un 
ordre  inconnu,  qu'on  vent  deviner.  Pour  cela,  on  donnera 
à  la  1'*  1  jeton  »  à  la  2"«  2  jetons,  à  la  3»«  3,  à  la  4"^  4,...  à 
Up+i'^jP+i  jetons.  Posant  ensuite  G  jetons  sur  la  table, 
vous  ordonnerez  qu'à  yotre  insu  la  personne  qui  a  le  V^ 
objet,  prenne  x  fois  autant  d^  jetons  qu'elle  en  a  reçu ,  que 
celle  qui  a  le  iP^*  objet»,  prenne^  fois  autant  de  jetons  qu'elle 
en  a  reçu ,  3™*  objet  z  fois  autant,...  /?  +  !"•  objet ,  v  fois 
•olanl.  Demandant  ensuite  combien  il  reste  de.  jeton»  sw  la 
taUe,  il  faut,  à  l'aide  de  la  réponse,  déterminer  l'ordre  d<ela 
distribution  des  p-^-i  objets. 

Si  la^  r*  personne  a  pris  le  !•'  objet,  la  2"«  le  â"%  la  3»« 
le  3**,  ete<,  le  nombre  de  jetons  pris  sur  les  G  jetons,  sera 
x  +  S{y +  3»+..-+(/»+t)t';»i  b  2-  apris  le  !•',  la  i'% 
lo  2^,  ,1a  3"'  le  3"^,  etc. , .  le  i^wibre  de  jetons  pria  aéra 
2x  +j^^  9x  +•••+  {p  +  ^)^  0^  a>M  de  suites  ce  qui  faU 
1.2.3...  094-l)lMirmutationsdiTarsaft  suifani  lesqne|leale9 
/H-1  personnes  peuvent  se  distribuer  les  /i+i  objefs«  Si  je 
parviei|s  k  déterminer  x, ^,  z,...  p  de  manière  1^  ce  que  les 
l.2.3...(/i+l)  sommes  enlevées  soient  toujours  différiîAtes, 
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les  resies  qu'elles  laisseront  sur  la  iaUe  seront  toujours  dif- 

féreols,  et  l'on  conçoit  que  b  eomiaissanee  du  reste  poaTSDt 

amener  celle  de  la  permuiatiou  correspondante,  précise 

ainsi  Tordre  de  la  distribution;  Et  d'abord^  les  nombres  x , 

y^  z,...  p  doiyent  tous  différer,  car  si  Fonayait  seulement 

jr==y,  les 2  permutations  jr+%r^3s^...  et  2jr+r+3»-t-... 

répéteraient  la  même  somme  et  causeraient  incertitude 

2  des/i-{-  1  objets  distribués.  Je  supposerai  donc  x,^,  s,. 

croissants,  savoir: 

X  =x 

y  =  x^l 


X,  /,  a^  b^...  i  étant  des  entiers  quelconques,  et  a,  &,...  i 
croissants.    Une  permutation   quelconque,  par  exemple 

^X'^2yr'\-x+...+{p'^i)p  deviendra  x(3+8+l4....+^+i) 

+  ^[(/^4-l)*+...  +  l.a+2]  =  î^±^^^±^^a:+/.N,  H 

étant  un  arrangement  sommatoire  formé  en  nndtipKsnt 
i-f-...  -f-^-fii+l  par  P  des/7+ 1  nombres  i,  2,  3,...^-f-i. 
2.  Pour  que  les  permutations  primitives  diflërent,  îIsulBt 
que  'tous  ces  arrangements  diflferent  :  avec  les  ^  4-  ^  nom- 
bres i,2,3,...^i  ,  on  ne  pent  faireque  (p+^)p^H-l)...3.2 
arrangements  divers  dep  d'entre  enx,  arrangements  dont 
le  nombre  devait  en  eflM  équivaloir  à  ocini  des  permntafions 
primitives.  Pour  disposer  ces  arrangeaoenls  sommatoires  de 
manière  à  ce  qu'ils  forment  deS'Valeara  croissantes ,  H  est 
clair  qu'on  doit  comibencer  psr  la  pins  fMble  somme 
i.i-|-2fc-|-...+  {p— 2)  *+(/>— i)  ^+/»»  et  s'élever  progres- 
sivement de  manière  à  fiiire  porter  d'abord  les  pins  faibles 
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multiplicateurs  1,  2,...  sar  les  plus  forts  nombres  i\  A ,.... 
D'après  cela  je  placerai  les  (p  +  i)p  {p—  i)...  Z.2  arrange- 
ments ea  p  +  i  colonues  de  1.2.3...  p  lignes  horizontales 
chacune,  chaque  horizontale  contenant^  des  p-^-i  nombres 
1,  2,  3,.../»  +  ^-  Ces  p  +  i  colonnes  où  le  nombre  initial 
est  le  rang  même  de  chacune  ne  formeront  qu'une  colonne 
générale  commençant  par  les  coefficients  de  la  somme  mi- 
nima,  et  terminée  par  ceux  de  la  somme  maxima^4~l  9  P9 
p-^i,,..  3 ,  2.  Voici  les  lois  de  la  composition  de  cette 
colonne: 
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i       h 
j       I 


c 
D 


P  +  1    P 
1      3 


P  +  i    P 
1      3 


P  +  1    P 


P  +  1    1 


P+1    p    p— 1 


6 
C 


p-1 

P-1 
p-l 

P-1 
P 
P 
P 
P 
P 
P 


P  +  1 
P  +  1 
P  +  1 
p^9  p+1 
p— 2   p^3 


P-1   P 

P    P 


p-8   p 


1    P 
8   p  — 2 


-2   p-1 


p-3   P-- 


C 

B 


p— 3   p^2  p-1 

p-2  p-1 

P  — 2  p 

p  — 2  p 

p-2  p+1 

p-2  p  +  1 

P  — 1  P  — 2 

P-1  P-» 


P 

P 
P  +  1 
P  +  1 
P-2 
p-2 
p-1 
p-1 
P  +  1 
P  +  1 


p+i  p— 2 

p+1   p-2 


p-1 

p-1 

P 

P 
p-1 


P 

P+* 
p-1 

P  +  * 
p  — 1 

P 

P 
p+f 
p-2 
p  +  1 
p-2 

P 
P--1. 

P+1 

p-a 

p+1 

p-2 
p-1 
p-1 

P 
p-t 

P 
p-2 
p-1 

P 


p-2 
p— 1 


4 
2   p-1 


p  — 4   p  — 3   p  — 2   p- 
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La  1**  Terticale  se  compose  dcp+i  périodes  de  1/2.3.. .p 
nombres  égaux  successifs.  La  2"**  verticale  se  compose  de 
(p  +  ^)P  périodes  de  1.2.3...  (/i — 1)  nombres  égaux.  La 
3»"  verticale  ootnporle  {p  +  i)p{p^i)  périodes.  Zav**""* 
verticale  comprend  (p+  l)p(p — 1)  ...(p — ^+2)  périoda 
chacune  de  1.2.3...  (p — v+l)  nombres  égaux.  Ainsi  la 
(ff — 1)**~  verticale  comprend  {p'{'i)p{p'^i)  ..k.3  périodes 
de  2  nombres  égaax,  la  p^*^  verticale  contient  (p+  1) 
pip — 1)"  ^-3.2  nombres  non  périodiques. 

La  loi  fondamentale  à  l'aide  de  laquelle  on  peut  écrire 
tous  les  nombres  de  la  colonne  générale  consiste  en  ce  que 
les  nombres  qui  manquent  horixonialemeni  jusqu'au  %•'  nom- 
bre d'une  période  quelconque  de  la  v^^*  verticale  sont  ceux 
qui  doivent  former  par  ordre  de  croissance  les  p— v+1  pé- 
riodes de  la  v-f-l'^"^^  verticale  en  regard  de  la  période  consi- 
dérée.  Ainsi  pour  écrire  les  nombres  de  lap— 1"^  verticale, 
en  regard  de  la  2""*  période  de  la  /i— 2"*  verticale,  comme 
la  ligne  horizontale  qui  commence  celle  période  est  1 ,  S  « 
3,.../? — 3,^»i,  j'écrirai  3  périodes  formées  avec  les 
nombres  manquants  successifs  p—^jP»p  +  i> 

Dans  toute  verticale  d'une  des  ^4*  ^  colonnes  partielles  se 
trouvent  tous  les  ncnnbres  1 ,  2^.../'+ 1 ,  excepté  celui  qui 
marque  le  rang  de  cette  colonne  qui  ne  se  trouve  qu'à  la  V 
verticale.  Si  l'on  observe  dans  une  verticale  les  nombres 
croissants  d'une  suite  de  périodes,  ce  sont  les  mêmes  qui 
composent  dans  un  autre  ordre  la  même  portion  do  la 
verticale  suivante.  Ainsi  dans  la  p^i«*  verticale,  la 2** 
suite  de  périodes  croissantes  est  /?— 2 ,  /;,  p'\-i ,  et  ce  sont  les 
senb  nombres  qui  composent  la  même  portion  de  la  p*^^ 
verticale.  Une  correspondance  remarquable  des  suites  de 
périodes  croissantes  dans  2  verticales  successives  consiste  eu 
ce  que  la  1^  suite  de  périodes  croissantes  de  la  t^**^  verticale 
étant  épuisée,  la  2"^*  suite  commence  avec  le  renouvellement 
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de  la  1^^  suite  croissante  de  la  tf+ 1°"  yerticale  et  de  Ipos 
les  termes  qui  prolongent  cette  suite  dans  les  yerticales  sai- 
vantes;  la  3"^  suite  commence  avec  le  renoayelleniieDt  de 
la  2""*  suite  de  la  f^+i"^^  verticale,  et  de  tous  les  termes  qaà 
la  prolongent  à  droite,  et  ainsi  de  suite. 

La  loi  fondamentale  de  croissance  des  périodes  yerticales, 
permet  de  calculer  facilement  (elle  ligne  horizontale  qa'oa 
voudra  de  la  colonne  générale.  Soit  à  former  la4ââ"*  hori- 
zontale par  exemple,  on  divisera  successivement  422  par 
1.2,  i.2.3,...  jusqu'à  ce  qu'il  n'y  ait  plus  d'entier  au  quo- 
tient ,  ce  qui  donnera,  les  qnotientp  et  les  restes  d-desBOua  : 


«n 

3 

211 

rctie  « 

1^-1 

2.3 

70 

2 

p-2 

2.3.6 

17 

n 

p-3 

a.a.4.» 

3 

83 

p-4 

2.3.4.5.6 

0 

422 

P--5 

p-5 

p-fi 

p-3 

p-a 

. 

p-5 

• 

. 

. 

P-» 

• 

. 

% 

P~l 

P-i 
9-t 

p-4 
p-8 
P 

621«  horizontale. 

p-1 


p-4      phi 
....p— 0      p— 5      p—l      p— 2      p      p— 4      P+i 

Puis  observant  que  les  verticales /^'*^,  p — l**,  p — ^2^,... 
commencent  par  des  périodes  de  1,  1.2  =  2»  1.2.3=5, 
1.2.3.4=24»  120,  720,...  termes,  on  en  conclura  que  la  422^ 
horizontale  commence  par  le  1^22'°^  nombre  de  la  période 
initiale  /?— 5  de  laj7—  5»®  Verticale,  et  que  pour  les  verti- 
cales /'~4"%/7— S***,/?— 2"% />—l"% /?■*«,  cetle  horizontale 
se  continue  dans  les  périodes  4**,  18"^,  71"*,  2il"*,  422^. 
Pour  trouver  les  chiffres  de  ces  périodes»  on  observera  que 
la  période  p  —  5  comprend  6  périodes  de  la  droite,  p —  4,5: 
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/i  —  3,  4  )  el  #1 -- 1 ,  i.  Si  doM pow  iadliter  l'appUcftUoii  de 
la  loi  deeroinano»»  on  repréaeoteJespénodeseroiflBaAlei, 
chacane  par  un  icrme,  la  suite  initiale  de  la  p— 4"*  yerti-- 
cale  sera 

/>  — 5,    /i  — 4, 

•:        p-i. 

et  comme  c'est  par  la  4"''  qne  passe  l'horizontale  cherchée, 
on  arrêtera  cette  suite  kp^  1.  Les  3  premières  périodes  de 
lu  ^— 4"**  yerUcale,  en  font  5  x  3  on  15  de  la/i— 3"**,  for- 
mant par  la  loi  de  croissance  les  périodes  de  la  ^  —  3">* 
verticale  en  regard  de  la  période  p —  1  dans  la  p—  4"»  ver- 
ticale ,  comme  il  en  faut  18  on  s'arrêtera  à  p  —  2.  Les  17 
premières  périodes  de  la  /»— 3"*  verticale  en  font  4xl7=s68 
de  la  ^—2"''.  Formant  les  périodes  de  la  /^^S"*  verticale  en 
regard  de  la  période  p—  2  dans  la  /»  -^  3*^  verticale  ;  comme 
il  en  fant  71 ,  on  s'arrêtera  à  p.  Les  70  premières  périodes  de 
la  p — ^2"*  verticale  en  font  210  de  la  p —  1"*  j  ce  qui  donne 
;?  — 4  poar  la  211**,  et  comme  c'est  le  dernier  terme  d'une 
période  de  la /?  —  1""%  on  doit  terminer  par  le  pins  hant 
terme  manquant  p^i .  Ces  calculs  se  rangent  commodément 
comme  d-contre,  et  l'on  a  ainsi  très-rapidement  la  422"« 
horizontale  .,..p — 6,  p — 5 ,  j»— 1 ,  p — 2 ,  />,  />— 4,  p-^-i. 
3.  Passons  à  la  recherche  des  conditions  de  croissance  de 
l'arrangement  variable  J«+U-f%+...+Dc+C^+Ba+A, 
depuis  la  somme  mim'ma  en  tête  de  la  colonne  générale  jus- 
qu'à la  somme  maxima  (/H-l)*+/>M-(p— l)y+...+4H3a+2, 
qui  la  termine  et  qui  fournit  évidemment  le  minimum  de 
jetons  à  poser  sur  la  table,  savoir  • 
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Les  disposidoDS  déjà  prûes  pour  la  croilsaiioe  des  sommci 
éluit  favorables  le  plus  possible,  il  suffit  pour  que  cette 
croissante  soit  assurée  qu'on  ait  oonstamaieat 

^^         I       <J'*  +  rA  +  H'g'+...+D'c+(y6+Fa-|-A', 

J',  r,  H',.-,  désignant  les  nombres  qui  dans  la  colonne  gé- 
nérale sont  placés  au-dessous  de  J,  I,  H...  Pour  que  oetle 
relation  subsiste  toujours ,  il  faut  que  les  diverses  opposi- 
tions que  peut  y  apporter  la  variation  des  coefficients  A,  B,... 
A',  F,...  y  soient  toujours  annulées  par  les  valeurs  des 
constantes  ^z ,  6,  c,...  t.  Or^  d'après  l'organisation  de  la 
colODÙe  générale  des  arrangements,  les  deux  sommes  suc- 
cessives de  la  relation  (1)  ne  peuvent  se  trouver  placées  qae 
dans  les  circonstances  suivantes  dont  chacune  est  supposée 
exclure  les  précédentes  : 

l' B  et  fi  'périodiques  -,  d'où 

2*"  G  et  C  périodiques  ;  d'où 

C=C',         D=D',  E  =  F,...    H==H',  I  =  r,  J=J', 
transition  de  période  dans  la  pr—i"^  verticale; 
3^  D  et  D'  périodiques  j  d'où 

D  =  D\        E=F,  F=F,....     H=H',  I=r,  J  =  J', 
transition  de  période  dans  la  fi—S""  verticale. 


ip—  3y  H  et  H'  périodiques  ;  d'où  H  «=  H,  I  =  T,  J  =  J', 
transition  de  période  dans  la  4"*  verticale; 

O  ^  réciproque  n'est  pas  vraie,  car  on  peut  avoir  B«»B^  aana  que  c^  eocfl- 
Cicnu  forment  période,  de  même  que  À— A'  aansqo'il  y  ait  aocona  périod» 
dans  la  varticale  A.  Même  observation  pour  les  hypothèses  suivantes. 

Digitized  by  LjOOQ  IC 


—  6V5  - 

{p  —  ^r  I  el  r  pérkNHques;  d'où  I«r,   JsrJ',  transi- 
tion dans^la  3*  yerlicale  ; 

(/y— I)*  J  et  J"  périodiqaes  ;  d'où  J  «  J\  transidon  dans 
la  2*  verticale; 

p^      J  <C  y,  transition  dans  la  1"*  verticale  ou  passage 
d'une  colonne  partielle  à  la  suivante. 

Dans  l'hypothèse  f",  la  relation  (1)  se  réduit  à  A  <  A\ 
et  d'après  la  loi  de  croissance  (2) ,  elle  est  toujours  satisfaite; 
mais  dans  les  hypothèses  suivantes  cette  relation  ne  peut 
subsister  que  pour  les  valeurs  attribuées  aux  nombres  a , 
bjC^...  et  comme  elle  devient  successivement ,  par  les  hy- 
pothèses, 

Ba+A<B'a  +  A', 
Cb+Ba-\-A<Cb+Va+A\ 
J}c+Cb+Ba+Ii<jyc+Cb+B'a-{-A\ 


Eg-^. .  .+Dtf+C6+Ba+A<  H'^+. .  .+iy<H€!b+Va+A!, 
IA+H^+...+Dc+Cft4-Bfl+A<rA+H'^+.-+D'c+C'ft+B'a+A', 
Ji+lh+.,,.  +Ba+A<J'i+rA+....  +B'a+A', 

on  trouve  alors  que  a,  ^,  c,...  doivent  satisfaire  aux  rela- 
tions 

A— A'       ,        Ba  +  A  — BV/— A' 
^>B'~B'    ^>  CITC ' 

,^        ,      ^   W  +  Ba+A— C'i-^B'a— A' 
V2)      lc> ^rz^ , 

I^Hff-f,,..^Ba+A— rA— ffy--...-B^a«-A^ 

Les  dénominateurs  de  ces  fractions  sont  toujours  positifs, 
parce  qu'ils  commencent  la  transition  de  2  périodes  dans 
une  suite  de  périodes  croissantes.  Quant  aux  numérateurs , 
ils  le  sont  toujours  aussi,  mais  il  est  inutile  de  le  prouver, 
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parce  que  la  sappotkion  qo'ib  soienl  pOMlib  est  préciséneot 
la  seule  défavorable  à  Texisteûee  de  larektioD  (i).  Par 
exemple ,  dans  le  cas  de D  et  D' périodiques,  la  relatioa  (t / 
se  rédait  à  Cfr+Ba-f-A  <C'6-fB'a-f-A'  :  od  a  nécessaire- 
meni  G<  G',  et  cette  rédaction  de  la  relation  (1)  ne  nécessite 
une  détermination  pour  b  qoe  si  Ton  a  B+A>B'+A'  ; 
autrement,  cette  réduction  serait  identiquement  satisfaile, 
quels  que  fussent  by  a. 

4.  On  déterminera  facilement  des  limites  inférieures  pour 
les  nombres  a,  b,  c,...  si  Ton  observe  que  les  nombres  de 
toute,  horizontale  devant  tous  différer  et  être  choisis  parmi 
p+iyPjP'-ij.,.  3,2, 1,  il  suffira  de  remplacer  dans  les 
numérateurs  les  termes  positifs  par  les  plus  hauts  maxioia 
décroissants ,  les  termes  négatifs  par  les  plus  faibles  minima 
croissants  et  les  dénominateurs  par  leurs  minima  qui  ne  pou- 
vant être  0  se  réduisent  à  1 .  Par  exemple ,  pour  déternÛBer 
la  limite  de  G,  les  maxima  décroissants  de  G,  B,  A  étant 
p-[-i,p,  /^— 1  et  les  minima  croissants  de  C\  B\  h!  étant  I, 
2,  3,  on  aura  donc  : 

c>  (/?+l)&-f-/?a+/i— 1-^6— 2a~  3  =pb  -+-  (/^— 2)  a-J-/» — 4- 
G'est  ainsi  que  les  relations  (2)  donnent  : 

Ia>p,  b>pa+p—%  c>pb  +  (p  —  2)a+p—^, 
d>pc+(p  —  fà)b^(p  —  ^)a+p—6, 
e>pd+{p^2)  c+(p--l)b+(p—S)a+p^S,eU:. 

ce  qui  donne  une  loi  de  formation  trés-simple  pour  les  llmîln 
inférieures.  Si  /»=  2,  a  est  la  seule  constante  ;  si  /r  =  3, 
a  et  6  sont  les  seules  constantes.  Pour  p=^PjHj^p  —  i 
constantes.  Les  relations  (3)  montrent  que  si  p  croit,  les  der- 
niers termes  des  seconds  membres  deviennent  de  plus  en  plus 
négatifs,  ce  qui  arrive  dès  que/7>&.  Gela  tient  à  ce  que 
les  nombres  les  plus  élevés  t,  /x,...  correspondent  dans  la  co- 
lonne générale  à  d'autant  plus  de  périodes  que  p  est  plus 


Digitized  by  LjOOQ  l€ 


—  5*7  — 

grand,  el  ont ,  par  conséquent  y  besoin  d'une  augmentation 
moins  rapide  ponr  la  croissance  des  aommes  borî»mlales. 
Ainsi,  on  posera  r 

a=p  +  i,  b=pa-\-p  —  i^    c^pb  +  (p—^)  a+p—%^ 

ii=/,c  +  (/;— 2)&  +  (/i  — 4)a+/?  — 5,elc., 
et  il  sera  plas  commode  dans  la  pratique  de  calculer  a»  Z^^c,... 
en  fonctions  successives  les  uns  des  autres  qu'en  fonction 
de/7.  Le  minimum  de  jetons  à  poser  sur  la  table  sera  conou 

et  pour  résoudre  entièremement  la  question ,  il  ne  reste 
qu'à  expliquer  comment  la  connaissance  du  nombre  de  jetons 
laissés  sur  la  table  fera  trouver  Tordre  de  la  distribution  des 
p-f-l  objets ,  car  x,  ^,  z,. ..  ^  sont  maintenant  connus.  Sup- 
posons qu'il  reste  M  jetons,  on  aura  donc  : 

G_M=^£±iy^±^+ /  (A  +  Ba+C6  +  De  4- ...) , 

cequiserédollàA-l-Bfl+Cô+Dc+...=T,  OÙ  a,b,  c,... 
sont  des  entiers  connus ,  /=  f .  Cette  équation  doit  élre  ré- 
solue en  nombres  entiers  positiGs  pour  A,  B,  C,  Dv*  et  l'on 
sait  par  les  discussions  précédentas  qu'il  n'y  a  qu'un  seul 
système  de  p  nombres  choisis  parmi  1,  2,  3,.../i  +  M^î  y 
satisfasse.  On  emploiera  donc  les  méthodes  connues  de  l'ana- 
lyse indéterminée  du  premier  degré  par  suite  desquelles 
B,  C,  D...  seront  calculés  en  fonction  de  plusieurs  indé- 
ic^rmifiées  dont  A  fera  partie.  Examinant  chaciin  des  sys- 
tèmes Ar=:l,  A  =  2,  A  =  S, ...  A  =  jE?  +  f,  et  limitant 
à  chaque  fois  le»  valeurs  ée  B,  C,  D,...  par  les  relation» 
0<B  <p4-i,  0  <  C  <p  -f  1,  etc.,  on  trouvera  définiti- 
vement A,  B^  G,  D,...  Si  maintenant  on  se  reporte  à  la  nota- 
tion A+  Btf  -|-Cft  -f-  De  -{- .. .,  on  se  rappellera  que  celui 
des  p+  I  nombres  qui  est  onris  parmi  A,  B,  C,  D,...  pro- 
vient du  rang  de  l'objet  pris  par  la  premiore  [H-rsonnc. 
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Pertoniiesp-I^l,  p,  p  — I,     ....    5,  4,  3,  ^,  1, 
Objets         J,      I,      H,  D,C,  B,  A, 

Ëcrivant  donc  sur  deux  horizontales  les  nombres /?+  i^ 
p,  p--i  ...  3,  2,  1  et  J,  I ...  B,  A,  on  dira  que  la  2""  per- 
sonne a  pris  le  A"«  objet ,  la  S*"  le  B"'%  la  4-  le  C~,  etc., 
la  1^  l'objet  non  encore  nommé.  On  peut  d'afllenrs  éviter 
le  calcul  de  l'équation  qui  doit  fournir  A,  B,  C,  D,...  en 
dressant  pour  les  cas  numériques  dont  on  veut  faire  Té- 
prenve  une  table  des  arrangements  correspondants  à  chaque 
reste,  ou  même,  sip  est  fort  petit,  en  composant  une  phrase 
mnémonique  faisant  l'office  de  cette  table.  {Arithmétique  de 
Reynaud ,  page  309,  23*  édition.) 


NOTE 

Sur  rexpressùm  analytique  de  la  plus  courte  diUanee  if  tm 
point  à  une  droite  ou  d'un  point  û  un  plan. 

9AVL  M.  B.  »aOUHST, 

profesflflur  «d  Collège  royal  d'Anoh. 


Pour  exprimer  la  plus  courte  distance  duo  point  à  une 
droite  en  fonction  des  coordonnées  du  point  et  descoeflfeîeiils 
de  réquation  de  la  droite,  on  commence  ordinaircmenl  par 
mener  une  perpendiculaire  du  point  à  la  droite  ;  (m  cherche 
ensuite  les  coordonnées  du  pied  de  la  perpendiculaire ,  et  il 
ne  reste  plus  qu'à  calculer  la  distance  de  deux  points  dool 
les  coordonnées  sont  connues.  Cette  marche  est  très-natu- 
relle j  mais  elle  a  rinconvénient  de  conduire  k  de  très-longs 
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calcidSf  surtotti  qtend  les  axes  sont  obliques.  Le  proeMè  que 
je  Tais  exposer  daiis  cette  note  condatt  beaucoup  plus  rapi- 
dement au  but,  et  en  le  généralisant  il  nous  permettra  d'ob- 
tenir la  plus  courte  distance  d'un  point  à  un  plan,  dans  le  cas 
le  pins  général  possiUe. 
Soient  : 

B    la  droite  donnée  t  OÉissa ,  OBs&s  b  y  ses  coordonnées 
à  Torigine  ; 

ly   une  parallèle  à  la  droite  D ,  menée  par  le  point 
donné  (j/,  y^  z')  ; 

c    le  segment  de  la  droite  D  intercepté  entre  les  axes; 
h^K    les  longueurs  des  perpendiculaires  abaissées  de  l'o- 
rigine sur  les  droites  D ,  D'  ; 

9     la  distance  cherchée  ^ 

Y      Fangle  des  axes. 

On  aura  éyidemment  : 

Si  on  appelle  m  le  rapport  de  similitude  des  deux  triangles 
OAB,  OA'B',  on  aura  h!=zmh:  donc 
S  =  {m—i)k. 

Pour  avoir  la  yaleur  de  A ,  je  remarque  que  Taire  du 

bc  ab 8\n9    . 

triangleOABest  exprimée  par  - ,  et  aussi  par  — —^:  donc 

ab  sin  f 

h  =sc . 

c 

Pour  avoir  la  valeur  de  m ,  je  remarque  que  l'équation  de 
]a  droite  0  étant 

(i)  tfy-f  fex— afr««0, 

réquation  de  la  droite  V  dont  les  coordonnées  à  Foriginc 
sont  ma,  mb^  doit  être 

(2)  ay'\'bx-^mab  =  ù^ 
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réqaalîon  (S)  deTUiMfe  «atisfaite,  quand  on  bM  a:=:z/. 
y  ^y\  on  aura  en  Aiaani  œlte  snfastiiatkMi  et  réMdyanl  par 
rapport  à  m  : 


"'  =  — ^r- 


D'ailleurs,  du  triangleOAB,  on  tire  :  c=V/a"+*'— Saico^r; 
donC|  en  ânlwtiUiant  dans  la  fommle  i = («—1  )  A  ces  Talenrs 
qne  nous  venons  de  trouver»  nous  aurons  : 

(ay + hx^  —  ah)  sin  ? 


Si  Téquation  était  donnée  sous  la  forme  i^-f-Rr+C  =  0 ,  il 
suffirait  de  remplacer  dans  cette  formule  a^h^  ab  par  les 
quantités  A ,  fi,  —C  qui  leur  sont  proportionnelles ,  et  on 
aurait  : 

\/A>4rB'+2Ccos/ 

II 

ProposoDS-nous  maintenant  de  trouver  la  plus  eonrta  dis- 
tance d'un  point  H  à  un  plan  donné  P. 

Soient  : 

OA=sâ,      0B«»^      OGac»  les.  ooordomiées  à  Fori- 
gine  du  plan  donné  P; 

OA'=mâ,  0B'=m6,  OC = me,  celles  tfun  plan  F  pa- 
rallèle au  plan  P,  et  passant  par  le  point  donné  H(x',y,  s')  ; 
s     la  portion  du  plan  P  interceptée  entre  les  plans 
coordonnés; 

K  h'    les  perpendicidaires  abaissées  de  Torigine  sor  ks 
plans  P,  Fj 

9     la  distance  cherchée  ; 
«,  p,  T  les  aDgIcs  des  axes. 
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On  aura  comme  pla$  haol  : 

^=(m  — 1)A. 

La  pyramide  (riangalaire  OâBC  a  pour  mesare  -^  et  aussi 

«s 

-  abcF^  F  désignant  ici  ponr  abréger  la  fonction 

-\/l— COS"a— COS'P— CO8'7+2C0SaC0SpCO67. 

Donc  on  aura  : 

._abcF 

s    ' 

L'éqnation  dn  plan  F  dont  les  coordonnées  à  Torigine  sont 
ma,  mhy  me  y  est 

bcx  -f-  acy  4-  bcz — mabc  =  0 , 
d'où  Ton  lire,  en  faisaol  x^x\  y  ^y\  z^t!  - 

^  bcj[f-\-acy'\'bc%' 

donc  on  aora 


abc 


Pour  réMmdre  complètement  le  problème ,  îl  reste  à  ex-- 
primer  t  en  fonction  des  quantités  a^  b,  c,  a,  p,  y.  Si  nous 
désignons  par  e,/^  g  les  côtés  de  ce  triangle  respectiTea^nt 
opposés  aox  arêtes  a,  6,  e^  nous  aurons  d'après  une  formtEile 
eoonue  : 

Mais  on  yoit  facilement  que 

rt'  =  Ô'-f.c'— 2*CC0Sa,/*  =  A"  +  C*— »«CC0SP, 

g*ss  a'  +  6'  —  2rtt  COS7. 
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En  faisant  la  substitutioD  et  réduisant ,  on  aura  la  formiile 
symétrique  : 

4«' £=  26'c*  sin'a  —  âza*6c  (eoa  a — cos  p  006  7} . 

La  valeur  de  ^sera  donc 

^r=  (bcû? +acy  +  abz'-^abc)  x 

y/i — COB'g^—COs'p  —  COS'7-t-2c08aCOSPCiS7^ 

X       .    .j ,  ■*.  — ■  .h       .'   '     ...    .  i         -,  ,    ■    —        • 
V/  26Vsin''a  — 2  2a*^c(cOia — COSpOOSy) 


NOTE 

SUR  LES  NOMBRES  PARFAITS. 

(Voir  page  318.) 


profesieiir  à  la  faeullé  de  aordeaui. 


La  règle  d'Eudide  qui  donne  des  nombres  parfaits  essen- 
tiellement  pairs,  les  donne-t-elle  tous?  L'aflirmative  s'établit 
en  deux  mots;  mais  quant  à  cette  aulre  question  :  7  a-t-il  des 
nombres  parCsits  impairs  ?  elle  reste  pour  moi  tout  à  (ait  in- 
décise $  j'ai  bien  démontré  que  <r«,  x^^^y  jc^y^^y  ne  sao* 
raient.étre  impairs  et  pfirfaits^  lecas  do  a:«^)Szyttj^et  qudqnes 
autres  s'établissent  peut-être  de  la  même  manière;  mais  en 
laissant  indéterminé  le  nombre  des  facteurs  premiers  impaira 
et  différents  x,  ^,  z,  «,...  je  ne  puis  établir  qu'il  n'y  a  point 
de  nombres  parfaits  impairs.  Les  propriétés  que  vous  énon- 
cez relativement  aux  nombres  parfaits ,  doivent  donc  être 
attribuées  aux  nombres  parfaits  pairs. 

LegendredjtqueS"^1  {Théorie dê9  nombres,  1. 1,  p.  229, 
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1830),  est  le  plus  grand  des  nombres  premiers  vérifiés. 
D'après  la  table  que  vous  avez  donoée,  2*'  —  1 ,  2*'  —  i 
seraient  premiers,. et  Fassertion  de  Lpgendre  inexacte,  ce 
qui  est  fort  possible. 

Théorème.  L'équation  des  nombres  parfaits 

2.xV*'-.==(l+-^'<--  .+J^^)(l+j^+..+^)(t+z+...+20--  (1)» 

WJCyy^  s,...  sont  des  nombres  premiers  différents,  est  pos- 
sible quand  j:  s=  2,  ou  pour  les  nombres  pairs.  L'équation 
devient  alors  -. 

dont  l'impossibilité  est  manifeste,  quand  les  exposants  p ,  y... 
sont  autres  que  1, 0, 0  ;...  mais  pour  ce  cas,  on  obtient  la  so- 
lution d'Eudide. 

Problème.    L'équation  (1)  est-elle  toujours  impossible  , 
quand  les  nombres  x,^,  x,...  sont  impairs  ? 


NOTE   SUR  LA  TOROJDE 

PAA  S.  OATA&AN, 

Çépéljieur  à  l'École  polytechnique. 


Pour  obtenir  l'équation  de  cctle  courbe,  il  faut,  ainsi  que 
la  fait  voir  M.  Cauchy ,  éliminer  0  entre  les  deux  équations 


(^^ay  ^ \^+by       •'     (0+  ay  ^  (0  +  bj 

(Nouvelles  j4nnales,  t.  111,  p.  455). 

dette  élimination  se  fait  assez  simplement  de  la  manière  sui« 
vanic. 

Amm.  de  MatiKm.  111  *^^ 
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CiltflsanI  les  dénominatcurg,  on  obtient  d'abord  : 

d"  (ê  +  by  a:-  +  A'(e  +  a»)y  =  (0  +  a*)'  (6  +  by,     {i) 

6'  (0 + by  x^  +  0'  (6 + ayy  =  *•  («  -{-ay  (e + by.  (2) 

Multipliant  réquation  (1)  par  0%  l'équation  (2)  par  a';  re- 
tranchant membre  à  membre,  et  supprimant  le  faclear 
(®4-«')%  J'obtiens  : 

[a'^b*)^y  =  (Ô  +  6T  (a'if-%^).  (3) 

On  aurait  de  même  ; 

(a*  -  b')  Ô'x*  =  (ô  +  ay  (6» — &•*•).  (4) 

Si  Ton  ajoute  membre  à  membre  les  équations  (3)  et  (4) ,  et 
si  Ton  supprime  le  facteur  a'— Z»%  commua  aax  deux  mem- 
bres de  réquation  résultante,  on  obtient  : 

Multiplions  Téqualiou  (3)  par  a%  Téquation  (4)  par  fr\ 
ajoutons,  et  supprimons  le  facteur  (a* — b^]h;  il  Tiendra: 

Ces  deux  dernières  équations  étant  ordonnées  par  rapport 
à  6,  deyiennent: 

263_e'(x'+y  _a*_6'  ^ifc*)  —  a*ft'*'  =  0,         (5} 
63 + 6  (ay  +  6*:c'—  a»Jf  -  ft'*'  —  n'fr")  —  2a* W  =  0.  (tf) 

J'élimine  tour  à  tour,  entre  ces  deux  dernières  équations, 
le  terme  en  6^  et  le  terme  indépendant  ;  j'obtiens  ainsi  : 
A0'  +  2Be— 3C=0,       (7)         30'— 2A6  — B  =  0;        (8) 
en  posant,  pour  abréger, 

A  ==  x'+y-^a*^b'^k\  B  =  ay +6'x*-.a'yf— ^'iP— a^ft\ 
C=a'b'k\ 

Les  équations  (7)  et  (8) ,  traitées  comme  ies  deux  préoé- 
dentés,  donnent- 
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2(A*  +  3B)e  +  (AB— 9C)  =  0,  (9) 

(AB  — 9C)e+2(B'  +  3AC)  =  0.  (10) 

EuGd  ,  rélimination  de  0  entre  ces  deux  dernières  équations, 
conduit  à 

(AB  — 9C)*=  4(A'  +  3B)  (B'  +  3AC). 
L'équatîoQ  de  la  loroïde  est  donc 

+4a'6*iP  (x*4:r'— «•—*"— *^'  —  27  a«6<** 
+4(ay +AV— a'*'— 6T^  a'by  =  0. 


THÉORÈMES 

DE  DESCâRTES,  de  R0LL£,   DE  BUDAN  ET  FOURIEB, 
DE  MM.  STURM  ET  CAUCHY, 

déduits  d*un  seul  principe. 

( Suite f  voir  page  2i3.) 


15.  Thêohême  VI.  Si  Ton  désigne  par  e  l'excès  relalif  à  la 

fraction    ^,       et  pris  entre  les  limites  — ^a  et  +  6  ;  soient  de 

F{x) 

plus  TT  le  nombre  des  racines  positives  et  v  le  nombre^  des 
racines  négatives  de  l'équation  F(x)  =  0 ,  comprises  entre  ces 
mêmes  limites ,  on  aura  e  =  ir  —  y ,  pourvu  que  le  polynôme 
F(x)  ne  soit  pas  divisible  par  x. 

Démamiration.  Décomposons  e  en  deux  parties ,  e'  relatif 
aux  racines  négatives  et  e"  relatif  aux  racines  positives  de 


• 
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\ 

1  (.vj  =  0  ;  on  aura  c=  e'+e' .  D  ailleurs  -= —  cl  -r^  sont 

(le  signe  toujours  opposé  dans  rintervallc  de  — a  à  O ,  et  de 
même  signe  dans  rinlervallc  de  +  0  à  -j-  6  ;  donc  (Prob  11)-. 
e'  =  —  V  ;  c" 3=  -:f  î  ainsi  'sr  —  V  =  c  ;  et  commc  on  sait  cal- 
culer e,  on  connaît  donc  la  différence  entre  le  nombre  des 
racines  positives  et  le  nombre  des  racines  négatives  d'une 
équation.  * 

16.  Lkmme  I.  p  étaut  une  racine  de  F'(jr) ,  F(/7)  est  an  mi- 
nimum on  un  maximum  absolu  (  abstraction  faite  do  signe: , 
selon  que  le  prodoit  F(/7)  F"{p)  est  positif  ou  négatif. 

La  démonstration  est  dans  tous  les  traités  élémentaires. 

17.  Problème  (III).  Etant  donnée  la  fonction  entière  T{x-) , 
trouver  la  différence  entre  le  nombre  des  maxima  et  des  mi- 
nima  absolus  dont  elle  est  susceptible.  On  soppose  que  ni  FCor) 
ni  F'(.r)  n'ont  de  racines  égales. 

SoluHùn.  Posons  les  deox  équations  : 

F'W  =  0.      ^  +  F(x)FV)=0; 

soit^  ss  0  le  résultat  de  Véliminatlon  de  .r  ;  ^  ne  peut  tf^oir 
plus  de  valeurs  que  F'(jc)  n'a  de  racines  ;  les  valeurs  posi- 
tives de^  correspondent  à  des  maxima,  et  les  valeurs  néga- 
tives à  des  minima  ;  y  est  donc  de  même  degré  que  F\jr)  ; 
d'après  le  théorème  Vf,  on  peut  connaître  la  différence  entre 
le  nombre  des  racines  positives  et  le  nombre  des  racines  né- 
gatives de  réqoation  ^  =s  0,  et  cette  différence  est  égale  à  k 
diflërence  cherchée  (15). 

18.  Théorème  VII.  Le  nombre  déracines  réelles  distinctes 
d  une  fonction  algébrique  entière ,  augmenté  d'une  unité ,  est 
toujours  égal  au  nombre  des  maxima  dont  la  fonction  est 
susceptible,  moins  le  nombre  des  minima. 

Démonstration.  11  suffit  de  construire  la  courbe  parabo- 
lique représentée  par  Véquatîon  j  =  F{jr) ,  et  de  discuter  les 
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diverses  formes  de  la  courbe  ;  et  le  théorème  devient  d'une^ 
évîdeocc  intuitive.  On  peut  aussi  parvenir  an  même  but 
d'une  manière  discursive  et  plus  longue ,  par  des  considéra- 
tions purement  analytiques. 

Remarqua  historique,  A  l'aide  des  théorèmes ,  lemmes  et 
problèmes  contenus  dans  les  quatre  paragraphes  précédents, 
et  qui  appartiennent  tous  à  M.  Cauchy ,  on  peut  donc  tou- 
jours trouver  le  nombre  des  racines  réelles  positives  et  né- 
gatives d'une  équation.  C*est  ce  que  Tillustre  analyste  a  fait 
connalfre  en  1815  C).  )1  indique  comment  on  peut  remédier 
à  la  restriction  que  les  raeines  égales  ou  nulles  apportent  à  la 
méthode.  Ainsi  dès  1815  on  possédait  des  moyens  certains  de 
déterminer  le  nombre  de  racines  réelles ,  en  considérant  la 
successimi  de  lignes  de  certaines  fonctions,  dont  Ttine  était 

—  î  ce  n'est  qu'en  1829  que  M.  Sturm,  au  lieu  de  cette 

F'jc 
fonction,  a  pris  celle-ci,  -rr-,  et  est  parvenu  au  théorème 

d'une  si  admirable  simplicité;  les  procédés  laborieux  de 
M.  Gauchy  sont  sans  doute  Tunique  motif  qui  ont  détourné 
rattention  que  mérKait  un  travail  d'une  si  haute  importance 
et  qui ,  quinze  après  son  apparition ,  était  presque  oublié. 
Nous  reviendrons  sur  plusieurs  autres  théorèmes  que  con^ 
tient  ce  beau  mémoire  ;  on  y  trouve  le  germe  de  la  proposi- 
lîon  Sylvester  que  M.  Sturm  vient  de  démontrer.  (Journal 
de  Liouville ,  t.  5.) 

Venons  maintenant ,  comme  s^exprime  M.  l'abbé  Moigno, 
à  l'une  des  plus  belles  conquêtes  qu^on  doit  au  génie  do 
M.  Gauchy.  On  sait  que  toute  racine  imaginaire  est  composée 
de  deux  parties  réelles,  mais  dont  la  seconde  est  multipliée 

par  V^^  j  M.  Cauchy  a  découvert  le  moyen  de  déterminer 


(*)  Mémoiro  sur  la  délenniiiation  du  nombre  des  racines  réelles  dans  les 
équations  algébriques.  Journ.  de  VEcolcpolylechn.,  I7*  cahier,  p.  457,  18 1 s. 
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ks  limites  de  ces  parties  réelles,  à  l'aide  d'un  sagotfiqae 
Utébrème,  généralisation  d'an  théorène  sendilable,  ^'od 
doit  à  l'illastre  analyste  de  Gottingae  (vairt  I,  p.  443). 
MM.  Starm  (  Charles  )  et  Liouville  en  ont  les  pruniers  donné 
one  dénonstraiion  élémeotavc  ;  mais  noos  prenArotis  edie 
que  M.  Gapcby  a  indiquée,  en  la  faisant  précéder  de  qnd- 
ques  éclaircissement»  à  l'usage  de  nos  jeunes  ledenra. 

19.  Soienl/(x,j.)=0(l),  F{x,y)^0{2)  et  s=:-^^(3) 

les  équMions  de  deux  lignes  et  d'une  surfece  rapportées  aux 
niéme«  axes  rectangulaires.  Les  deux  previéres  fonctions 
étant  algébriques  et  entières,  les  valeurs  de  z  sont  constan- 
ment  réelles,  et  par  conséquent  ne  peuvent  changer  de  signe 
qu'en  passant  par  zéro  ou  par  l'inflnt  ;  pour  tous  les  points  de 
la  ligne  représentée  par  l'équation  (1) ,  les  valeurs  de  z  sont 
nulles ,  et  pour  les  points  de  la  ligne  représentée  par  l'équa- 
tion (â)^  ces  valeurs  sont  inGnies.  Mais  pour  les  points  d'Hiter- 

0 
section  de  ces  deux  lignes,  les  valeurs-de  %  sont  -  ou  îndéler- 

minces.  C'est-à-dire  que  l'ordonnée  z  fait  partie  de  la  surface. 
De  sorte  que  la  surface  cylindrique  ayant  pour  directrice  la  li- 
gne (2)  et  pour  génératrice  une  droite  parallèle  à  l'axe  des  s, 
iH^ra  asymptote  à  la  surface  (3) ,  et  les  deux  surfaces  auront 
autant  de  droites  en  commun  que  les  deux  lignes  (1)  et  {% 
ont  de  points  d'intersection ,  que  nous  désignons  avec  M.  Prou- 
het  (voir  1. 1,  p.  444)  sous  le  nom  âepaifU^^acines.  Concevons 
qu*on  trace  sur  le  plan  xy  un  contour  fermé  pouvant  être 
une  ligne  continue  ou  composée  de  plusieurs  lignes  quelcon- 
ques, mais  avec  la  condition  essentielle  de  ne  pas  passer  par 
un  des  points-racines.  Supposons  que  ce  contour  fermé ,  que 
nous  désignons  par  C ,  renferme  dans  son  intérieur  an  nonn 
bre  m  de  points-racines.  Si ,  en  parlant  d'un  point  M  de  ce 
contour,  on  marche  toujours  da»6  lo  même  sens ,  il  est  cvi- 
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«lent,  le  cootoor  étant  fermé,  qu'on  reviendra  au  méHK 
point  M  ;  à  chaque  station  correspond  une  valeur  réelle  de  z  ; 
dans  les  passages  par  la  ligne  (1)  ces  valeur»  sont  nulles,  et 
par  la  ligne  (2)  elles  sont  inflnies.  Ne  considérons  que  ces 
derniers  passages  :  un  instant  avant ,  et  après ,  les  valeurs  de 
z  présentent  une  variation,  soit  ascendante,  soit  doscen*** 
dante  ;  la  différence  entre  le  nombre  des  variations  ascen« 
danles  et  descendantes  est  ce  que  nous  avons  appelé  Vexcès 
£  (p.  191).  Lorsque  les  fonctions  (1)  et  (2)  sont  entièrement 
indépendantes  l'une  de  l'autre,  il  n'y  a  aucune  relation  entre 
£  et  m  ;  mais  si  Von  établit  une  relation  entre  les  deux  fonc- 
tions ,  il  s'ensuivra  aussi  quelque  relation  entre  E  et  m  ;  or 
si  Ton  a  cette  relalion  : 

f{x ,  jr)  +  F(x ,  f)\/~=  9  U  +  J^V/^) , 
«  désignant  une  fonction  algébrique  entière ,  alors  £  =  2m  ; 
c*est  là  le  théorème  de  M .  Caucby ,  qu'il  nous  reste  à  démontrer. 
20.  La  relation  entre  les  deux  fonctions  se  décompose  en 
ces  deux  équations  : 

/(.,  jr)  =  .x-^^^x.  -jÇ+r^.  i-^  +  etc.     , 


1.2.3'^'-  f. 2,3.4.5  '    •••• 
Ainsi  la  fonetion  cp  étant  donnée ,  on  voit  comment  on  en 
dédoit  les  fonctions/ et  F  ;  c'est  une  conséquence  évidente  du 
tliéorème  de  Taylor. 

21.  Lbmhe  L  Considérons  deux  fonctions  y(5)  et  F(5)  de  la 
Variable  s  et  continues  entre  les  limites  5  =  5»  et  5  =  5,  ^  on- 
donne  de  plus  les  équations  de  condition  : 

F(5o)  =  FW; 

fis)  Fs 

—  et  —    sont  des  fractions  phi» 

<^(/^)H(F^r      y{fsy+(Fsy 
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pctKes  que  i  unité  el  donl  la  somme  éès  carrés  est  égale  à 
Tunilé ,  la  première  peut  donc  représenter  le  cosinus  d'un 
arc ,  et  la  seconde  le  sinus  ;  désignanrt  le  dénominateur  pria 
positivement  par  r,  on  aura  : 

/[$)  =  r co&p    et    F{s)  =z  r^np\ 

p  est  un  arc ,  fonction  de  « ,  et  fonction  qu'on  assojellll  â 

F  fi) 
la  continuité.  L'excès  e  de  la  fraction  -  vv  ^  pris  enfre  les 

limites  s^  et  s, ,  est  égal  à  ?fZEs  j  p^  et/;«  sont  lès  yaleurs  de 

/7aux  deux  limites. 

Démonstratiorié  ■j--^  =  tang  />„  i  -^.  =  tang/i,  ;  ainsi,cn 

vertu  de  Féquation  de  condition^  tang/^o^  t^KPi'  <1odc 
^,  ^p^  z=nn;  n  étant  un  nombre  entier  ^  si  Ton  fail  croître 
insensiblement  Tare  p  depuis /?^ jusqu'à /7,,/?. —/>«  sera  égaie 
â  la  somme  de  tous  les  accroissements  -,  la  tangente  de  cel  are 
pourra  passer  plusieurs  fois  par  TifiGni ,  de  deux  manières  -, 
du  négatif  au  positif;  alors  l'arc  passe  brusquement  de 

—  ^  — ^  ^  -  +  ^\^ et ^sontdes quantités inflniment petites; 
Taccroissement  est  donc+  ic  +  ^+<^,  quantité  finie,  et  la  fonc- 
tion est  discontinue  ;  mais  à  tang-  +  $  où  peut  substituer 

tang-  +  ^—  '^  î  ^lors  l'accroissement  devient  ^  —  J',  quan<- 

ti(é  inûniment  petite^  et  la  fonction  reste  continue.  Ainsi 
toutes  les  fois  que  la  tangente  passe  par  Tinfini ,  au  mojeo 
d'une  yariation  ascendante ,  il  faudra ,  pour  empêcher  les 
accroissements  brusques  de  Tare,  retrancher  rt  ;  et  pour  le 
même  motif ,  il  faudra  ajouter  ir,  lorsque  la  variation  est 
descendante.  Si  nous  appelons  donc  e'  \9xcè$  de  la  fonctioo 

r  .  .  F(*)  .  .       r 

fractionnaire  -~- ,  on  aura  p^  . — p  .  =  —  c  r  ;  mais  e  =  — e  j 
donc/i^-y^^^^  =  e^.  C.  Q.  F.D, 
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Ob$erv(Uion.  li  c^t  évident  que  le  théorème  subsiste  si/ 
est  une  fonction  de  plusieurs  variables  jr,  ^ ,  s. . . . ,  pourvu  que 
chacune  de  ces  variables  soit  une  fonction  continue  de  s. 

22.  LBMiig  II.  Considérons  deux  fonctions  fractionnaires 

fis)        fo(s) 

=r-:  et  77--  de  la  même  variable  s  -,  et  ces  fonctions  ssont  sou- 

mises  aux  équations   de  condition   du   lemme  précédent; 
soit 

f(s)  =  r  cosp  ;  F(s)  s=  rsin/? }  <f{s)  =  r'cosp'  ;  ^{s)  =  /'sin/  ; 
ou 

f{s)  +  F(5)\/=T  =  r  {cosp  +  \/^swp\ 

? W  +  K^V^^=  r'(cos/?'+  \/=n[  sxnp')  ; 

multipliant  ensemble  membre  à  membre  les  deux  équations , 
il  vient  : 

S+Ti/'^z=rr'[cos(p  +  p')  +  y~sin(p+p')], 

Soit  E,  e,  6'  les  excès  relatifs  aux  fractions =,  -^^ ,  ^ ,  on 

i     r  (s)     y5 

aura:  Ess^e-f-^'- 

Démonstratiorr  e=^ — fs.  ^'=£lZI£1j  mais  p'\-p' 

est  l'arc  correspondant  à  -  ;  donc  .... 

Corollaire.  La  même  démonstration  a  lieu ,  quel  que  soit 
le  nombre  des  fonctions  fractionnaires. 

23.  Soit  une  courbe /"ermée,  rapportée  à  des  coordon- 
nées polaires  ;  supposons  d'abord  le  pôle  dans  Vintéricur 
de' la  courbe.  Désignons  par  p^  Tanglo  polaire  d'un  point 
M  de  la  courbe.  Si  le  point  M  mobile  sur  la  courbe  par- 
court son  contour  dans  le  mémo  sens ,  /?„  croîtra  sans  cosse  ; 
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quand  on  sera  revemi  au  même  point  M^  quand  on  aura  par 
couru  tout  le  contour,  p^  sera  deVenn 

/;,-|- 27r  ;  ou  p,=^p.  +  2«  î  /'i  — />»  =  2w. 

Mais  si  le  pôle  est  extérieur,  le  même  mouvement  du  poini 
M ,  après  av(Mr  fait  croître  po ,  le  fera  décroître  de  la  môme 
quantité  :  de  sorte  que  l'on  aura ,  à  la  fin  du  mouTement 
P,=Po  ou  /?.— /?o  =  0. 

Observation,  C'est  ainsi  qu'on  explique,  dans  le  système  do 
monde ,  les  rétrogradations  apparentes  des  planètes. 

24.  Théorème  de  M.  Cauchy,  Supposons  que  F(z)  soit  une 
Tonction  entière  du  degré  n,  qui,  lorsqu'on  change  z  en 

^ + J^y"^  y  devient  /(a: ,  y)  +  F{x ,  y)V^  :  traçons 
dans  le  plan  de  or,  ^  une  courbe  fermée  dont  la  longueur  do 
œntour  soit  c,  et  dont  les  coordonnées  x,^  puissent  être 
considérées  comme  des  fonctions  continues  de  l'arc  s  de 
cette  courbe  ;  le  nombre  m  des  points  dont  les  coordon- 
nées   j:=:a,  ^  =  P    (points-racines)  vérifient  Féquation 

./{x ,  j^)  +  F  («^  »  ^)  V — 1=0  sera  donné  par  Téquation 
Fn=:  —  ;  E  étant  l'excès  relatif  à  la  fonction'l.^  \  ! ,  et  pr» 

entre  les  limites  5  =  0 ,  ^  =  c.  » 

DénumstrcUian.  Rapportons  ht  courbe  fermée  à  des  coor- 
données polaires ,  et  choisissons  pour  p6le  le  paini-racine 
dont  les  coordonnées  soient  x^a^  ^ ^ P  ;  nous  amroiia 
X  —  a  =  rcos/?  etjK  —  p=r8in/^,  r  el  p  étant  le  rayoo 
vecteur  et  Tangle  polaire  du  point  mobile  M;  x — a  et  j^  —  p 
sont  des  fonctions  continues  de  Parc  s  ;  âone  aussi  reip; 
et  r  est  essentiellement  positif. 

X  ~~"  ce 

Appelant  e  l'excès  relatif  à ou  tang/r  considérée 

y  —p 

comme  fonction  de  s  et  pris  entre  les  limites  ;  =  0 ,  s=zc. 
on  a ,  d'après  le  lemmc  I  : 
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«  =  — — —  ;  si  le  pôle  est  inlériear,  p,  —p„  =  an , 

si  le  pôle  est  extérieur,/?.— />o  =  0. 
Donc  e  =  2  si  le  poiDt-racioc  est  intérieur,  et  e  =  0  s'il  est 
extérieur;  pour  un  autre  point-radne  ayant  pour  coordon- 
nées a',  ^\  on  aura  de  même  e'  =  2  ou  e'  =  0 ,  selon  que  le 
poini-raeine  est  au  dedans  ou  an  dehors  de  la  courbe  ;  cet 

excès  étant  relatif  à  la  fraction -,  ;  et  ainsi  des  autres 

points-racines. 

Donc ,  en  supposant  qu'il  n'y  ait  aucun  point-racine  sur  la 
courbe,  et  quil  y  ait  m  points-racines  dans  Tintérieur,  on 
aura  e  +  «'4-^'-f....  =  2w. 

Or 

Fz=r(z-«~p\/'rî)(s_a'_p'(/i:7)(j_a"— ^"|/IIt)...=» 

donc  y  d'après  le  lemme  précédent , 

£  =  «  +  €' -fe'+elc =:2«. 

C.  Q.  F.  D. 

Remarqml.  Les  ordonnées  p,  ^^  ^"  ....  peuvent  être 
nulles  ;  alors  les  points-racines  correspondent  à  des  racines 
réelles. 

Remarque  IL  Lorsque  I  équation  a  des  racines  égales ,  il  y 
a  des  points-racines  qui  coïncident  ;  ces  points-racines  sont 
multiples. 

Remarque  III .  Le  théorème  a  de  même  lieu  pouf  les  fonc- 
tions non  entières  ou  transcendantes ,  pourvu  qu'elles  admets 
lent  la  forme'(z  — ^— p\/^)  et  que  a-fpV/— 1  ne 
rende  pas  infini  ou  nul  le  quolient  de  la  fonction  par 
(z  — «_(BV/II1),i. 

/ 
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Remarque  IF.  Les  fonctioosyetF  auxquelles  s'applique 
le  ihéorème  de  M.  Cauchy  sont  les  équations  (U)  ei  (T) 
de  M.  Gauss  (  t.  I,  p.  441  ),  qui  a  montré  aussi  comnaent 
on  trouve  le  nombre  de  potnis-rame«  renrermés  dans  un 
cercle  de  rayon  quelconque  décrit  de  rorigînc  comme 
centre.  De  sorte  que  le  théorème  de  M.  Cauchy  n'est  aa  fond, 
comme  nous  Tavons  dit ,  qu'une  g^énéralisation  du  théorème 
de  M.  Gauss. 

25.  Problème.  Étant  donnée  l'équation  F(z)  =  0  ,  troaver 
combien  elle  a  de  racines  imaginaires  dont  la  partie  réelle  est 
renfermée  entre  les  limites  x^^  .r,,  et  dont  le  coefficieot  de 

\/ —  1  est  renfermée  entre  les  limites  j^^»  r,- 

Solution  (fig.  78).  Soient  les  axes  rectangulaires  OX,  OY  ; 
faisons  OM  =  x^  ;  ON  =  x,  ;  AM=ro  ;  DM=r^,  et  formons 
le  rectangle  ÂBCD. 

Remplaçant  z  par  x  -^y  V —  1 ,  on  aura  t 

F(s)  =/(a:,  y)  +  F{x,  y)  V-^i  , 

la  question  est  donc  réduite  à  trouver  le  nombre  des  points- 
racines  renfermés  dans  le  contour  ABGD  ;  parcourons  ce 
contour  en  allant  de  A  vers  B;  s  étant  comme  ci-dessus  la 
longueur  d*un  arc  de  la  ligne  parcourue,  on  a  ponr  la  droite  : 

Limites.  Excès. 

AB    x=Si    y==y.;    x^...x,  E 

BC  y=si  xzsx,;  yo*'*y, 
CD  x=:5;  y=y,;  x,...x„ 
DA   j=si    x==zx^',    y,...yo 

fix^  y\  ' 

Sitit  jr =  f{x,y)  ;  désignons  par 
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Ey^  Texcès  de  la  ronclion  <p(j:,^J  entre  les  limites  x,,  ji\; 
^.  fi^o.y)         .n.r.  i 

E*.  TUa,r)  roToi 

d'où  E  =  Ey.+  Ex.+  E'x.+  E':ro  =  2m. 

Désignant  par 
Ey.  Tcxcès  relatif  à  y  (j:,^,)  pris  entre  les  limites  j:*,,  j:.  ; 

E:ro         fi^^.y)  .Voî.r.  ; 

on  aura  E =Ey,— Ey.  -  [E^.  —  Ex.]  ; 

car  Ton  a  évidemment  E'y,=  —  Ey,.  On  calcale  ensuite  les 
quatre  excès  nécessaires  pour  trouver  E  d'après  le  pro- 
blèmc(IIy  p.  1 92)  ;  et  la  moitié  deE  donne  le  nombre  de  points- 
racines  qui  se  trouvent  dans  Tintérieur  du  rectangle. 

Observation.  Lorsque  j^^  et  ^,  sont  de  même  signe ,  la  par- 
tie comprise  ne  peut  être  nulle  ;  donc,  dans  ce  cas,  le  rectan|:lc 
ne  peut  renfermer  des  racines  réelles. 

(La  fin  prochainement.) 


DEMONSTRATION. 

De  la  quadrature  de  Vhyperbole  par  la  méthode  des  limites. 

PAB  H.  PAUBOT, 

proresseur  de  mathéroatiqae». 

Lemme.  Soient  A,  B .  C  des  quantités  constantes ,  et  a,  6 
des  quantitésqui  peuvent  devenir  aussi  petites  que  Ton  veut) 
je  dis  que  si  l'égalité 

(A  — a}Bi€  =  C,  (1) 

a  toujours  lieu,  quelque  petits  que  soient  :<  et  S ,  on  a  aussi 
AB=C. 
En  effet ,  développant  (1) ,  il  vient  ; 
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en  DommaDt  R»  le  reste  de  la  série.  Or  en  preoant  assez  do 
termes,  comme  la  série  est  convergente,  R»  pourra  devenir 
aussi  petit  qae  Ton  voudra.  D'un  autre  côté  chacun  des  n 
termes  renfermant  a  comme  facteur ,  pourra  aussi  devenir 
plus  petit  que  toute  quantité  donnée,  et  comme  le  degré  de 
petitesse  de  a  est  indépendant  du  nombre  »,  on  pourra  ieu - 
jours  prendre  a  assez  petit  pour  que  la  somme  des  n  termes 
renfermant  a  soit  aussi  petite  que  Ton  voudra.  Donc  la  difië- 
rence,  le  premier  membre  de  (2)  et  le  premier  terme  du 
deuxième  membre,  est  une  quantité  variable  à  rinfinf .  En 
la  représentant  par  S  on  pourra  poser  : 

OU,  ce  qui  revient  au  môme, 

ABK_^=C      d'où      ABf€_c  =  (î.         (3) 
Gela  posé ,  si  A^  n'était  pas  égal  à  G  on  aurait  : 

AB^— C=D, 
D  étant  une  quantité  flnie;  mais  on  a  évidemment  AB^^A*^ 
d'où  AB+€-.G>AB— G;  donc  on  aurait  AB+«— C>D; 
d'où  à  cause  de  (3) , 

^>D, 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  puisque  S  est  variable  à  l'inGni ,  et 
D  constant,  donc 

AB— C  =  D. 

QUADRATURE  DE  L'HYPERBOLE. 

Soit  KEF  ifig.  77)  une  hyperbole  équilatère ,  rapportée  à 
ses  asymptotes,  et  ayant  par  conséquent  pour  équation  : 
y-x:  =  1. 
Prenons  sur  OX,  0A  =  1,  0B  =  ^,  divisons  AB  en  un 
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nombre  quelconque  de  parties  qui  peuveal  ne  pas  élre  égales, 
et  construisons  les  reclangles  indiqués  par  la  figure.  Il  est 
évident  d'abord  que  la  différeace  entre  la  sommer  des  rec- 
tangles extérieurs  et  Taire  hyperboli^pie  EABI,  peut  devenir 
aussi  petite  que  Ton  veut  en  faisant  croître  suocassîvement 
le  nombre  de  ces  rectangles  ;  car  la  différence  entre  la  somme 
des  rectangles  extérieurs  et  celle  des  rectangles  intérieurs 
est  égale  à  la  somme  des  rectangles  DMN ,  etc.,  lesquels  ont 
pour  expressions  [a/—i)  (1— y),  (j:"— a/)  (y— y),  etc.,... 
soit  (yp)— ^Cp-0),  le  plus  grand  des  seconds  facteurs  de  ces 
produits,  lasomme  des  rectangles  EDMN,etc. ,  sera  plus  petite 
que  (yp)— yp-0)  [x'— l+x"— o-'+or"'— ar"+...+x-jc^*-'^], 
ou  que  yp^^ — yp-0(j:—  1),  or  le  facteur  y P)—^(f-0  peut 
devenir  aussi  petit  qu'on  le  vent,  tandis  que  le  facteur  (x—i) 
est  constant,  donc  la  différence  entre  la  somme  des  rectan- 
gles extérieurs  et  celle  des  rectangles  intérieurs,  décroît 
indéfiniment,  donc  à  fortiori,  etc.. 

Cela  posé,  si  au  lieu  de  prendre  arbitrairement  les  poinis 
G,G,H,etc.;  onles  détermine  de  manière  que  les  abscisses  OA, 
OC,  etc.,  soient  en  progression  géométrique,  ce  qui  se  fera 
en  intercatlant  un  certain  nombre  de  moyens  géométriques 
entre  1  et  j:,  ces  abscisses  pourront  se  représenter  par 

en  nommant  x'  la  raison ,  et  les  ordonnées  tirées  de  l'équa< 
tion  de  la  courbe ,  seront 

11  11 

Le  premier  rectangle  extérieur  sera  alors  exprimé  par 
(.r'  —  i)  X  i  =  a:  —  1  ;  le  second  aura  pour  valeur  : 

(j/'— a:')x-==x'— li  le 3^ sera  {jc'^-^x"}x-^=Jo'^i,  etc., 

c'est-à-dire  qu'ils  seront  tous  égaux  à  j:'— 1.  Donc  si  on 
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considère  les  sommes  successives  de  rectangles  termines 
aux  différentes  abscisses,  sommes  qac  Ton  obtiendra  en  prtv 
nant  d*abord  O ,  puis  le  premier  rectangle ,  pais  la  somme 
des  deux  premiers,  puis  la  somme  des  trois  premiers^  etc. 
Ces  sommes  fermeront  la  progression  arithmétique, 
0,  x'  — 1,  2(0/- 1),  3(j:'— i),  nix'—i). 
Mais  en  intercalant  assez  de  moyens  géométriques  entre 
1  et  j:  ,  on  peut  rendre  la  différence  entre  1  et  la  raison  j/, 
aussi  petite  qu*on  i^eut  et  en  même  temps ,  ainsi  que  noos 
l'avons  démontré  plus  haut ,  la  différence  entre  Taire  hyper- 
bolique EABI ,  et  la  somme  de  tous  les  rectangles  extérieurs 
décroîtra  indéfiniment.  Si  donc  on  représente  par  A  Taire 
hyperbolique,  par  S  la  somme  des  rectangles,  et  par  &  et  s 
des  quantités  variables  àTinfini,  on  pourra  écrire: 

x'  =  l+2,        S  =  A  +  a. 

Cela  posé,  nous  aUonc  démontrer  que  si  on  prend  une  ab- 
scisse quelconque  06  =  j:,  il  existe  un  nombre  constant , 
c'est-à-dire  indépendant  de  x,  qui,  élevé  à  une  puissance 
égale  à  Taire  hyperbolique  correspondante,  reproduit  Tab- 
scisse  prpposée. 

Pour  cela  cherchons  le  nombre  qu'il  faudrait  élever  à 
une  puissance  égale  à  &=  n{x' — 1),  pour  reproduire  Vab- 
scisse  correspondante  x=  jt"".  Si  on  nomme  £  ce  nombn*, 
il  suffira  de  poser  : 

(!)      ES  =!  X  ou  E*(«'-i}  =  jc""  d'où  E==  x^ï^« , 
ce  qui  donne  en  remplaçant  x'  par  I  -{>  z  : 

E=:(l4-z>. 
Le  deuxième  membre  développé  donne  = 

2        '     2  2Z  •     2  *2Z  32  ' 

1     1—2     1—22       t^(n-^l)z ^,  __ 
■"  "*"  2  *    2z     *      35      '"  nz  *    "" 
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-+(î-D+G-i)(i-!)+- 

/l      z\      /l      (ii-i)«\ 

série  ooUYergente,  car  le  rapport  du  i»«^"**  t^ue^au  préoé- 

déni  est 2^ i-z=— i «,  nombre  plus 

n  n 

petit  que  z,  qui  ici  est  supposé  une  fraction.  . 

Celte  série  peut  encore  s'écrire  ainsi  qu'il  suit.:  • 

z         z         2.2       2s* 
une  suite  de  termes  tek  que  —  -  —  r-::— r-::  +  T-::  i- 

^  2       2.3       2.3  *    2.3' 

renfermant  tous  z  comme  facteur,  et  dont  le  nombre  sera 
limité  quand  n  le  sera ,  -f-  R. ,  en  représentant  par  R»  le 
reste  de  la  série,  lequel  pourra  devenir  plus  petit  que  toute 
quantité  donnée ,  puisque  la  série  est  convergente. 

La  partie  2  +  r-r  +  ^-5  +  ^^c. ,  est  dle-méme  une  autre 

série  convergente  dont  la  limite  est  généralement  repré- 
sentée par  « ,  et  si  on  nomme  r«  le  reste  de  cette  série , 
rn  sera  variable  à  Tinfini.  Or,  si  on  «joute  et  retranche  r. 
4aBS  le  demième  membre  de  (2) ,  il  vient  : 


[z         i         2*'       2»'  2*^T 

-2-0-973+273- ••=^— ]+*•-'■- 


'oa 


E 


='+[-â— Ô-=^t]+»— 


or  chacun  dès  termea  entre  perenthàsea  renfermant  zoomme 
bcteur  pourra  devenir  plus  petit  que  toute  quantité  donnée» 
et  comme  le  degré  de  petitesse  de  s  est  indépendant  du 
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nombre  de  ces  termes  qoi  sera  toujours  limité  pour  une 
valeur  déterminée  de  n,  on  pourra  toujours,  quel  que  mil  n, 
prendre  z  assez  petit  pour  que  la  smnme  des  termes  entre 
parenthèses  soit  aussi  petite  qu'on  voudra.  Quant  à  R«  et  r., 
ce  sont  aussi  des  quantités  variables  à  rinfioi  ;  donc 
6=  lim.  de  E 

quand  ou  augmente  indéfiniment  le  nombre  des  moyens 
'  géométriques  intercalés  entre  1  et  x.  Donc  si  on  représente 
par  6  une  quantité  variable  à  l'infini ,  on  pourra  poser  • 

E  =  c  —  6  ; 

si  on  remplace  maintenant  dans  (1  ) ,  E  par  e  —  6 ,  et  S  par 
A-)-a,onaura  : 

Or  e  cl  A  sont  des  constantes  >  tandis  que  6  et  «  sont  variables 
à  l'infini  ;  donc ,  en  vertu  du  lemme  démontré  plus  haut  » 
aA  =  x. 
Donc  il  existe  un  nombre  constant  e,  qui,  élevé  à  une 
puissance  égale  à  une  aire  hyperbolique  quelconque ,  repro- 
duit l'abscisse  correspondante.  C'est-à-dire  qne  ks  aires  hy- 
perboliques sont  les  logarithmes  Népériens  des  abscisses. 


LETTRE 
Swr  la  sanmatian  éPune  iérie  trigan&méirique,  {F.  p.  519.) 

Mon  cher  M.  Terquem , 

Le  mémoire  de  M.  Leoointe^  contenu  dans  le  dernier 
numéro  de  votre  journal ,  renferme^il  me  semble ,  quelques 
inexactitudes.  Permettex-moi ,  dans  l'intérêt  de  la  vérité 
mathématique^  de  les  relever  en  peu  de  mois. 
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Je  reproduis  d'abord  les  paroles  et  les.calculs  de  Tautear /. 
«  Maiotenant  si  Ton  remarque  que 

sinass sin  a 

siiiâa=  sinacosa-f-sinacosa 
sin  3a  =  stn  2a  oosa  +  sin  a  cosâa 

et  C06a=  .  .  .  cosa 

eos  2a  S3  cos  a  cos  a  —  sia  a  sin  a 
cos  3a  =  oos  2aoos  a—  sin  2a  sin  a 

on  aura  les  équations  suivantes  : 

SaS.oosa-)-(i+G)sina, 

G£=r  (l-{-G)cosa  — Ssina.  »        (p.  519) 

Cette  dernière  conclusion  est  fausse,  attendu  que  si  Ton 
ajoute  les  équations  ci-dessus  y  la  somme  des  premiers  mem- 
bres ne  sera  pas  égale  à  la  quantité  multipliée  par  sma  ou 
par  cosa  dans  la  somme  des  seconds  membres.  Dira-t-on , 
conformément  à  la  méiaphyrigtue  introduite  dans  certains 
livres ,  un  terme  de  plus  ou  de  moins  ne  fait  rien  à  Tafibire, 
c'est-à-dire  à  la  somme?  Cette  manière  de  raisonner  est 
commode 9  elle  abrège  les  discussions;  malheureusement, 
appliquée  à  la  série  infinie  l+2-f4+8  +  ...,  elle  donne , 

pour  somme  de  cette  série ,  k  quantité  —  -  !. 

Mais  d'abord  qu*appelle^t-on  somme  d'une  série  infinie. 
C'est  probablement  la  limite  vers  laquelle  tend  la  somme , 
Sa  des  ïï  premiers  termes  de  cette  série^  lorsque  le  nombre  en- 
tier n  augmente  indéfiniment.  Si  donc  il  arrive  que  S»  aug- 
mente au  delà  de  toute  grandeur,  ou  que  cette  quantité, 
repassant  périodiquement  par  les  mêmes  valeurs ,  n'ait  pas 
de  limite  déterminée ,  la  recherche  que  l'on  se  proposait  a'a 
plus  d'objet. 
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Uiadéleraiiiiatkm  dont  je  parle  exiite  dans  lea  séries  trai- 
tées par  M.  Lecointe.  En  effet,  b  soouaoïe  S.  dies  quantités 

oosa,    cos3a,    ooaSa,    oosna, 
a  pour  Talenr  : 

cûb      '         sin  -r- 
â              â 
2 (page  528)} 

sin- 

et  il  est  éf?ident  que  cette  dernière  expression  ne  tend  pas 
Ters  nne  limite  fixe,  lorsque  le  nombre  entier  n  augmente 

indéfiniment.  Si^par  exemple,  as^,  S»  prend  soccesaiTe- 

ment  les  yakurs 

a,  -1,  -1,  0. 
Il  est,  du  reste,  éludent  â  priori  y  qa'ane  somme  de  termes 
ne  peut  converger  vers  one  limite  fixe,  si  ces  termes  ne  di- 
minuent pas  indéfiniment  à  partir  de  Tun  d'eux.  Or ,  pour 
une  infinité  de  valeurs  de  i» ,  la  fonction  cosna  devient  ^ale 
à  ±:  1 ,  ou  diffère  très-peu  de  cesquanlités  \  donc  il  n'y  a  pas 
lieu  à  chercher  la  somme  de  la  série  infinie 

C08a-j-C082^l-f  C<>S3a-t-... 

Les  mêmes  remarques  s'appliquent  aux  autres  séries  infi- 
nies et  périodiques» 

Il  y  aurait  eaccHre  bien  des  choses  à  dire  sur  ce  sujet  - 
mais  cette  lettre,  qui  ne  devait  contenir  que  peu  de  mots, 
est  d^à  fort  longue  ;  permettez^moi  donc  d'en  rester  là  pour 
cette  fois. 

Votre  tout  dévoué  collaborateur. 

E.  Catalan. 
i8«elftbrei844. 

Note.  La  série  trigonométrique  dont  il  est  id  question  a 

déjà  été  le  sujet  d'une  discussion  entre  quelques  géomètres 

du  dernier  siècle,  on  peut  oonsoiter,  à  ce  sujet,  le  jyaUé 

de  calcul  différentiel  de  Lacroix,  t.  III,  p.  159,  2«  éditioa. 
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Eoler  considère  ces  salles  Gomme  des  séries  récurrenles  a 
échelle  de  relatiOD  binôoie  ;  et  Voa  troave  facUensent  le 
déTeloppement 

cosa  —  X 


1 — ^xeoêa-^-jf 


=  coso-f  j:oos2a-f  x'cos3a+  x'cos3^i+ . 


Pour  que  la  série  soit  ooDYergente ,  il  faut  qae  x  <  1  ; 
mais  Ealer  fait  ^rz=i,  alors  od  a  le  résallal  fautif  *—  -,  qae 
M.  Catalan  yient  de  signaler.  Tm . 


OBSERVATIONS 

Sur  le$  notes  (p.  403  et  p.  465). 

FA&  «t.  wxmoK, 

docteur  éi  Mieiwet,  prefaMeur  à  PÈMle  «TaffUlierl^  et  «u  collège  de  Straslwurg. 


Monsieur  le  rédactear, 

I.  Votre  note,  page  403,  provoque  une  réponse  de  ma 
part.  Vous  prétendez  que  mes  démonstrations  sont  intaffi- 
santes.  Je  pense  qu'en  y  regardant  de  plus  prés,  tous  chan- 
gerez d'ayis ,  quant  à  la  dernière  de  chacun  de  mes  deux 
paragraphes.  En  effet,  dans  le  premier  paragraphe ,  j'ai 
prouvé  que  si  dans  une  courbe  du  second  degré  on  prend 
deux  tangentes  quelconques  non  parallèles  p=0^  ?=0 ,  et 
la  corde  de  contact  ^=0,  l'équation  de  la  courbe  se  met 
80US  la  forme  /19-f  a*=0.  Le  cas  des  tangentes  parallèles  est 
si  simple ,  que  je  n'en  ai  pas  parlé. 

Dans  le  second  paragra|Ae  j'ai  prouvé  que  si  on  prend  un 
quadrilatère  inscrit  quelconque,  dans  une  conique,  et  si 
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p^Oj  9  =  0,  rss  0,«=0,  sont  les  éqoalioos  des  côtés.  Té- 
qaaiion  de  la  ooniqae  peut  se  mettre  sous  la  terme pq  =Xry. 

Ghacane  de  ces  démonstrations  (je  parle  de  cdles  où  j'ai 
employé  le  calcul  :  les  antres  peavent  être  combattues)  se 
rapporte  à  on  système  d'axes  déterminés ,  et  peat  être  géné- 
ralisée par  une  transformation  de  coordonnées.  Cm  démons- 
trations sont  rigooreoses  etcomplètes  pour  Tobjetqae  j'avais 
en  vue,  les  oonrbes  du  second  degré.  Rien  n'empédie  de 
démontrer  les  mêmes  propriétés  sans  le  secours  des  données 
sur  lesquelles  je  me  suis  appuyé ,  et  la  discussion  n'est  ni 
très-longue  y  ni  difficile,  tant  s'en  faut. 

Du  reste,  dans  les  limites  où  je  me  suis  renfermé,  je  pois 
décliner  l'obligation  que  tous  m'imposez,  de  traiter  les 
courbes  de  degré  supérieur,  cependant  si  tous  et  vos  lec^ 
teurs ,  y  trouvez  de  l'intérêt ,  je  tous  donnerai  les  courbes 
du  troisième  degré. 

Sur  tapage  465. 

Vous  TOUS  étonnez  de  ce  que  la  théorie  des  polaires  réci- 
proques ,  n'ait  pas  trouvé;  place  dans  l'enseignement  das- 
sique,  vous  en  savez  la  raison  et  moi  aussi.  Toutefois  pour 
ma  part  je  n'accepte  pas  ce  reproche ,  parce  que  je  ne  le 
mérite  pas.  Pour  en  êlre  convaincu ,  on  n'a  qu'à  ouvrir  ma 
Géométrie élémeiUaire,d>*  édition,  p.  113,  prop.  15,  CoroU., 
p.  lâl,  remarque  3,  p.  240,  remarque,  p.  290,  remarque. 
Il  me  semble  que  j'en  ai  dit  là,  suffisamment  quant  à  la 
Géométrie  élémentaire^  et  j'enieigne  tout  ce  qui  y  est  dit.  J'a- 
joute que  la  Géométrie  analytique  me  fournit  Toccasion  de 
compléter  cela. 

Réponse  de  M.  Terquem. 

Note.  Je  n'ai  jamais  prétendu  que  par  une  transformatîoil 
de  coordonnées ,  on  ne  puisse  généraliser  la  démonstration , 
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et  ta  rendre  tont  à  fait  rigoareuse  ;  mais  j'ai  dit  que  ces  trois 
formations  amènent  de  nonvelles  constantes  qui,  se  joignant 
aux  constantes  arbitraires,  exigent  de  nonyeUes  distinctions^ 
de  nooTelles  discussions  ;  de  sorte  que  si  l'on  tient  à  la  ri- 
gueur, il  n'y  a  plus  de  brièveté ,  et  si  l'on  tient  à  la  brièveté 
il  n'y  a  plus  de  rigueur.  Quant  au  cas  particulier  des  tan- 
gentes ,  je  n'ai  jamais  mis  en  doute  la  légitimité  des  résultats 
ni  les  moyens  employés  pour  les  obtenir ,  mais  ce  genre  de 
raisonnements  est-il  d'une  application  générale?  J'avoue  que 
je  n'en  ai  nulle  conviction ,  je  m'explique. 

Soient  I.,  I.,  1,,...  Im»  m  fonctions  définies  chacune  par 
l'équation  Ip  =;  dpjr-^epX-^-fp  ;  d^^Cp  ^fp  sont  des  con- 
stantes données ,  et  soit  T  le  produit  de  toutes  ces  fonctions. 
Chacune  de  ces  fonctions  égalée  à  zéro  représente  une  droite, 

le  système  de  ces  droites  donne  --^-- — -  points  d'intersec- 
tion. Écrivons  l'équation 

T  T  T 

^.j^+^.-ï-+-û«  J-  =0;  (1) 

^t9  ^%i  ^1 V*  ^'m  ^ot  m  constantes  arbitraires  ;  cette  équa- 
tion rqirésente  une  ligne  du  degré  m— 1  et  passant  par 

les  — —T — -  points  d'intersection.  ,11  est  facile  de  con- 
struire ta  tangente  à  ta  courbe  à  un  de  ces  points  d'intersec- 
tion ;  p  étant  le  coefficient  angotaire  de  la  tangente  qui 
passe  par  l'intersection  de  I.  et  de  I.,  on  a  : 

;>(a,rf.-|-/i,rf,)-|-fl,e.-)-a,c.  =  0 , 

ce  que  l'on  obtient  en  prenant  la  dérivée  de  l'équation  (i)  ; 
on  peut  conclure  d'autres  propriétés  communes  à  toutes  ces  ^ 
courbes,  et  analogues  à  celle  que  M.  Cayley  vient  d'indiquer 
au  moyen  de  ta  même  méthode ,  pour  les  lignes  du  troisième 
ordre  (Journal  de  Liou ville,  août  1844,  p.  285)  ;  mais  toute 
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ligne  da  degré  m— I ,  peat^lic  être  mise  sons  la  forme  (t) 
à  l'aide  dee  m  constantes  arbitraires  ?  Cest  là  ee  qa'il  bndrait 
démontrer,  noos  reviendrons  là-dessns  à  une  aolre  oeca- 
sîoD.  Tna. 


COMPOSITION  DE  MATHEMATIQUE, 
Préposée  aux  candidaii  d  l'École  normale  (1844). 


1*  Exposer  les  régies  qoi  servent  à  déterminer  les  Unules 
sapérienres  des  radnes  positives  d'une  équation  nu 

Lorsque  Ton  donne  à  l'inconnoe  x  des  valeurs  i 
d'nne  manière  continue ,  à  partir  des  diverses  limites  qne 
ces  régies  assignent ,  le  premier  membre  prend-il  des  va- 
leurs continuellement  croissantes? 

â»  AT  et  AS  sont  deux  droites  qui  touchent  une  section 
conique  quelconque  POQ  aux  points  B  et  G  ;  on  méoe  une 
troisième  tangente  quelconque  DE ,  et  par  les  points  D  eC  £ 
où  eUe  rencontre  les  deux  premières,  on  trace  des  parallèles 
à  ces  mêmes  tangentes.  On  propose  :  f"  de  déterminer  le  lien 
géométrique  des  points  d'intersection  M  ^  de  ces  parallèles; 
a^  de  reconnaître  que  l'angle  EFD ,  sous  lequel  on  roit  de 
l'un  des  foyers  F  de  la  section  conique  POQ ,  la  tangente 
mobile  ED ,  conserve  une  valeur  constante  dans  tontes  les 
positions  de  cette  tangente  ;  3»  on  examinera  le  cas  particu- 
lier où  la  section  conique  POQ  est  une  parabole ,  et  on  fera 
voir  que  dans  ce  cas,  les  segments  interceptés  sur  les  porticms 
AB,  AG,  des  tangentes  fixes  par  la  tangente  mobile  ED, 
sont  réciproquement  proportionnels. 
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THÉORÈMES 

DE  DESCARTES,  DE  ROLLE,  DE  BUDAN  ET  FOURIER, 
DE  MM.  STURM  ET  GAUGHT, 

déduiti  4^un  êeul  principe. 

(Fin,  TOirptgeSSS.) 


26.  M.  Gaoss  est  le  premier  goiait  démontré  qu'on  peat  de 
l'origine  comme  centre  décrire  un  cercle  de  rayon  fini  snr 
leqael  on  a  E=â/i  ;  n  étant  le  degré  de  réqQation/(z)=:0; 
par  conséquent,  il  existe  toujours  dans  l'intérieur  de  ce  cercle 
A  pointB-radnes ,  en  d'autres  termes  l'équation /(a )=0  a 
toujours  n  racines/ La  démonstration  de  M.  Gauss  suppose 
que  les  coeflScients  sont  réels  ]  mais  elle  subsiste  encore,  lors- 
quMls  ont  la  forme  imaginaire  ;  alors  sans  rien  changer  aux 
raisonnements,  il  faut  subslituer  aux  coefiBcients  leurs  mo- 
dules; c'est  ce  qu'ont  fait  MM.  Slnrm  et  Liouville;  sauf 
cette  légère  modification,  la  démonstration  de  ces  avants 
est  complètement  identique  à  celle  de  l'illustre  analyste  :  s*iis 
ne  l'ont  pas  cité,  c'est  que,  comme  nous  l'avons  dit ,  la  dis- 
sertation latine  est  devenue  extrêmement  rare,  même  en 
Allemagne.  Nous  allons  rapporter  cette  démonstration  modi- 
fiée et  précédée  de  quelques  éclaircissements. 

27.  Proelémb.  Soit  la  suite 
P=:r-COSf4-A.r--'c08f.  +  A,r--*C0Sf.+....+A.,C06f^; 
/n  et  n  nombres  entiers  positifs;  A.» A,....Am  8on(  des  nombres 
essentidlement  positifs  ;  r>l;co8>>-ou  =  -,  quelle 


Arm.  Bt  MatbAmat.  HI. 
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Taleur  faut -il  donner  à  r,  pour  que  le  premier  terme 
détienne  plus  grand  que  la  somme  de  tous  les  termes  soi- 
rants? 
SoluUan.  On  veut  avoir 

r*COS(j^>A,r— "C0Sy.+  .-.A«C08f*,; 

eos  r<  9  C08  7,  etc. ,  étant  des  fractions»  et  r>1,  on  satisfera 
âfarHori  à  cette  inégalité,  si  Ton  pose  -. 

r-cosç>r*-(A,+  A.+  ....Aii.),  . 
on  rcos  ç>  A,  +  A,  -f-  ••••  A«. 
SoitA.  +  A.-{-*-'A»=K;  on  aura  donc  r> ,  ou 

bien  r  >  K  V%  ^  si  K  >  -^,  alors  cette  in^alité  entraîne 

eelle-ci  r>  1  ^  si  K  <  -—  ,  alors  de  Tinégalité  r  >  1  on 

dédoit  r>  K\/2  ;  ainsi  il  snflli  de  faire  rphis grand  ^ 

l'un  des  deux  nombres  1  et  K  \/2. 

Corollaire  i .  Ainsi ,  on  peut  toujours  donner  à  r  ane  telle 
valeur,  que  le  signe  de  P  soit  le  même  que  celui  do  premier 
terme. 

Corollaire  2.  On  parvient  aux  mêmes  conclusions  en  rem- 
plaçant partout  les  cosinus  par  des  sinus. 

38.  Problêhcr*  Quel»  sont  les  arcs  qui  satisfont  aux  inéga- 
lités cos' f  >  ^  et  sin»i? 

Solution.  Les  arcs  compris  entre 

satisfont  à  l'inégalité  cos%  >  - . 
Et  les  arci  compris  entre 


K        3ir     Sic        7k 

4  ''  T'  V  ''  T' 


Digitized  by  LjOOQ  IC 


—  579  ^ 

satisfont  à  rinégalitésin*  <!>>-,  et  Toiipeal  augmenter  cha- 
can  de  ces  arcs  de  n  ;  car 

cos"  (^+iî)  =  cos*  a  ;  sin*  (tf +«)  =  «in*  a. 
!29.  Étant  donnée  l'éqnatîon 

décrire  s'il  est  possible,  de  l'origine  comme  centre,  mi  oerde 
qui  renferme  tons  les  poinU^aeinei? 
Solution.  On  peut  toajonrs  supposer  le  coefficient 

A,^=  pp  (cosa^  +  sin  «p  k^X 
p  étant  essentiellement  positif;  si  A^  est réd alors  o^at 0; 
faisons 

^  =  x+y]/~i  =r(co8f  +  sînç  V^— i)  j 

substituant  dans  l'équation  fz=iO,  et  égalant  à  part  las  ex* 
prasdooa  réelles  et  les  imaginaires,  on  a  : 

P-/('2C,^)='^C08/if+p.r"^COS[(i»—t)  ?+«.]  + 

+p.;^cos[(/i— 2)<p+«.]+etc., 

Q=F(x,^)=/^sin«f+p,/^*sin[(»-.l)?+«.]+ 

+p'r"-«cos[(ii-a)f+a']+etc., 
faisant 

p,-+-p.+p*....+p««K. 

Le  cercle  décrit  d'un  rayon  plus  grand  que  l'un  des  deux 
ncwdnres  1  et  K  |/i  satisfait  au  problème.  En  effet ,  mar- 
quons sur  la  circonférence  les  In  points  M,,  M,,  M,.... 
MSi^—l  pour  lesquels  ou  a  suocessivement  : 

Tous  ces  points  sont   différents,    et  Ton   a  toujours 
8în"nf  =  cos'nf=-î  par  conséquent  (Probl.  28)|,  en  ces 
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pointa  P  cl  Q  ont  même  signe  qne  leurs  premiers  fermes  j 

p 
donc  Tj  a  même  signe  que  cot  /tf  ;  en  M, ,  ce  signe  est  -|-  ;  m 

M,  ce  signe  est  —  1  ;  en  M^,  il  est  + 1,  et  aihsi  de  suite; 

et  en  Mu^^  i  il  sera  +.  Lorsque  sin'f  <  -,  alors  ces'?  >  5; 

Se  2 

donc  9  une  au  moins  des  fonctions  est  toujours  de  roéoM 
signe  que  son  premier  terme  ;  or,  de  M.  à  M, ,  de  M,  à  M,, 
de  M,  à  M„ ,  etc.,  Q  est  de  même  signe  que  son  premier 
terme   et  ne  peut  devenir   nul ,    et ,    par  eonséqaeot , 

P 

^  ne  peut  devenir  infini  que  dans  les  intervalles  de  M,  à  Bf« , 

p 
de  M,  à  M,,  de  M»»  .  1  à  M.  ;  ainsi  -^  devient  2a  fois  infini  en 

passant  de  —  en-f  ;  c'est-à-dire  l'excès  est  égal  à  2n  ;  ainsi , 
comme  dans  le  théorème  de  M.  Cauchy^  il  j  a  donc  n  points- 
racines  dans  rintérienr  de  la  circonférence  ;  en  d'autres 
termes  réquationyi[z}  «  0  a  toujours  n  racines;  oe  qu'il  fal- 
lait démontrer.  Tm. 


DÉMONSTRATION  ÉLËM EOTAIRE  D'UN  THÉORÈME  DE  NEWTON. 
Sur  un  rapport  entre  de$  quantiU$  différenUellei.  (V.  p.  506.) 


Théorime.  Si  Ton  prend  un  point  E  sur  le  côté  BC  «Puu 
triangle  rectiligne  ABC,  et  qu'on  mène  par  ce  point  la  trans- 
versale EFG ,  infiniment  rapproché  de  EC  et  coupant  AB  en 

F  et  AC  en  G,  on  a  l'équation  gg^^^^B 
^  OG     EC.  AC 

Démonstration.  La  propriété  connue  de  la  transyeiaalt 
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BF      EB  AF 
donne  ^rr  =  57;  ttt  ;  or  BF  et  CG  étant  infiniment  petits , 

lAr        LAa    Atr 
AG       AB    ^  ^ 

ona—  =  —  ,  donc, etc. 

Corollaire.  Lorsque  le  point  E  s'éloigne  à  Tinfini ,  on  1^ 

BP       AR 
EB  =  ECett:;T^=  —  ;  proposition  vraie  lors  même  qne 

BF  et  CG  sont  des  quantités  finies. 

Observation.  On  démontre  en  géométrie  que  la  parallèle  à 
un  c6té  d'un  triangle  coupe  les  deux  antres  côtés  proportion- 
nellement ;  quelque  rapprochée  que  soit  cette  parallèle  du 
sommet ,  les  deux  segments  infiniment  petits,  partant  de  ce 
sommet ,  ont  toujours  pour  rapport  fini  celui  des  côtés  ;  il  en 
est  de  même  lorsque  la  parallèle  s'éloigne  à  Tinfini  du  som- 
met. C'est  ici  l'occasion  de  donner  aux  élèves  une  première 
notion  de  la  théorie  diflérentielle  qui  ne  consiste  qu'à  trouver 
les  rapports  finis  entre  des  quantités  infiniment  petites  ou 
infiniment  grandes.  Il  7  a  près  d'un  siècle  qu'un  géomètre 
français  bien  connu  faisait  voir  combien  il  serait  important 
d'introduire  le  calcul  différentiel ,  d'une  facilité  si  vulgaire , 
dans  l'enseignement  élémentaire  ;  mais  comme  cette  intro- 
duction faciliterait  et  abrégerait  beaucoup  la  science,  l'aR- 
pauvrirait  de  phrases  et  l'enrichirait  de  faits ,  il  est  à  croire 
que  la  proposition  de  ce  géomètre,  récemment  renouvelée 
par  feu  M.  deCoriolis,  restera  encore  longtemps  parmi  les 
Tpia  desideria.  Pourquoi?  Cest  ce  que  je  me  garderai  bien  de 
dire.  Le  géomètre  bien  connu  avait  nom  Jean  Lerond  d'A- 
lembertJ 

On  devrait  aussi  ajouter  quelques  notions  de  Dynamique 
aux  théories  de  la  statique.  Euler  a  déjà  remarqué  que  ren- 
seignement isolé  de  cette  science  propage  une  foule  d'erreurs. 
L'mtroduction  de  la  doctrine  si  séduisante  des  couples  a  encore 
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augmenté  cette  source  d'idées  fausses  chez  les  élèyes  qui 
n'entrent  pas  à  l'École  polytechnique.  Dans  le  mois  produmi 
nous  donnerons  quelques  considérations  nullenient  neaves 
et  pourtant  utfles  sur  les  unités  en  mécanique.        Tm. 


NOTE 

SUR  LÀ  RECHERCHE  ÉLÉMENTAIRE  DU  NOMBRE  tt. 


9Am   M.    AWLMJOm  WMMOY, 

aneton  élève  de  l'École  polytedmiqoe. 


l.  Les  aélhodes  élémaitaires  pour  le  calcul  du  Miahre  x 
sont  au  nombre  de  quatrex4anxJBrectes  et  dfmx  indiraclea  » 
deux  XondAes  sur  la  brmuleC  =  aiiB,  ne  Cûsant  dépendre 
.tf  que  de  la  notion  des  longueiurs  ;  deux  fondées  sur  la  foi^ 
mule.S^=  «&%  faisant  dépendre  it  de  la  notâon  des  suriacea  ^ 
cequi  «stmoins  conforme  à  sa  définition  habitndle. 

La  première  (méthode  directe  fondée  sur  la  Cormirie 
G = 2nSi),  dont  Archiméde  est  le  premier  «uteur,  consiste  à 
chercher  la  longueur  d'une  circonférence  d'un  diamètre 
connu ,  spécidement  4'un  diamétve  1  «  comme  limite  oom- 
mwiie  des  périmètres  réguliers  inscrits  et  circonscrits,  dont 
on  double  continuellement  le  nombre  des  côtés. 

La  seconde  (méthode  directe  fondée  mr  la  fcmmle 
S  3s  nR*\  introduite  par  Jacques  Gregory,  géomètre  anglais, 
consiste  à  chercher  la  surface  d'un  cercle  de  rajon  connu» 
spécialement  de  rayon  i  ,  comme  limite  commune  des  poly- 
gones réguliers  inscrits  et  circonscrits,  dont  on  double  conti- 
nuellement le  nombre  des  côtés. 

La  troisième  (méthode  indirecte  fondée  sur  la  formule 
C  =  2irR),  dont  Schwab  est  le  prcmior  auteur,  consiste  à 
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chercher  le  rayon  d'une  ciroonférence  de  longnear  connue , 
comme  limite  commune  des  rayons  et  des  apothèmes ,  d'un 
périmètre  régulier  de  Ion|ueiir  constante»  dont  on  double 
continuellement  le  nombre  des  côtés. 

La  quatrième  (méthode  indirecte  fondée  sur  la  formule 
S=9rR*),  et  dont  je  ne  trouve  de  trace  que  dans  Legendre 
(liy.  IV,  prop.  XYI),  consiste  à  chercher  le  rayon  d'un  cercle 
de  surface  connue ,  comme  limite  commune  des  rayons  et 
des  apothèmes  d'un  polygone  régulier  de  surface  constante, 
dont  on  double  continuellement  le  nombre  des  côtés. 

Sans  exposer  ici  ces  méthodes^  et  sans  discuter  leur  supé- 
riorité relative ,  ce  qui  serait  assez  épineux ,  iru  les  exigences 
contraires  du  point  de  vue  géométrique  et  de  la  pratique  du 
calcul,  nous  renverrons ,  pour  la  première,  aux  Éléments  de 
géométrie  de  M.  Uonnet ,  où  elle  nous  a  paru  d'une  exposi- 
tion plus'élégante  et  plus  heureuse  que  partout  ailleurs  \ 
pour  la  seconde  et  la  quatrième ,  à  la  Géom^lrie de  Legendre; 
pour  la  troisième ,  à  celle  de  M.  Vincent. 

II.  M.  Vincent  tire  de  la  méthode  de  Schwab  cet  élégant 
théorème:  a  Une  mile  de  nombres  commençant  par  O^i  ,  ei 
dont  le$mmmii  eont  aUemoHvemeni  ^  é  partir  iiê  troieiême 
àicbMÎMnenl,  mofone  digéreniids  ei  moyens  proporiUmneb 
enêre  les  dmxquA  lesprécédeni  immédiatemeni,  con»erffevers 

ta  valeur  de- ii>ei  le  but  de  cette  note  est  de  montrer  que  ce 

théorème  résuHeégalement  dw  deux  premières  méthodes  D 
1*  M.  lioonet  désignant  parp  et  P  deux  périmètres  régu- 
liers semblables  inscrits  et  circonscrits,  par/  et  F  ceux 
d'un  nombre   double  de  côtés,   parvient  aux  formules 

P'=— ^i  /=V/P>.  Mais  si  au  calcul  des  périmèlres 


C)  L'énoncé  de  ce  théorème  appartient  aussi  à  Scliwab.  tm. 
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saocessîfs  oo  sabstitoe  celai  des  nombres  réciproques ,  un 
t   ,  1  

trouve  :  _=-^;  -;  =  X/  p    -  Cest-à-direqnece» 

nombres  se  succèdent  alternativement,  moyens  diOërentids 
et  moyens  proportionnels  entre  les  deux  qui  précèdent.  — 
Prenant  alors  pour  premier  polygone  le  quarré  circonscrit  de 

c6té-,ona  :P=s2,/>=V/27ct  pour  la  série  des  aom- 

bres  réciproques  -.  -,  — r,  — r-^—  ,  ctc ou  bien,  prô- 
nant pour  premiers  termes  0  et  1 ,  ce  qui  ne  change  nen 
à  la  loi,  puisque  -  est  moyenne  difiërentielle  entre  0  et  I, 

et  — =  moyenne  proportionnelle  entre  l 'et  -  : 
^1      1       \/2+l      . 

d'où  le.tbéorème  de  M.  Vincent. 

2^  Legeodre  désignant  par  A  et  B  ia  surftM»  de  deaz  po- 
lygones réguliers  semblables  taserit  et  dreooicrit ,  par  A'  et 
V  celles  des  polygones  d'un  nombre  double  de  r6tés,  par- 

vient  aux  formules  A'  =i=  V^A.B  j  B'=  ,.  Maia  si  aa 

A  "7"  A 

calcul  dos  surfaces,  on  sobslitM  celui  des.  nombres  rëdpro^ 

_  Ul 

1      \  /t    i       ,1       B  ^  A'    ,    . 
qacs,  on  trouve  :  ~  =Y/ -g    et    -,  = — ^ — ,tfest- 

à-dire  que  ces  nombres  se  succèdent  alternativement,  moyens 
proportionnels  et  moyens  différentiels ,  entre  les  deux  qui 
précèdent.  Prenant  alors  pour  premier  polygone  le  quarré 
inscrij^de  c61é  i .  on  a  :  A  =  1 ,  B  =  2 ,  et  pour  la  série  des 
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nombres  réciproques  :  1, -,  ,  — r^i    etc....    ou 

bien ,  prenant  ponr  premier  terme  a,  ce  qui  ne  change 
point  la  loi ,  puisque  -  est  moyenne  différentielle  entre  0  et  1  : 

d'où  le  théorème  de  M.  Vincent. 

Quant  à  la  quatrième  méthode ,  en  désignant  par  R  et  r  le 
rayon  et  l'apothème  d'un  polygone  régulier,  par  R'  et  i^  ceux 
du  polygone  régulier  de  même  surface ,  mais  d'un  nombre 
double  de  c6(és,  on  a,  suivant  Legendre,  les  formules  : 

R'=:\/r:7,    /^«\/r5^qui,cnpartantdeR==l 
et  r  =  -— :  rayon  et  apothème  du  quarré  de  surface  égale 


^\A' 


à  2,  permet  d'approdier  indéfiniment  de  \  /  - ,  d'où  l'on 

peut  tirer  un  théorème  analogue  à  celui  de  M.  Yincent,  mais 
fondée  sur  une  série  dont  la  marche  est  moins  régulière  et 
le  point  de  départ  moins  caractérisé ,  par  l'impossibilité  d'y 
introduire  le  terme  zéro. 

2AB 
NoU.  On  déduit  de  £'=.   ,     .  cette  autre    formule 

A-f- A 

âBA' 
B'r=  ,  que  Saurin  a  démontré  directement  (MémÀrt$ 

Jj-j- A 

àt  Pjécadémie,  1723 ,  p.  10);  elle  donne  cet  énoncé  élégant 
et  mnémonique  :  A'  est  une  moyenne  géométrique  entre  B 
et  A,  et  B'  une  moyenne  harmonique  entre  B  et  A'  ;  il  serait 
intéressant,  mais  très-difficile,  de  trouver  la  limite  de  la  série 
^.Schwab,  par  un  moyen  direct ,  puiement  analytique. 

Tm. 
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NOTE  SUR  LE  RAPPORT  D'ARGHIMÈDE. 


1.  Noos  croyons  qu'il  y  a  quelque  utiKté  h  faire  Goonatlre 
aux  élèves  studieux  la  manière  dont  l'illustre  Syracusain  est 
parvenu  k  ce  rapport.  Nous  faisons  usage  des  notations  mo- 
dernes en  conservant  la  naélhode  d' Archimède  $  car,  en  toale 
diose,  ridée  est  le  point  imp(Nrtant|  le  signe  est  un  accessoire 
d'une  importance  secondaire.  Mais  nulle  part  Tadoratioii 
des  signes ,  la  9eméiolairie  n'est  portée  si  Idn  que  dans  la 
science  mathématique.  Tel  géomètre  admettra  votre  dé- 
monstration si  vous  désignez  une  certaine  idée  par  les  sept 
lettres  rapp&rt,  et  il  la  repoussera  si  vous  vous  avisez  de 
représenter  la  même  idée  par  les  daq  lettres  sinus.  Si  les 
Endide],  les  Archimède^les  Apollonias  revenaiCBl,  ils  ri- 
raient de  nos  superstitions,  adopteraient  nos  systèmes  de 
notation ,  se  mettraient  au  courant  de  nos^  progrès  et  se 
placeraient  encore  au  premier  rang. 

2.  Sept  ouvrages  d'Archimède  sont  restés.  Le  second  porte 
pour  suscription  KiSxXou  (jixpi^aur,  Mesure  du  cercle.  Il  ne  con- 
tient qu'un  livre  et  trois  théorèmes. 

L'aire  d'un  cerde  quelconque  est  équivalent  k  l'aire  d'un 
triangle  rectangle  dont  un  des  cAtés  de  l'angle  droit  est  égal 
au  rayon  du  cerde  et  dont  l'autre  côté  de  l'angle  droit  est 
égal  k  la  circonférence  du  cercle. 

DÉMONSTRàTioN.  Voife  du  cercle  n'est  pas  plus  grmie  que 
celle  du  iriangle  rectangle. 
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Si  Taire  du  cercle  était  plus  grande,  soit  D*  la  différeoce 
entre  les  deux  aires.  Inscrivons  dans  le  cerde  nu  polygone 
régolier  tel  que  la  différence  entre  son  aire  et  celle  du  cercle 
soit  moindre  que  D';  ce  qui  est  toujours  possible.  L'aire  du 
polygone  est  donc  supérieure  à  Taire  du  triangle,  c'est-à-dire, 
le  périmètre  du  polygone,  multiplié  par  son  demi- apothème, 
serait  plus  grand  que  la  circonférence  multipliée  par  la  moi- 
tié du  rayon ,  ce  qui  est  Impossible;  donc  Yaire  du  cercle  ne 
saurait  être  plus  grande  que  celle  du  triangle  rectangle. 

Si  Taire  du  cercle  était  moindre,  soit  D' la  ditEârence;  cir- 
conscrivons un  polygone  régulier  tel  que  la  différence  entre 
aoD  aire  et  cdie  du  cerde  soit  moindre  que  D*  ;  ce  qui  est 
lODJoiiM  possible  ;  Taire  du  polygone  est  donc  plus  petite  que 
celle  du  triangle  I  c'est-JÙdire,  que  le  périmètre  da  polygone, 
circonscrit ,  multiplié  par  la  moitié  du  rayon ,  est  plus  petit 
que  la  dreonférence  par  la  moitié  du  rayon;  ce  qui  est  im* 
possible,  donc  ces  deux  bypothéiesétant  exclues,  le  théorème 
est  démontré. 

ObtenMiim.  Euclide  démontre  (lib.  X,  Prop.  i)  que  si , 
d'une  quantité,  on  retranche  plus  que  la  moitié  et  ensuite 
on  retranche  encore  du  reste  plus  que  la  moitié  de  ce  reste, 
et  ahMi  de  suite,  on  peut  parvenir  k  un  reste  plus  petit  qu'une 
quantité  donnée  ;  on  établit  aussi  facilement  cette  seconde  pro- 
position qu'on  ne  rencontre  ni  dans  Euclide ,  ni  dans  Archi- 
mède  :  La  différence  entre  Taire  du  cercle  et  celle  d'un  poIy-> 
gone  régulier  inscrit  est  plus  grande  que  le  double  de  la 
différence  entre  Taire  du  cercle  et  celle  d'un  polygone  ré- 
gulier inscrit  d'un  nombre  double  de  côtés.  Au  moyen  de  ces 
denx  propositions,  il  devieni  évident  qu'on  peut  inscrire 
dans  un  cercle  un  polygone  régulier  dont  Taire  diffère  de 
celle  du  cercle ,  d'une  quantité  moindre  qu'une  quantité 
donnée.  Archimède  énonce  cette  proposition  comme  généra- 
lement connue.  / 
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TfltoRftMB  II. 

L'aire  du  cercle  est  au  carré  da  diamètre  comme  ii  est 
à  14. 

Démonitration.  C'est  une  conséquence  du  théorème  firécé^ 
dent  et  du  suivant. 

Observation.  Il  semble  que  ce  théorème  devrait  être  placé 
après  le  suivant,  et,  contre  son  habitude,  Arcbimède 
énonce  comme  un  rapport  absolu,  une  simple  approxi- 
mation. 

Thëorième  III. 

Une  circonférence  de  cercle  est  égale  à  trois  fois  Mm  dia- 
mètre, plus  une  partie  moindre  qu'un  septième  du  dia- 
mètre, et  plus  grande  que  dix  soixante  et  onzièmes  du  dia- 
mètre. 

DémansinUian.  1'*  Partie.  La  circonféreDce  est  plus 
petite  que  trois  fois  le  diamètre  pins  un  septième  da  dia- 
mètre. 

Soit  le  triangle  EGF  rectangle  en  G ,  et  ayant  l'angle  F£G 

égal  au  ~-  de  quatre  angles  droits;  menons  1*  la  droite  £G 

bissectrice  de  l'angle  F£C  ;  â«  la  droite  EH  bissectrice  de 
Taille  GEC;  3<»  la  droite  EK,  bissectrice  de  l'angle  HEC^ 
4«  la  droite  EL,  bissectrice  de  l'angle  KEC;  de  sorte  que 
Tangle 

faisons  FE  =s  306  ;  alors  FG  =  1 53. 

1^=:  93636  ;  FG*s=  23409  ;  donc  Ë?=  70227 ,  EC  >  265} 

FB  >  iro  ;  •*  bissectrice  GE  donne  : 
Lr  1 53 

FE-j-EC_EC      571 
FC      "GC-^ISS' 
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delà,  ondédait  -. 

ÊcV  GC'  _  ÊG^      326041     EG       59U 
G?  GC*       23409  '  GC  -^  153  ' 

On  connaît  donc  les  trois  côtés  du  triangle  rectangle  GCE  ; 
et  GH  étant  une  bissectrice  de  Tangle  GEK,  on  en  déduit,  en 
sniTant  la  même  marche  que  ci-4essas  : 

EC       1162;-    HE       1172  i 
CH-^    153    '  HC-^    153 
et  passant  anx  deux  antres  bissectrices  : 

EC       2334  f    KE       2339^    EC        4673  j^ 
KC^    153    '  KC"^    153  '  LC^^     153    " 
Si  du  pmnt  E  comme  centre  et  do  rayon  ÊG ,  on  décrit 
nne  circonférence,  2EGestle  diamètre  de  cette  circonférence 
et  2LC  est  le  côté  d'un  polygone  régulier  de  96  côtés  circon- 
scrit à  ce  cercle. 

96.2LC       96.153  _  14688  _  29376  _  ^  ,   i     9345 
^      2EC    ^  4673-:  ""4673^*^  9347  "^    "^7  '9347' 
donc ,  à  fortiori  ,   la  circonférence  diyisée  par  le  diamètre 

est  moindre  que  3  -  . 

7 

2*  Partie.  La  circonférence  est  plus  grande  que  trois  fois 
le  diamètre  plus  -~  du  diamètre. 

Soit  AG  le  diamètre  d'une  demi-circonférence ,  et  GBA  un 

4^ 
triangle  inscrit ,  ayant  Tangle  BAC  s  II ,  menez  les  quatre 

cordes  bissectrices  successives  AG ,  AH ,  AK ,  AL  ;  AG  bis- 
sectrice de  BAC  ;  AH  bissectrice  de  GAG  ;  AK  bissectrice  de 
HAG  ;  enBn  AL  bissectrice  de  KAC. 
Prenons  AG=:  1560  ;  alors  BG  =  780  et  AB  =  1351 

r     *.        j       AB  ^  1351 
moins  une  fraction  ;  donc  -^t^  <  — --  . 
Jdv*         780 

Soit  F  le  point  où  la  bissectrice  AG  coupe  la  corde  BC  -, 
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AC+AB      AC         ,   ,     ,  .      , 

on  aura  — ^ —  =ôô  •  Q^i^  ''^  ^^^^  triangles  rectangles 

CGF  et  GGA  sont  écpiiaDgles  ;  donc 

^^      ^^  A^   AG_AC-j-AB     2911  Âg  ^84  73921 

ÂG'  4-  GC*      Âg       90aa32f     AC      30I3| 
GC*        ""gC*  780"     'GC<  780   ' 

en  opérant  de  la  même  manière  sur  les  quatre  triangles 
AGC,  AHG,  AKG,  ALC,  on  IrooTe  saccessiTeinenl  : 
AC      1838^  AC      1009i  AC      2017i  CL         66 

CH"^  240  'CK*^  66  'CL*^  66  '  "^^AC-^aon^' 
or^  la  corda  LC  est  le  c6té  da  polygone  régulier  inscrit  de  96 
côtés  ;  et 

96.  CL       63  36  ^  25844  _     1137 
AC    ^  2017^  ""  8069  "     8071  ' 

8071  80710  70 -f  IHy -^  71  ' 

donc  le  périmètre  du  poJiygone  de  96  c6lés  divisé  par  le  dia- 
mètre ,  et  à  fortiori  la  circonférence  divisée  par  le  diamètre, 

donne  un  rapport  plus  grand  que  3~.  G.  Q.  F.  D. 

Obiervation  ï^.  Archimède  se  contente  de  donner  les  ré- 
sultats ,  mais  n'effectue  pas  les  calculs;  ce  qui  est  à  r^ret- 
(er.  Dans  les  extractions  des  racines,  il  prend  pour  q»proxH 
mation  le  reste  divisé  par  le  double  de  la  racine,  comme  ont 
fait  aussi  les  Arabes.  On  sait  que  les  apfNroximations  déci- 
males ne  datent  que  du  17*  siècle.  Il  est  certain  qoe  ce  genre 
d'approximation  n'aurait  pas  échappé  au  génie  de  fanienr 
de  VArénaire  {F.  t.  I,  515),  si  les  anciens  avaient  en  la 
moindre  notion  de  notre  procédé  graphique  de  numération. 
11  serait  instructif  de  savoir  ce  qui  a  déterminé  Archimède 
à  adopter  pour  nombre  arbitraire  dans  la  première  partie 
306=:2.3M7  ;  etdans  la  seconde  partie ,  1560=  2^.3.5.13  -  ~ 
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il  y  a  été  protNiUemeiit  condait  par  qodqaes  ingénieiues 
oonaidératkMis  d'ariOmiéliqQe. 

ObierwUian  2.  Archimède  a  donc  ramené  la  recherche  da 
rapport  de  la  circonférence  an  diamètre  à  ce  problème  :  Con- 
naissant numériquement  deux  côtés  d'un  triangle  rectangle, 
calculer  les  longueurs  de  la  bissectrice  d'un  angle  aigu  et 
des  deux  segmenta  formés  sur  le  côté  opposé  à  cet  angle; 
il  applique  snccessiTement  cette  solution  aux  polygones  ré- 
guliers circonscrits  et  inscrits  de  19,  24,  48,  96  côtés.  De 
nos  jours  »  la  théorie  des  polygones  réguliers  est  un  cas  par- 
ticulier de  la  théorie  trigonométrique  et  forme  double  em- 
ploi dans  les  éléments  de  géométrie  ^  ce  qui  n*a  rien  de  sur- 
prenant. Toute  la  science  ne  renferme  peut-ôtre  qu'une 
dizaine  de  propositions,  mais  que  les  auteurs  ont  le  talent  de 
présenter  chacune  Tingt  fois  sons  Tingt  énoncés  différents , 
ce  qui  donne  plus  d'ampleur  à  la  science  et  aux  liyres. 

OhservaHon  3.  Selon  Archimède,  ic  est  compris  entre 

«*<>   .«^^ 
71         70 

Or,  3  ^  =  3, 14084  i  3  ^  =  3,14285  ;  comparant  à  la 

première  tranche  du  rapport  de  Ludolph  3,14159,  on  voit  que 
la  grande  limite  d'Archimôde  est  moins  approchée  de  ic  que 
la  petite  limite.  Ainsi ,  pour  un  diamètre  de  497  mètres ,  la 
circonférence  est  comprise  entre  1561  et  1562  mètres  ;  en 
prenant  1561,  l'erreur  n'est  pas  d'un  demi-mètre  $  aussi  le 
rapport  d' Archimède  suffit  dans  les  travaux  industriels ,  et 
serait  une  source  d'erreurs  dans  led  calculs  géodésiqnes  et 
astronomiques. 

Obtervation  4.  Eudoce,  dans  son  commentaire  sur  ce  livre 
d'ArcMmède,  dit  qu'Apollonius  a  trouvé  on  rapport  plus  ap- 
proché que  celui  d* Archimède  (voy.  page  474),  et  ée  même 
aussi  Claude  Ptolomée;  mais,  observe  Eudoce»  celan'ôfc 
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rien  au  mérite  d'Archimède ,  car  il  est  le  premier  qui  ait  in- 
diqué un  rapport ,  et  ce  qu'il  y  a  d'admiraUe ,  le  rapport  le 
plus  simple  et  nécessaire  aax  besoins  de  la  vie,  irpà<  xè^  wj 

Le  rapport  d'Appoionius  ne  nous  est  pas  parvenu. 

Celui  de  Ptolèmée  est  3,1416666  ;  trop  fort  à  partir  de  la 
quatrième  décimale.  Dans  sa  table  des  cordes  {AlmageMte , 
lîT.  IIX  il  donne  pour  corde  à  l'arc  de  30  minutes  O.St'.95^y 

I  /3t  25  \ 
c'est-à-dire —j-  f^  +  Tjj;)  du  diamètre;  réduisaot  et  mul- 
tipliant par  120,  on  trouve  le  rapport  indiqué,  car  Ptolémèe 
divise  le  diamètre  en  120  parties  égales;  chaque  partie  en 
60  primes,  chaque  prime  en  60  secondes,  etc.,  etc.  Yiète, 
dans  son  célèbre  mémoire  j^d  Angulare$  tectionei^  expose  le 
premier  une  suite  de  théorèmes  sur  les  cordes  des  arcs  multi- 
ples ,  d'où  Ton  peut  conclure  les  formules  connues  sur  les 
lignes  trigonométriqoes  des  arcs  multiples  ;  appliquant  ces 
tliéorèmes  aux  polygones  réguliers .  il  en  conclut  les  limites 
suivantes  :  3,1415926535  et  3,1415926537. 

{Opéra  Mnihemaiica^  p.  392,  édit.  Schooten,  1646.) 


SOLUTION  DU  PROBLEME  90. 

PA&  M.  BBMT&I  VAUBB, 

Biév«  en  spéciale. 


1*(fVgf.  59.)  Les  trois  points  GAD  sont  sur  une  droite 
perpendiculaire  à  la  bissectrice  de  l'angle  A.  Car  les  angles 
DAG,  FAG  étant  égaux,  et  de  plus  la  ligne  PAC  étant  droite, 
GAD  Test  aussi.  Si  l'on  joint  Ffi,  cette  ligne  est  perpendicu- 
laire à  GAD;  or  la  bissectrice  défaille  A  étant  parallèle 
à  FB,  est  aussi  perpendiculaire  à  G.\D. 
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2°  AL  est  perpendiculaire  à  G€  coniihe  AM  à  BD.  Les 
angles  BAL ,  GGB  étant  égaux ,  les  triangles  GOB ,  AOK 
ayant  d'ailleurs  les  angles  en  O  égaux,,  il  doit  en  être  de 
même  des  angles  OBG ,  et  ARO  ;  donc  ce  dernier  est  droit. 

Même  démonstration  ponr  prouver  que  AM  est  perpen- 
diculaire à  BD. 

3^  AO  8  AR.  Les  deux  triangles  GBD  ,  ARD  étant  sem- 
blables, on  a  la  proportion 

(1)  BG  :  AR  ::GD:  AD. 

Les  triangles  semblables  CGF ,  CAO  donnent  aussi 

(2)  FGouBG:  AO  ::  FC  :  AC, 

mais  au  moyen  des  triangles  semblables  GPA ,  AGD  on  ob- 
tient successivement 

AD  :  AG  ::  AC  :  AF, 


d'où 


ou 


AD  +  AG  :  AD  ::  AC+  AF  :  AC, 


GD:  AD::CF  :  AC. 


Comparant  cette  proportion  aux  précédentes  »  on  en  déduit 
régalilé  de  AO  et  AR. 

^'  ^  =  TT-^-  Joignons  OR.  Le  triangle  AOR  étant 

AL  Ati  .  Ulr 

isocèle ,  il  s'ensuit  que  OR  est  parallèle  à  GD;  donc  on  a  les 
proportions  : 

BD  ou  AM  :  RD  ::  AB  :  AO. 
GO:  GG  ou  AL  ::  ARou  AO  :  AC, 

multipliant  ces  proportions  membre  à  membre 

AM.GO  :RD.AL  ::  AB  :  AC, 
d'où  AM  .  GO  .  AC=^  AL  .  AB  .  DR, 

ce  qui  revient  à  l'égalité  ci-dessns. 

Aim.DB  M\THÉ«  m.  40 
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50  ^  =  f^'^.  JoiKnons  KN.  Si  r<m  inscrivait  k 

quadrilatère  AKIN  dans  une  circoDrérenoe  (ce  qui  est  pos- 
sible d'après  ce  qae  Tod  a  Taplus  haut) ,  Tangle  KNI  serait 
égal  à  l'angle  RAI  comme  ayant  même  mesure;  or  îi  est 
aussi  égal  à  BLA,  donc  le  quadrilatère  LKNM  est  inscrip- 
tible.  Traçant  la  circonférence,  les  deux  sécantes  AL ,  AM, 
issues  du  même  point  A ,  donnent  le  rapport 

AN        AL       AC  .  GO 
AK  **  AM  "^  AB  .  DR, 

d'ailleurs  on  peut  aussi  le  prouver  de  la  manière  suivante  .- 
au  moyen  des  triangles  semblables  AOK ,  GOB  on  a 

AK  :  GB  ::  AO  :  GO, 

et  de  même  par  les  triangles  semblables  ANR ,  DRG 
AC  :  AN  ::  DR  :  AR  =  AO; 

multipliant  ces  deux  proportions  membres  à  membres  ,  oo 
arrive  à  la  solution. 

6""  Les  droites  AIH ,  BD ,  G€  se  coupent  au  mâme  poiat. 
Si  je  prouve  que  les  six  segments  AO ,  BO ,  BS ,  SG ,  GR ,  RA 
jouissent  de  cefte  propriété  que  le  produit  O 

AO  .  BS  .  RG  =  BO  .  se  .  AR, 

lesUgnes  AS^  BR,  DC  se  touparont  au  même  point  d'après 
un  théorème  connu  des  transversales.  Or,  AOs=  AR;  donc 
il  faut  prouver  l'exactitude  de  l'égalité 

BO  .  SG  =  BS  .  RC, 
les  triangles  semblaUes  QOB ,  AOG  donnent 
GB  ouAB  :  AC  ::  BO  :  AO, 
de  même  les  triangles  ARB ,  RGD  donnent 

AB  :CD  =  AR:RC  =  AO:  RCj 

(')  La  lettre  S  manque  dana  la  Ogare. 
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roiiltipliaiit  ces  deax  proportions  lerme  à  terme  »  on  a 
ÂB*  :  A?  ::  BO  :  RC. 


or  on  a  anssi 


donc 


ab":  a?  ::  BS  :  CS. 


BO:RC::  BS  :  CS 
et  BO  •  CS=RC  .  BS. 

Si  l'on  oonstraisaît  les  carrésdans  le  sens  inverse  on  verrait 
que  la  même  propriété  a  encore  lien. 

Si  Ton  prolonge  AH ,  GF ,  ED ,  ces  (rois  droites  se  coupe- 
ront en  un  môme  point.  Car  soit  P  le  point  de  rencontre 
de  GF  avec  ED;  joignons  AP  -,  l'angle  PAF  =  GAH  d'après 
l'égalité  des  triangles  ABC ,  PAF.  De  plus  l'on  voit  que 
AP= BG  =  SH.  Si ,  au  lieu  de  carrés,  on  construisait  sur  les 
trois  côtés  du  triangle  ABC  des  rectangles  semblables,  les 
mêmes  propriétés  subsisteraient  encore. 


CONSTRUCTION  DU  RATON  DE  COURBURE  DE  L*ELLIPSE 

(  à  démontrer  ). 

VAa  M.    AVML  TRAirtOMT. 


On  sait  que  l'ellipse  est  engendrée  par  le  sommet  T  d'un 
triangle  TAB ,  lorsqu'on  fait  glisser  les  extrémités  de  la  base 
sur  deux  axes  fixes.  Ce  mode  de  description  est  souvent  em- 
l^yé  dans  la  construction  des  épures;  mais  alors  on  réduit 
le  triangle  à  sa  Ugne  de  base  AB ,  en  plaçant  le  sommet  T  en 
un  point  quelconque  de  cette  ligne. 

Dans  tous  les  cas ,  on  sait  que  si  on  élève  en  A  et  B  deux 
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lignes  perpeodicQlaires  respectÎTement  aox  axes  directrars  » 
ces  lignes  se  rencontrent  en  O  ;  la  ligne  10  est  à  chaque 
instant  la  nonnale  de  l'ellipse  pour  la  situation  actuelle  do 
point  décrivant. 

Dans  tons  les  cas  aussi,  on  pourra  construire  le  rayon  de 
courbure  à  l'aide  de  la  remarque  suivante  -.  AbaJasez  du 
centre  de  la  courbe  (point  de  (encontre  des  axes)  une  per- 
pendiculaire sur  la  normale.  Soit  G  le  pied  de  cette  perpen- 
diculaire. Le  rayon  de  courbure  est  une  iroisièaie  propor- 
tionnelle aux  lignes  TG  et  TO  ;  c'est-à-dire  qu*OD  a 

expression  très-facile  à  construire  C), 


QUESTION  D'EXAMENS. 

De  tous  leê  triangles  inscrits  dans  une  ellipse  et  dont  un  côté 
passe  par  un  foyer  ^  quel  est  le  triangle  maopimum  ? 


wAtL  m.  I 

ancien  éldve  de  l'École  polyleehniqae. 


(Fig.  79.)  Soient  V  F  le  foyer,  ^  GN  la  direction  que  doit 
prendre  le  côté  chercbé ,  il  est  dair  que  la  condition  de  maxi- 
muni  imposée  au  triangle  exige  que  la  tangente  à  l'dlipse  an 
point  M  soit  parallèle  à  la  ligne  GN. 

Soient  l«  oX  le  diamètre  parallèle  à  la  direction  GN  ;  2**  oT 


(*)  C'est  nne  belle  gènérallsaUon  da  théorème  de  M.  Dupin  (IM#glijqwi«ii 
de  Qiamiiiriê,  p.  Si) ,  TO  est  égal  au  demi-dlamétre  conjagué  à  oelal  qni  paaw 
par  T;  le  point  T  déorit  nne  portion  4e  droite,  lorsque  les  tnris  p^rints  A, 
B,  T  et  le  centre  sent  sur  un  même  eercle.  Le  lien  du  point  0  est  vne  cireon- 
férence.  Tm. 
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le  diamètre  conjugué  do  précâdent  ;  3»  et ,  «  les  angles  de  ces 
diamètres  avec  le  grand  axe  ;  r  oF  =  c  as  \/a*—  fc',  on 
aura  : 

a.y-l-  fc.V  =  a; V  pour  l'étpiation  de  l'ellipse  j 

VN  X  NM  sin  (a'— a)  poar  la  mesure  du  triangle  cherché. 

1^  Le  facteur  VN  sera  obtenu  en  remplaçant,  dans  Féqua- 

lion  de  l'ellipse ,  ^  par  la  valeur  -: — j^— r  qui  appartient  à 

oY  ;  on  a  donc  : 

^  _  a;b;^{a!^  a)  —  g,V/sîn  « 

6,*sïn*(a'—  a) 

Si,  dans  cette  expression ,  on  remplace  ab'sin{<x' — a)  par 
leurs  valeurs  déduites  des  relations  connues 

a.>fc;5Sv-«)  =  ^'^',   «.•  =  -=^^^ ,      (A) 

c'sinoc  +  6' 

on  obtient  la  valeur  de  VN  en  fonction  des  quantités  con- 
nues A,  6 ,  c  et  de  l'indéterminée  siua ,    . 

ab* 


VN: 


4fmoi  +  b* 


â^  Le  produit  VNsin(a— a)  sera  obtenu  en  se  servant  de 
l'égalité 


csina 


'    Sm(a'— a) 


Cette  égalilé  est  transformée  par  Tinter venlion  des  rela- 
tions (A)  en 


VM  sin ('/ —  a)  =  c  sina  +  rc*s\noL  +  b^  ; 

la  surface  do  triangle  est  donc ,  après  avoir  représenté  sin  2 
pars, 
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et  on  doit  chercher  le  maxhuam  de  l'eipreirioB 

La  dérivée  est 

(c-»'+y)(c+    ^_!!! \-iez+\/c'x-+b')iez 

ou ,  après  rédaction , 

_  (_  tfz'+  b'—  cz  V/c*z'+  b') .         (D) 


(cV-fé') 


Le  poljnôme  —  c'a'^-  6"—  c«  |/'cV+  6»  égalé  à  léro  dôme 
z  oo  sina  =  =t: z- 

Or  l'ellipse  donnée  peat  {wésenter  trois  droonstanees  : 
A<c\/3,      b  =  c\/l,      b>cyï. 

l'Siona  b<Ccl^,  on  e>- -,  l'ellipse  est  sensiUeraeiit 

allongée ,  et  la  valeur  analytique  qui  donne  le  maximom 
étant  inférieure  à  l'unité ,  l'angle  oc  existe  ;  et  la  valeur  de 
siua ,  substituée  dans  la  mesure  (B}  du  triangle,  donne  : 

Or  cette  valeur  est  celle  du  triangle  maximum  général  inscril 
dans  l'ellipse  :  on  peut ,  en  effet,  reconnaître  que  la  droite 
GN  est  le  c6té  de  ce  dernier  triangle  ;  cette  droite,  menée 

avec  rindinaison  caractérisée  par  la  condition  sin»  = , 

partage  en  deux  parties  égales  le  dcmi-diaroètre  conjugué  de 
celui  qui  est  parallèle  à  cette  droite  :  on  a  alors,  en  effet, 

csina         b. 


oV: 


"sin(a' — >.}      2 
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ou ,  {lar  l'emploi  des  reietiom  (A) , 

Je  8in  a  =  V  c'siïTa + b' , 

égalité  exacte ,  si  on  remplace  sina  par — yz  •  ainsi  dans  le» 

ellipses  éloignées  de  l'état  circulaire ,  le  triangle  cherché  est 
le  triangle  maximum  général  inscrit  La  même  circonslaacc 
se  reproduit  lorsque  l'on  a  6  =  c  V^3 ,  et  la  ligue  GN  est 
alors  perpendiculaire  au  grand  axe. 
â^  Si  l'on  a  fr  >  c  V^3 ,  l'ellipse  donnée  se  rapproche  de 

l'état  circulaire ,   la  condition   analytique  du  maximum 

b 
z  = est  étrangère  h  la  question  ;  or  le  maximum  rela- 

tif  est  alors  donné  par  la  condition  z  =  i  ou  a  =  90''i  il 
suffit ,  en  effet ,  de  démontrer  que  la  fonction  (G)  croU  pour 
toutes  les  valeurs  de  %  inférieures  à  l'unité,  ou  que  la  déri* 
vée  (D)  de  cette  fonction  reste  positive  pour  les  valeurs  z  <1 . 
Or  on  a  toujours  :  ' 

_  eV4-  ^•—  cz  \/77+V  >  0  ,  *  (E) 

inégalité  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

cz  »/cV— A'<  b'—  c\^  ; 

or ,  lorsque  Ton  az<iet^>c  1^3 ,  les  deux  membre» 
de  cette  inégalité  étant  positifs,  on  peut  élever  au  carré ,  et 

on  a ,  après  réduction  : 

3c'z*<6% 

inégalité  qui  est  vérifiée  dans  les  conditions  actuelles. 

Ainsi ,  lorsque  Ton  a  ^  >  c  Vz  y  la  droite  qui  dopne  le 
triangle  maximum  relatif  est  perpendiculaire  au  grand  aie, 
et  la  mesure  do  ce  triangle  est  : 

nc±f),  (F) 
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Qd  peut  d'ailleurs  démontrer  que  oe  maijmmp  rdattf 
tend  à  devenir  égal,  maiseat  toujours  inférieur  an 

mum  général  .  En  effet,  la  condition 

cou  J/tf'— 6'=ou<^quicorre8pondàfc>c\/3, 
doDoe  le  résultat  soiyaot  : 

3a* 

oa  *•  =  >  —  . 


(i+«) 


Or ,  puisque  Von  a  c  =  ou<|,  si  on  remplace  dans  le 

premier  membre  de  cette  dernière  inégalité  -  par  c,  ce  pre- 

mier  membre  doit  devenir  inférieur  on,  au  {Ans,  égalao 
deuxième  ;  on  a  donc  : 

3aV/3 


<^)= 


4 

Delà, 


•(^)=<^ 


On  pourrait  examiner  les  conditions  nécessaires  pour  que 
le  triangle  inscrit,  dont  deux  côtés  passent  par  les  foyers , 
soit  maximum  i  mais  il  est  clair  que  ce  triangle  est  celui  que 
l'on  obtient  en  unissant  le  sommet  da  petit  axe  aux  deux 
foyers. 

Note.  Un  polygone  d'aire  maximum  absolu»  d*on  nombre 
de  côtés  donné,  inscrit  dans  une  ellipso ,  est  la  projection  du 
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pcdygoiié  régulier  d'on  même  nombre  de  eôlés  et  iMcril  dans 
le  cercle  dont  Tellipfie  est  la  projection  i  les  cMés  du  polygone 
inscrit  dans  l'ellipse  touchent  donc  une  seconde  ellipse  ccm- 
centriqne  semblable  et  semblablement  placée.  Si  le  G6té  du 
polygone  dcHt  passer  par  un  point  fixe ,  il  y  a  trois  cas  à  dis- 
tinguer ;  si  le  point  fixe  est  hors  de  la  seconde  eUipse,  il  y  a 
deux  solutions  j  si  ce  point  est  sur  Tellipse ,  les  deux  solutions 
se  réduisent  à  une  seule;  si  le  point  est  dans  Fintérienr  de 
l'ellipse,  le  problème  est  impossible  pour  le  maximum  absdu  ; 
mais  dans  ce  cas  la  question  peut  être  ramenée  à  la  question 
analogue  pour  le  cercle.  Tm. 


QUESTIONS  D'EXAMEN,  en  1844  C). 


Algèbre. 

1 .  Faire  voir  que  dans  l'extraction  de  la  racine  /«**»« 
d'un  poIyn6me  entier  par  rapport  à  x,  les  degrés  des  restes 
successifs  ?ont  toujours  en  s'abaissant. 

2.  f{x)  est  un  polynôme  entier  et  rationnel  par  rapport 
à  Xy  /  est  la  limite  supérieure  des  racines  positives  de  l'équa- 
tion/(x)  =  0;  si  dans  le  polyn6me/(j:)  on  substitue  à  la 
place  de  x  ane  suite  de  nombres  l\  /",  V'\  etc. ,  croissant 
et  plus  grands  que  /,  les  résultaU/(0,/(^")./(^")»  «te,  de 
ces  substitutions ,  seront-ils  aussi  croissants  ? 

3.  Soient  a,  6 ,  c  les  trois  racines  de  l'équation 

x^  —px^  +  ^x  —  r  =  0. 


(*)  M.  i€  pMfBflMiir  Léon  Anne  a  bien  voulu  noui  commuDiquer  ces  quittions 
On  en  donnera  les  solations  dans  le  courant  de  1845 ,  ain^ti  que  celles  des  ques- 
tions poor  Tadmisfion  A  PËcole  normale  et  pour  t'agréfcalion. 
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Gatealer  la  somme  a*  -f  6'-f  e^  ;  oelte  6omme  peut -elle 
donner  une  limite  supérieure  des  radnes  posttfireB  de  l'é^ 
qnation  ? 

4.  Trouver  le  nombre  qui  substitué  à  la  place  de  x  rend 

Ix — 1        bxA-t 
à  la  fois  les  deux  fractions  — r —  et   -r^ — entières;  peut- 
on  voir  d  priori  que  le  problème  est  impossible? 

5.  Un  nombre  peut-il  être  à  la  fois  un  quarré  et  un  cube 
parfait ,  sans  être  une  sixième  puissance  ? 

6.  Discuter  par  la  résolution  directe  et  par  le  théorème 
de  M.  Sturm,  féquation  ax*^'\'bx^ -^c  =  0.  Montrer 
l'identité  des  conséquenees  de  ces  deux  modes. 

Géoméirie  analytique. 

1.  Conditions  pour  que  les  deux  tangentes  menées  d'un 
même  point  à  une  parabole,  soient  égales. 

2.  Étant  donnés  en.  grandetir  et  en  direction  les  axes 
d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole,  déterminer  graphiquement 
en  grandeur  et  en  direction ,  et  sans  tracer  la  courbe ,  un 
système  de  diamètres  conjugués  faisant  entre  eux  un  angle 
donné. 

3.  On  mène  à  une  parabole  une  suite  de  cordes  panillèies 
que  Ton  partage  dans  un  rapport  donné ,  trouver  le  lieu  des 
points  de  division. 

4.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  une 
parabole  et  à  sa  directrice. 

5.  Le  point  de  division  d'une  droite  de  longueur  (a+^) , 
qui  glisse  dans  un  angle  droit,  décrit  une  ellipse  dont  les 
axes  sont  2a,  2b]  on  quolle  position  cette  droite  est-elle 
tangente  à  cette  olifpso  ? 

6.  D'un  point  donné  mener  à  une  parabole^  une  sécante 
dont  la  corde  d'iuterseclion  soit  d'une  loB$tueur  donnée,  et 
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trouver  le  Iîm  éa  aonmet  de  Taigle  eircoatcril  à  cette  pa- 
rabole et  eyani  cette  corde  poor  o»rde  de  coataet. 

7 .  Troaver  le  lieu  des  milieQx  des  tangeAloi  à  une  eooiqiiB 
leriHiiiéeg  aa  fiomt  de  contact  et  à  l'axe. 

8.  Détermiiier  mie  ellipse  passait  par  un  point  domè 
d'ane  bjpecbole  et  ayant  les  mêmes  fojers  qu'elle. 

9.  Snr  le  grand  axe  d'une  ellipse,  et  des  deux  eMés  du 
centre,  on  prend  des  distances  ^les  à  une  loQgqeur  don- 
née, exprimer  la  somme  des  distances  de  ces  deux  points  à 
un  point  quelconque  de  l'ellipse  ;  conditions  pour  que;  cette 
somme  soit  rationnelle. 

10.  De  ce  que  la  somme  ou  la  différence  des  quarrés  de 
deux  demi-diamètres  d*nne  ellipse  ou  d'une  hyperbole ,  est 
égale  k  la  somme  on  à  la  dîfférenre  des  quarrés  des  axes , 
peut-on  conclure  que  ces  diamètres  sont  conjugués? 

De  ce  que  la  surface  d'un  parallélogramme  circonscrit  à 
une  ellipse  ou  à  une  hyperbole  est  équivalente  à  la  surface 
du  rectangle  des  axes ,  peut-on  conclure  que  les  côtés' de  ce 
parallélogramme  sont  parallèles  à  un  système  de  diamètres 
conjugués  ? 

11.  Déterminer  graphiquement  et  par  Vanalyse  une  para- 
bole tangente  en  deux  points  donnés  à  deux  droites  données. 

12.  En  quel  point  de  Tellipse  la  tangente  fait<elle  avec  le 
rayon  vecteur  mené  au  point  de  contact  un  angle  de  45°? 

13.  Trouver  sur  la  circonférence  d'une  ellipse  le  point 
le  plus  éloigné  de  rextrcmité  du  petit  axe. 

Remarquer  pour  la  discussion  qu'il  faut  non-seulement 

que  l'ordonnée  du  point  soit  réelle ,  mais  encore  qu'elle  soit 

pins  petite  que  b. 

SiatiqtAe. 

1.  Lieu  des  centres  de  gravité  des  parallélogramuirs  con- 
slruits  sur  deux  diamètres  conjugués  de  Tellipse  ou  de  l'hy- 
perbole. 
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â.  Ed  apinyint  la  pointe  d*an  crajon  coatieiui  111  doot 
les  deux  extrémités  sont  fixées,  le  crayon  décrit  one  dHpae; 
quelle  est  en  chaque  point  de  la  conrbe  la  tension  da  fil,  et 
en  qael  point  est-die  la  pins  grande  on  la  pins  iifiile  ? 
TroQTer  le  lien  décrit  par  le  centre  de  gravité  da  fil. 

3.  Trouver  la  résultante  de  deux  fendes  concouranles  ,* 
mais  dont  on  n'a  pas  le  point  de  rencontre. 

4.  Trouver  les  tensions  horizontales  de  denx  clous  aux- 
quels est  attaché  un  cordon  tendu  k  angle  droit  par  une 
force  verticale. 

Géométrie  descriptive, 

i .  Étant  donnée  la  projection  horizontale  d'un  foioi  d'une 
surface  cylindrique  à  base  quelconque,  trouver  la  projection 
verticale. 

3.  Plan  tangent  à  la  sphère  en  un  point  de  cette  surface , 
donné  en  projection  horizontale. 

3.  Construire  un  triédre  dont  on  donne  un  angle  dièdre, 
et  les  deux  faces  qui  le  comprennent  ;  une  des  fafx»  est  un 
angle  droit. 

4.  Construction  des  polyèdres  réguliers. 

5.  Inscrire  une  sphère  dans  un  tétraèdre. 

6.  On  donne  un  plan  et  la  projection  horizontale  d'oue 
droite;  déterminer  sa  projection  verticale,  connaissant 
l'angle  que  cette  droite  fait  avec  le  plan. 

Courbes  à  construire. 


y  = 


i-x' 
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1 


y  — 

y  — 
y  = 


X 

PUT' 
1 

j'  — ar' 

X 


1  +  x* 
jr'  +  i  ' 


x*  +  l' 
2  — X 


r 

=  x-±l' 

y 

1 

X-— x  +  1' 

y 

2x— X» 

~"     X*  — 1    ' 

y 

1— x» 

~       X*        ' 

y 

=  x'-l, 

c^- 

-<)■ 

r'+x  — 2=0, 

y 

1— X» 

~           X       ' 

^  =  db(ar— 2)V/x— i, 
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y  =^x — 1 


ar— 1 


X  1 

X 


X 


"       x'-i-r 

^       x*—l  ' 

^.       x'  +  1  ' 

\ 

2— X 

3x— 1 

•^=^       X*      ' 

J---      '* 

^     -t-x" 

y 

*=d:Kx±  1/1 -X, 

y- 

=  x±V/*<  +  4x, 
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y=x*—i±:  v/x»  — 6x4-4, 

y^x'-i- 


x(x-i), 


y=-l-±\/x'-i 
r  =  x'  -  1  d:  Vx'— 1 , 


r  = 


1   —  JC 


V     1-x" 


3' 
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^--+'±\/rr-?. 


_       i 

Stangw* 
2 

_      i 

=  tangù», 

=  14-  ^<»s  «  » 
sio  b> 


i 

1  -^  sin  u> 
i  —  »in  «  ' 


COB'fti' 


fr  =  arc  taog arc  taog  -^. — . 
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TABLE  ALPHABÉTIQUE. 

DES  AUTEURS  (*). 


AMIOTtprorMMor  an  collège  Saint^LovU.  • 

Note  sar  les  polygones  régalien *.«...    264 

ANNE  (Léon),  aneien  élève  de  l'École  polytecliniqQey  répétitear  dn  collège 
Loali-l»Orand. 

Propriélé  do  polygone  A  la  fols  inscrit  et  circonscrit  A  deux  poly- 
gones semblables  dont  les  côtés  sont  parallèles;  si  don  qdadrila* 
téres  sont  l'an  inscrit ,  l'antre  circonscrit  aux  mémos  pointa  d'ane 
cireonfèrence ,  leurs  quatre  diagonales  se  coupent  au  même  point. 

Soit  ABC,  un  triangle;  D^^,  trois  potau  quelconques  de  BG; 
DE»  D'B' ,  parallèles  A  AGKDF,  IXF  A  AB;  les  triangles  EUS',  FMP 
forment  nm  somme  toujours  égale  A  DAIK «s 

Déterminer  numériquement  et  graphiquement  les  éléments  d'une 
niche  dont  on  donne  la  surface  et  la  capacité 978 

lURT  (Emile) ,  professeur  au  collège  de  Charlemagne. 

Statique  appliquée  au  magnétisme  pour  corriger  le  défaut  de  cen- 
trage des  boussoles  dinclinaison .    .   .   3S7 

BONNET  (Ossian). 

Déterminer  dans  mroeonlqQe  la  normale  qui  interoepte  la  plus  petite 
aire  ou  le  plus  petit  arc,  et  de  tous  les  triangles  de  mémo  périmètre 
et  de  même  surface  celui  dont  les  centres  de  graTité-dela  snr- 
faee  et  du  périmètre  sont  A  la  moindre  ou  A  la  plus  grande  disUnee 

l'un  de  l'autre ,     64 

Quadrature  de  la  courbe  yt—^os^a^ 7S 

Théorème  de  Fourier ne 

BODYERAT,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique. 

Algorithme  du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique 329 

BRETON  (De  Ckamp),  ingènleor  des  ponts  et  ehauseées. 

Considérations  sur  les  éléments  de  statique i4 

Note  sur  un  mode  particulier  de  description  des  lignes  et  surfaces  du 

seeond  ordre 289 

Note  sur  les  courbes  parallèles  A  l'ellipse 442 

CATALAN  (E.) ,  répétiteur  A  l'École  polytechnique. 

Algorithme  de  l'analyse  indéterminée  du  premier  degré 97 

Note  sur  la  torolde S6S 

ReelUleatioB  d'un  article  sur  les  séries  trigonométriques S70 


(*)  Nous  devons  ces  tables  A  Vextfémo  obligeance  de  M.  le  profess.  Anne  (Léon). 
Ann.  M  MAratv.  III.  i^l 
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QUESTIONS  RÉSOLUES  ET  NON  RÉSOLUES 
dans  les  tomes  I ,  U  et  IIL 
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RoogoTin. 
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" 

46 

4d. 

147 

47 

id. 

SU 

GrooideSaiiki-Paor.  1 

48 

id. 

142 

Huel. 

48 
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429 
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40 

II 
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1 
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Si 

II 
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63 
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61 

62 
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43 
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6S 
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220 
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id. 
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66 

7Ê 
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P* 
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26 
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8S7 
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170 

Faure. 

38 

72 

II 
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29 
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356 
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72 

H! 

76 
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SO 

î 

345 

73 
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121 
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81 

1 

474 
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P* 
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74 

32 
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232 
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76 

^4I6 

33 

11 

115 
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76 

84 

77 
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3S 

78 

36 

II 

237 
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79 

36 

I 
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Vachette. 

80 

p. 40,  Lin 

87 

81 

38 

II 

511 
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82 

38 

u 

312 

83 

p.  194 

30 

11 

496 

Vidal. 

84 

«6 

40 

m 

RiU. 

85 

m 

Goupj(ÉiBile). 

41 

85 

42 

m 

172 

Vidal. 

P* 

519 

87 

37S 

43 

11 

365 

Vidal. 

88 

a. 

44 

ni 

365 

Faure. 

89 

a. 

45 

90 

lU 

Faure.        p.  59f .  4M 

PARIS.  -  IMPRIMBRIE  DB  FAIN  ET  THDNOT, 

iVFRIHtIIRS   UB   L'ORITIRSITl    KOTALB   Dt   VKAIICU, 

Rue  Raeine,  28,  prés  de  l'Odéon. 
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